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Apresentacao

Fundamentos de Matematica Elementar € uma colecdo elaborada com o objetivo de
oferecer ao estudante uma visao global da Matematica, no ensino médio. Desenvolvendo os
programas em geral adotados nas escolas, a colecao dirige-se aos vestibulandos, aos uni-
versitarios que necessitam rever a Matematica elementar e também, como é 6bvio, aqueles
alunos de ensino médio cujo interesse se focaliza em adquirir uma formagcao mais consistente
na area de Matematica.

No desenvolvimento dos capitulos dos livros desta colegao, procuramos seguir uma
ordem légica na apresentacao de conceitos e propriedades. Salvo algumas excecdes bem
conhecidas da Matematica elementar, as proposicoes e 0s teoremas estdo sempre acompa-
nhados das respectivas demonstragoes.

Na estruturacao das séries de exercicios, buscamos uma ordenacgao crescente de difi-
culdade. Partimos de problemas simples e tentamos chegar a questdes que envolvem outros
assuntos ja vistos, levando o estudante a uma revisdao. A sequéncia do texto sugere uma
dosagem para teoria e exercicios. Os exercicios resolvidos, apresentados em meio aos pro-
postos, pretendem sempre dar explicacao sobre alguma novidade que aparece. No final de
cada volume, o aluno pode encontrar as respostas para os problemas propostos e assim ter
seu reforco positivo ou partir a procura do erro cometido.

A dltima parte de cada volume é constituida por questdes de vestibulares, selecionadas
dos melhores vestibulares do pais e com respostas. Essas questdoes podem ser usadas para
uma revisao da matéria estudada.

Neste volume, abordamos toda a Geometria Plana usualmente tratada nos ultimos anos
do ensino fundamental. Os primeiros onze capitulos apresentam um estudo posicional das
figuras geométricas planas. Os Ultimos oito capitulos oferecem um tratamento mais métrico a
essas figuras, com destaque para os calculos de perimetros e areas.

Finalmente, como ha sempre uma certa distancia entre o anseio dos autores e o valor
de sua obra, gostariamos de receber dos colegas professores uma apreciacao sobre este
trabalho, notadamente os comentarios criticos, 0s quais agradecemos.

Os autores
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Nocédes e
proposicoes primitivas

I. Nogoes primitivas

1. Asnogdes (conceitos, termos, entes) geométricas sdo estabelecidas por meio
de definicao.

As nocoes primitivas sao adotadas sem defini¢ao.

Adotaremos sem definir as nocoes de:

( ponto, reta e plano J

De cada um desses entes temos conhecimento intuitivo, decorrente da expe-
riéncia e da observacao.

2. Notagao de ponto, reta e plano

Com letras:
Ponto — letras latinas mailsculas: A, B, C, ...
Reta — letras latinas mindsculas: a, b, c, ...

Plano — letras gregas minusculas: a, B, vy, ...

9 | Fundamentos de Matematica Elementar



NOCOES E PROPOSICOES PRIMITIVAS

Graficamente:
r
P /
O ponto P. Aretar. O plano a.

II. Proposigoes primitivas
3. As proposicoes (propriedades, afirmacdes) geométricas sao aceitas mediante
demonstracoes.

As proposicoes primitivas ou postulados ou axiomas sao aceitos sem de-
monstracao.

Iniciaremos a Geometria Plana com alguns postulados relacionando o ponto, a
reta e o plano.

4. Postulado da existéncia

a) Numa reta, bem como fora dela, ha infinitos pontos.

b) Num plano ha infinitos pontos.

A expressao “infinitos pontos” tem o significado de “tantos pontos quanto
quisermos”.

A figura ao lado representa uma reta r e
os pontos A, B, P, R, S e M, sendo que: M

- A, BePestdaoemr, ou seja, aretar P
passa por A, B e P, e indicamos

AerBernPer;

+ R, S e M nao estdo em r, ou seja, r S
nao passa por R, S e M, e indicamos

REr,SE&r,M&r.

Fundamentos de Matematica Elementar | 9



NOCOES E PROPOSICOES PRIMITIVAS

5. Posigoes de dois pontos e de ponto e reta

Dados dois pontos A e B, de duas uma: A.B

ou A e B sdo coincidentes (¢ 0 mesmo (A =B)
ponto, um s6 ponto, com dois nomes: A e B)

ou A e B sao distintos. A B

Dados um ponto P e uma reta r, de duas (A % B)

uma:
ou o ponto P esta naretar P
(a reta r passa por P) //T
Per Per
ou 0 ponto P nao esta nareta r
(a reta r ndo passa por P)

P&r p

-
B C . S
/A//r /
Os pontos A, B e C sao colineares. Os pontos R, S e T nao sao
colineares.

1. Postulado da determinacao

Da reta

Dois pontos distintos determinam uma Unica (uma, e uma s0) reta que passa
por eles.

Os pontos A e B distintos determinam a
reta que indicamos por AB. A B r
(A#B,AELBEN=r=AB r

A expressao “duas retas coincidentes”
€ equivalente a “uma Unica reta”.

n
2l

9 | Fundamentos de Matematica Elementar



NOCOES E PROPOSICOES PRIMITIVAS

Do plano

[ Trés pontos nao colineares determinam um Unico plano que passa por eles.j

Os pontos A, B e C nao colineares de-
terminam um plano o que indicamos por (A,
B, C).

O plano o € o unico plano que passa
por A, B e C.

8. Postulado da inclusao

Se uma reta tem dois pontos distintos num plano, entao a reta esta contida
nesse mesmo plano.

(A#B,r=AHB,AEoc,B€(x):>rC(x

Dados dois pontos distintos A e B de um plano, a retar = A<_I>3 tem todos os
pontos no plano.

9. Pontos coplanares s3do pontos que pertencem a um mesmo plano.

Figura é qualquer conjunto de pontos.
Figura plana é uma figura que tem todos os seus pontos num mesmo plano.
A Geometria Plana estuda as figuras planas.

10. Retas concorrentes
Definicao r

Duas retas sao concorrentes se, € so- P
mente se, elas tém um unico ponto comum.

rNs = {P} 3

a Fundamentos de Matematica Elementar | 9



NOCOES E PROPOSICOES PRIMITIVAS

Existéncia

Usando o postulado da existéncia (item 4),
tomemos uma reta r, um pontoPemr (P €r)
e um ponto Q fora de r (Q & r).

Os pontos P e Q sao distintos, pois um
deles pertence a r e 0 outro nao.

Usando o postulado da determinacao da reta (item 7), consideremos a reta s
determinada pelos pontos P e Q (s = PQ).

As retas r e s sao distintas, pois se coincidissem o ponto Q estaria em r (e ele
foi construido fora de r), e o ponto P pertence as duas.

Logo, r e s sdo concorrentes.

EXERCICIOS

1. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):
a) Por um ponto passam infinitas retas.
b) Por dois pontos distintos passa uma reta.
¢) Uma reta contém dois pontos distintos.
d) Dois pontos distintos determinam uma e uma so reta.
e) Por trés pontos dados passa uma so reta.

2. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):
a) Trés pontos distintos sao sempre colineares.
b) Trés pontos distintos sdo sempre coplanares.
c) Quatro pontos todos distintos determinam duas retas.
d) Por quatro pontos todos distintos pode passar uma so reta.
e) Trés pontos pertencentes a um plano sao sempre colineares.

9 | Fundamentos de Matematica Elementar



NOCOES E PROPOSICOES PRIMITIVAS

3. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):

a) Quaisquer que sejam os pontos A e B, se A é distinto de B, entao existe
umaretaatalque A€ aeB € a.

b) Quaisquer que sejam os pontos P e Q e as retas r e s, se P € distinto de Q,
e P e Q pertencem asretasre s,entaor = s.

c) Qualquer que seja uma reta r, existem dois pontos A e B tais que A é dis-
tintode B,comAereBer.

d) Se A =B, existeumaretartalque A,BEr.

4. Usando quatro pontos todos distintos, sendo trés deles colineares, quantas
retas podemos construir?

5. Classifiqgue em verdadeiro (V) ou falso (F):
a) Duas retas distintas que tém um ponto comum sao concorrentes.
b) Duas retas concorrentes tém um ponto comum.

c) Se duas retas distintas tém um ponto comum, entao elas possuem um
unico ponto comum.

G Fundamentos de Matematica Elementar | 9



Segmento
de reta

Conceitos

11. A nocdo “estar entre” é uma nocdo primitiva que obedece aos postulados (ou
axiomas) que seguem:

Quaisquer que sejam os pontos A, B e P:

1°) Se P esta entre A e B, entao A, B e P sao colineares;
2°) Se P esta entre A e B, entdo A, B e P sao distintos dois a dois;

3¢9) Se P esta entre A e B, entao A nao esta entre P e B nem B esta entre A e
P; e ainda

4°) Quaisquer que sejam os pontos A e B, se A é distinto de B, entao existe
um ponto P que esta entre A e B.

9 | Fundamentos de Matematica Elementar



SEGMENTO DE RETA

12. Segmento de reta — definigao

Dados dois pontos distintos, a reuniao do conjunto desses dois pontos com
0 conjunto dos pontos que estao entre eles € um segmento de reta.

Assim, dados A e B, A # B, o segmento de reta AB (indicado por ﬁ) é 0 que
segue:

B

A

AB = {A, B} U {X | X esta entre A e B}

Os pontos A e B sao as extremidades do segmento AB e 0s pontos que estao
entre A e B sdo pontos internos do segmento AB.

Se os pontos A e B coincidem (A = B), dizemos que o segmento AB é um seg-
mento nulo.

13. Semirreta — definigao

Dados dois pontos distintos A e B, a reuniao do segmento de reta AB com
0] coﬂ)unto dos pontos X tais que B esta entre A e X é a semirreta AB (indicada
por AB).

O ponto A é a origem da semirreta A@:

A

—>

AB = AB U {X | B est& entre A e X}

Se A esta entre B e C, as semirretas ﬁ e ﬁ) sao ditas semirretas opostas

A

N
\J

Fundamentos de Matematica Elementar | 9



SEGMENTO DE RETA

14. Resumo

Considerando dois pontos distintos A e B, temos:

A reta AB - >
reta AB: A B
0 segmento AB:
A B
. -2 a’
A semirreta AB (ou Aa'): Iy : >
. - n
A semirreta oposta a AB (ou a
. " -+
semirreta Aa"): A
. —> a"
A semirreta BA (ou Ba"): < ~ 5
. - '
A semirreta oposta a BA (ou 3
semirreta Ba'): B
semirreta Aa" semirreta AB = Aa’
a \/ B 2
a A\ segmentoﬁ

semirreta BA = Ba" semirreta Ba'

— >

Notamos ainda que: AB = AB N BA.

15. Segmentos consecutivos

Dois segmentos de reta sao consecutivos se, e somente se, uma extremidade
de um deles é também extremidade do outro (uma extremidade de um coincide com
uma extremidade do outro).

B R
M N P
3
A C S
AB e BC sao MN e NP sao RS e ST sao
consecutivos consecutivos consecutivos

9 | Fundamentos de Matematica Elementar a



SEGMENTO DE RETA

16. Segmentos colineares

Dois segmentos de reta sao colineares se, € somente se, estdao numa mes-
ma reta.

A B C D M N P R T S

AB e CD sdo colineares  MN e NP s3o colineares RS e ST s3o colineares
(nao sao consecutivos) (e consecutivos) (e consecutivos)

17. Segmentos adjacentes

Dois segmentos consecutivos e colineares sao adjacentes se, e somente se,
possuem em comum apenas uma extremidade (nao tém pontos internos comuns).

M N P R T S

MN e NP s3o adjacentes (sd0 RS e ST n3o s3o adjacentes (sd0

consecutivos colineares, tendo consecutivos colineares e além
somente N comum) de S tém outros pontos comuns)
MN N NP = {N} RSN ST =ST

18. Congruéncia de segmentos

A congruéncia (simbolo: =) de segmentos é uma nocao primitiva que satisfaz
os seguintes postulados:

1°) Reflexiva. Todo segmento € congruente a si mesmo: AB = AB.

2°) Simétrica. Se AB = CD, entao CD = AB.

3°) Transitiva. Se

&l

vs]
I
S|
D

N o
O
I
5
[0}
>
>
Q
o
>
vs)
I
m
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SEGMENTO DE RETA

42) Postulado do transporte de segmentos

Dados um segmento AB e uma semirreta de origem A', existe sobre esta
semirreta um unico ponto B' tal que A'B' seja congruente a AB.

19. Comparacao de segmentos

Dados d0|s segmentos, ABe CD pelo postulado do transporte, podemos obter
na semirreta AB um ponto P tal que AP = CD. Temos trés hipéteses a considerar:

12) 2:) 39)

1#) O ponto P esta entre A e B. Neste caso, dizemos que AB é maior que CD
(AB > CD).

22) 0 ponto P coincide com B, caso em que AB & congruente a CD (AB = CD).

3?) O ponto B esta entre A e P. Neste caso, dizemos que AB é menor que CcD
(AB < TD).

9 | Fundamentos de Matematica Elementar



SEGMENTO DE RETA

20. Adicao de segmentos

Dados dois segmentos AB eC CD, _tomando-se numa semirreta qualquer de ori-
gem R os segmentos adjacentes RP e PT tais que

B C
D — _
A/\/ \”\ RP = AB
: H > PT=0
R P T
RT = AB + CD e também RT = RP + PT

__ 0 segmento RS, que € a soma de n segmentos congruentes a AB, é muiltiplo
de AB segundo n (RS = n - AB). Se RS = n - AB, dizemos que AB é submiiltiplo de
RS segundo n.

A B

21. Ponto médio de um segmento

Definicao

Um ponto M € ponto médio do segmento AB se, e somente se, M esta entre A
e Be AM = MB.

MEAB e MA=MB

A M ' B
Unicidade do ponto médio
Se X e Y distintos (X # Y) fossem pontos médios de AB, terfamos
AX=XB (1) e AY=YB (2)
A X Y B A Y X B
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SEGMENTO DE RETA

X esta entre Ae Y = AY > AX )
e =
Y esta entre Xe B= XB > YB

AY > AX = XB > YB, o que é absurdo,
de acordo com (2)

ou

Y esta entre A e X = AX > AY
e
X esté entre Y e B = YB > XB

@) AX > AY = YB > XB, o que é absurdo,
de acordo com (1)

Logo, o ponto médio de AB é Unico.

A existéncia do ponto médio esta provada no item 56.

22. Medida de um segmento — comprimento

A medida de um segmento AB sera indicada por m(ﬁ) ou simplesmente por AB.
A medida de um segmento (nao nulo) € um numero real positivo associado ao
segmento de forma tal que:

1°) Segmentos congruentes tém medidas iguais e, reciprocamente, segmen-
tos que tém medidas iguais sao congruentes.

AB = CD < m(AB) = m(CD)
2°) Se um segmento € maior que outro, sua medida € maior que a deste outro.
AB > CD < m(AB) > m(CD)

39) A um segmento soma esta associada uma medida que é a soma das me-
didas dos segmentos parcelas.

RS = AB + CD < m(RS) = m(AB) + m(CD)
A medida de um segmento da-se o nome de comprimento do segmento.

Em geral, associa-se um numero (medida) a um segmento estabelecendo a
razao (quociente) entre este segmento e outro segmento tomado como unidade.

0 segmento unitario usual € o metro (simbolo m). Seus multiplos — decametro
(dam), hectdbmetro (hm) e quildmetro (km) — ou submdiltiplos — decimetro (dm),
centimetros (cm) e milimetro (mm) — também sao utilizados.

23. Nota

A congruéncia, a desigualdade e a adicdao de segmentos, aliadas ao postulado
de Eudoxio-Arquimedes (Eudéxio: 408-355 a.C.; Arquimedes: 278212 a.C.), cujo
enunciado é:
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SEGMENTO DE RETA

“dados dois segmentos, existe sempre um mdultiplo de um deles que supera o
outro”, permitem-nos estabelecer a razao entre dois segmentos quaisquer. Podemos
entdao medir um deles tomando o outro como unidade de comprimento.

24. Distancia entre dois pontos

Distancia geométrica

Dados dois pontos distintos, A e B, a distancia entre A e B (indicada por dy )
€ 0 segmento AB ou qualquer segmento congruente a AB.

A

w

Distancia métrica

Dados dois pontos distintos, A e B, a distancia entre A e B € a medida (compri-
mento) do segmento AB.

Se A e B coincidem, dizemos que a distancia geométrica entre Ae B é nula e a
distancia métrica € igual a zero.

EXERCICIOS

6. Se 0 segmento AB mede 17 cm, determine o valor de x nos casos:

A P B A P B
a) c)
v — v v
X 7 cm X + 3 X
P B A -
b) d) A o3
X P
21vcm 5(
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10.

11.

12.

13.

14.

9 |

SEGMENTO DE RETA

Determine x, sendo M ponto médio de AB:

a) A M B b)A M B

2x-3 X + 4 9 2x — 3

Determine PQ, sendo AB = 31:

x-1
—Ae—
a) A P Q B b) A P B Q
-~ N —_—
2x x + 1 X 11 X + 1

Determine AB, sendo M ponto médio de AB:

A M B P
A M B b)

a)

2x-5 X+ 8 X X+ 7

~

4x -5

Quantas semirretas ha numa reta, com origem nos quatro pontos A, B,C e D da
reta?

Quantos segmentos distintos podem determinar trés pontos distintos de uma
reta?

Quantos segmentos passam pelos pontos A e B distintos? Quantos ha com
extremidades A e B?

Classifiqgue em verdadeiro (V) ou falso (F):

a) Se dois segmentos sao consecutivos, entdo eles sao colineares.

O

Se dois segmentos sao colineares, entao eles sao consecutivos.

o O

)

)

) Se dois segmentos sao adjacentes, entao eles sao colineares.

) Se dois segmentos sao colineares, entao eles sao adjacentes.
)

)

Se dois segmentos sao adjacentes, entao eles sao consecutivos.
) Se dois segmentos sao consecutivos, entao eles sao adjacentes.

—

0 segmento AB de uma reta é igual ao quintuplo do segmento CD dessa mes-
ma reta. Determine a medida do segmento AB, considerando como unidade de
medida a quinta parte do segmento CD.
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SEGMENTO DE RETA

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

P, A e B sao trés pontos distintos de uma reta. Se P esta entre A e B, que rela-
¢ao deve ser véalida entre os segmentos PA, PB e AB?

P, Q e R sao trés pontos distintos de uma reta. Se PQ é igual ao triplo de QR
e PR = 32 cm, determine as medidas dos segmentos PQ e QR.

Solucao

Temos duas possibilidades:

12) Qestaentre Pe R 22) Restaentre Pe Q
3x X 32 X
—t— ——A——
P R P Q
2 R
32 3x
X +x=32=x=8 3Xx=32+x=x=16
PQ =24 QR =8 PQ = 48 QR = 16

Resposta: PQ =24 cme QR =8 cmou PQ =48 cme QR = 16 cm.

Os segmentos AB e BC, BC e CD s&o adjacentes, de tal maneira que AB € o
triplo de BC, BC € o dobro de CD, e AD = 36 cm. Determine as medidas dos
segmentos AB, BC e CD.

Sejam P, A, Q e B pontos dispostos sobre uma reta r, nessa ordem. Se PA e QB
sao segmentos congruentes, mostre que PQ e AB sao congruentes.

Se A, B e C sao pontos colineares, determine AC, sendo AB = 20 cm e
BC = 12 cm.

AB e BC sao dois segmentos adjacentes. Se AB é o quintuplo de BC e AC = 42 cm,
determine AB e BC.

Sendo AB e BC segmentos colineares consecutivos, AB o quéadruplo de BC e
AC = 45 cm, determine AB e BC.

Numa reta r, tomemos os segmentos AB e BC e um ponto P de modo que AB
seja o quintuplo de PC, BC seja o quadruplo de PC e AP = 80 cm. Sendo M e N
os pontos médios de AB e BC, respectivamente, determine MN.
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23.

24,

25.

26.

27.

28.

SEGMENTO DE RETA

Sejam quatro pontos, A, B, C, D, dispostos sobre uma mesma reta r, nessa or-
dem, e tais que AB e cD sejam congruentes. Demonstre que os segmentos AD
e BC tém o mesmo ponto médio.

Sejam quatro pontos, A, B, C, D, dispostos sobre uma mesma reta, nessa ordem,
e tais que AC e BD sejam congruentes. Demonstre que os segmentos AB e CD
sao congruentes e que os segmentos BC e AD tém o mesmo ponto médio.

Sejam M e N os pontos médios, respectivamente, dos segmentos AB e E
contidos numa mesma reta, sendo AB = BC, com A # C. Demonstre que MN
€ congruente a AB.

Dados trés pontos, A, B, C, sobre uma mesma reta, consideremos M e N 0s pon-
tos médios dos segmentos AB e BC. Demonstre que MN é igual a semissoma
ou a semidiferenga dos segmentos AB e BC.

Seja AB um segmento de reta e M o seu ponto médio. Consideremos um ponto
P entre os pontos M e B. Demonstre que PM € dado pela semidiferenca positiva
entre PA e PB.

Solucao
Indicando a medida de AB por 2a e a de PM por x, temos:

X

——
A M P B

vV~ vV~
a a

PA=a + x
PB=a—x

PA — PB _PA-PB

}:}PA—PB=2X:>X= > = PM = >

Consideremos sobre uma reta r um segmento fixo AB e um ponto mével P. Seja
M o ponto médio de AP e N o ponto médio de BP. O que podemos dizer a respeito
do segmento MN?
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Angulos

I. Introducao

25. Regiado convexa

Um conjunto de pontos = é convexo (ou € uma regiao convexa) se, e somente
se, dois pontos distintos quaisquer, A e B, de X sao extremidades de um segmento
AB contido em X, ou se X € unitario, ou se X é vazio.

Exemplos:

1°) Uma reta r € um conjunto de pontos convexo, pois

A B r

VA, VB,Vr(A#B,Acr,BEr=ABCI

22) Um plano a € uma regiao convexa, pois, se A e B sédo dois pontos distintos
de a, 0 segmento AB esta contido em a.

VA, VB, Vo (A # B,A€ a,BE a= AB C a = AB C a)
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ANGULOS

32) Um segmento de reta também é uma figura convexa:

R A B S

VA, VB, VRS (A # B,A € RS, B € RS = AB C RS)

4¢) Temos a seguir trés figuras ainda nao definidas que sao convexas:

> %, 3
| .
B
AB C 3, AB C 3, AB C 3,
regiao convexa conjunto de pontos convexo figura convexa

26. Se uma regido nao é convexa, ela é uma regido coéncava.

Exemplos:
2! ZII ZIII
A
}? ? ? { >
B
ECZZI E¢2n Eczzm
X' é concava X" é cOncava 2" é cOncava
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ANGULOS

21. Postulado da separagao dos pontos de um plano

Uma reta r de um plano o« separa este plano em dois conjuntos de pontos, o'
e o', tais que:

a) a'Na" =Yg
b) a'e a" sao convexos.
c) AEa',BEa"=>ABNr+y

Os pontos de a que nao pertencem a reta r formam dois conjuntos tais que:
+ cada um deles é convexo;

+ se A pertence a um deles e B pertence ao outro, entao o segmento AB inter-
cepta aretar.

28. Semiplano — definigao

Cada um dos dois conjuntos (a' e a'') € chamado semiplano aberto.
Os conjuntos r U a' e r U «" sao semiplanos.

A reta r é a origem de cada um dos semiplanos.

o' e o' sdao semiplanos opostos.

II. Definicoes

29. Chama-se angulo a reunido de duas semirre- R a
tas de mesma origem, nao contidas numa mesma
reta (nao colineares).
o}
B

~ —> —>
AOB = OA U OB
O ponto O € o vértice do angulo.

. o - ~ ~
As semirretas OA e OB sao os lados do angulo.

30. Interior do angulo AOB é a intersecao de dois semiplanos abertos, a saber:
a4, com origem na reta OA e que contém o ponto B;

B1, com origem em C<)_>B e que contém o ponto A.
Interior de AOB = oy N By.
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ANGULOS

O interior de um angulo € convexo.
Os pontos do interior de um angulo sao pontos internos ao angulo.

A reuniao de um angulo com seu interior € um setor angular ou angulo comple-
to e também é conhecido por “angulo convexo”.

o
LB A . S
. et ) -
.0 et B, .. 0 _.-
. w?,
S el o, Sl
N\\\ B \ \N~~
. 1 N
\ B~~‘z Y ~‘~.~
Q, ~< B, B~

31. Exterior do angulo AOB é o conjunto dos pontos que nao pertencem nem ao

angulo AOB nem ao seu interior.
O exterior de AOB € a reuniao de dois semiplanos abertos, a saber:

* O, COM origem na reta ﬁ e que nao contém o ponto B (oposto ao ay);
- B,,com origem na reta (5)_B> e que nao contém o ponto A (oposto ao f3,).
Exterior de AOB = a, U Bo.

O exterior de um angulo é céncavo.
Os pontos do exterior de um angulo sao pontos externos ao angulo.
A reuniao do angulo com seu exterior também € conhecida por “angulo céncavo”.

32. Angulos consecutivos

Dois angulos sao consecutivos se, e somente se, um lado de um deles é tam-
bém lado do outro (um lado de um deles coincide com um lado do outro).

¢ C
B C B
o 0 B
o
A A
AOB e AOC s3o AOC e BOC sao AOB e BOC sao
consecutivos consecutivos consecutivos
—> L —> L —> .
(OA é o lado comum) (OC é o lado comum) (OB é o lado comum)
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ANGULOS

33. Angulos adjacentes

Dois angulos consecutivos sao adja-
centes se, e somente se, nao tém pontos

internos comuns. o 5
AOB e BOC sé@o angulos adjacentes. \
A

34. Angulos opostos pelo vértice (0.p.v.)

Dois angulos sao opostos pelo vérti-
ce se, e somente se, os lados de um deles
sao as respectivas semirretas opostas
aos lados do outro.

<> <>

OA e OC opostas N P L
<> = AOB e COD sao opostos pelo vértice.
OB e OD opostas

!

Notemos que duas retas concorrentes determinam dois pares de angulos
opostos pelo vértice.

III.Congruéncia e comparagao

35. A congruéncia (simbolo =) entre angulos é uma nocao primitiva que satisfaz
0s seguintes postulados:

19) Reflexiva. Todo angulo é congruente a si mesmo: ab = ab.
29) Simétrica. Se ab = cd, entdo cd = ab.

3¢9) Transitiva. Se ab = cd e cd = €f, entdo ab = ef.

b d C e
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42) Postulado do transporte de angulos

ANGULOS

Dados um angulo AOB e uma semirreta O'A’ de um plano, existe sobre este
plano, e num dos semiplanos que O'A' permite determinar, uma Unica semirreta
0'B' que forma com O'A' um angulo A'0'B' congruente ao angulo AOB.

36. Comparagao de angulos

Dados dois angulos, AOB (ou aOb ou éb) e CPD (ou cPd ou 5d), pelo postulado
do transporte podemos obter, no semiplano que tem origem em OA e contém B, uma
—> ~ -~
semirreta OD' (Od' ou d') tal que ad' = cd. Temos trés hipéteses a considerar:

1) 2:)
d

D
p P<<

C

d'

a

d
D
C
C
b:
D" B
(0]
A
EcAd

ab
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ANGULOS

12) A semirreta d' € interna a ab jd' tem pontos internos a éb). Neste caso,
dizemos que ab é maior que cd (ab > cd).

22) A seAmirretAa d' coincide com b (56 = OB). Neste caso, abé congruente a
cd (ab = cd).

32) A semirreta d' é externa aab. Neste caso, dizemos que ab é menor que cd
(ab < cd).

37. Adicao de angulos

Se a semirreta Ob é interna
ao angulo alc, o angulo alc é b
soma dos angulos aOb e bOc.

ac = ab + bc

(0] a

Dados dois angulos, ab e cd, se existem rs = ab e st = cd tais que s é interna
a rt, dizemos que o angulo rt é a soma de ab e cd.

b a d t
\@/c s
>

rt=ab + cd rt=rs + st

0 angulo rs que & soma de n angulos ab, se existir, € chamado miiltiplo de ab
segundo n (rs =n- ab).
Seab = n - cd, dizemos que cd é submiiltiplo de ab segundo n.

s
rAs=4-aAb
/
a r
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38. Bissetriz de um angulo

Definicao

Uma semirreta Oc interna a um
angulo aOb é bissetriz do angulo aOb

se, e somente se, aOc = bOc.

ANGULOS

A bissetriz de um angulo € uma semirreta interna ao angulo, com origem no
vértice do angulo e que o divide em dois angulos congruentes.

Unicidade da bissetriz

Se Ox e Oy distintas (Ox # Oy) fossem bissetrizes de aOb, terfamos:

Ox interna a a0y

Oy interna a xOb

Oy interna a aOx

b
y
x
a
= ay> ax
e -~ -~
= xb>yb
= ax> ay
e -~ ~
= Yyb>xb

Ox interna a yOb

Logo, a bissetriz de um angulo € unica.

1)
=

ou

©

)

U

aOx = bOx (1) e aly = bly (2)

éy> ax = xAb>yAb
0 que é absurdo, de acordo com (2)

ax> ay = yb > xb
0 que é absurdo, de acordo com (1)

A “existéncia” da bissetriz esta provada no item 57.
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ANGULOS

IV. ﬁngulo reto, agudo, obtuso — Medida

39. ﬁngulo suplementar adjacente

Dado o angulo AOB, a semirreta
06 oposta a semirreta OA e a semir- B
reta OB determinam um angulo BOC
que se chama angulo suplementar

adjatiente ou suplemento adjacente
de AOB. C o A

40. Angulos: reto, agudo, obtuso

Angulo reto é todo angulo congruente a seu suplementar adjacente.
Angulo agudo é um angulo menor que um angulo reto.
Angulo obtuso é um angulo maior que um angulo reto.

bA

__________ Rl

oy
(a) "

ab é reto. cd é agudo. ef é obtuso.

41. Medida de um angulo — amplitude

A medida de um angulo AOB sera indicada por m(AOB).
A medida de um angulo € um numero real positivo associado ao angulo de
forma tal que:
19) Angulos congruentes tém medidas iguais e, reciprocamente, angulos que
tém medidas iguais sao congruentes.
AOB = CPD < m(AOB) = m(CPD)

2°) Se um angulo é maior que outro, sua medida € maior que a deste outro.
AOB > CPD < m(AOB) > m(CPD)
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ANGULOS

32) A um angulo soma esta associada uma medida que é a soma das medidas
dos angulos parcelas.

rt=ab + cd = m(rt) = m(ab) + m(cd)
A medida de um angulo da-se o nome de amplitude do angulo.

Em geral, associa-se um nimero a um angulo estabelecendo a razao (quocien-
te) entre este angulo e outro angulo tomado como unidade.

42. Unidades de medida de angulos

Angulo de um grau (1°) é o angulo submudiltiplo segundo 90 (noventa) de um
angulo reto.
angulo de um grau = awgmgl+eto

Um angulo reto tem 90 graus (90°).
A medida de um angulo agudo é menor que 90° (um angulo agudo tem menos
de 90°).
A medida de um angulo obtuso é maior que 90° (um angulo obtuso tem mais
de 90°).
A medida o de um angulo é tal que:
0° < a < 180°

Angulo de um minuto (1’) é o angulo submuiltiplo segundo 60 (sessenta) do
angulo de um grau.
L
1= 60
Um grau tem 60 minutos (60’).

Angulo de um segundo (1”) é o angulo submudiltiplo segundo 60 (sessenta) do
angulo de um minuto.
1

1" =50
Um minuto tem 60 segundos (607).
Angulo de um grado (1 gr) é o angulo submidiltiplo segundo 100 (cem) de um
angulo reto.

angulo reto

angulo de um grado = 100

Dos submuiltiplos do grado, dois se destacam:
o centigrado (0,01 gr), também chamado minuto de grado;
o decimiligrado (0,0001 gr), também chamado segundo de grado.
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ANGULOS

43. Angulos complementares e Angulos suplementares

Dois angulos sao complementares se, € somente se, a soma de suas medidas
€ 90°. Um deles é o complemento do outro.

Dois angulos sao suplementares se, e somente se, a soma de suas medidas
€ 180°. Um deles é o suplemento do outro.

44. Angulo nulo e angulo raso

Pode-se estender o conceito de angulo para se ter o angulo nulo (cujos lados
sao coincidentes) ou o angulo raso (cujos lados sao semirretas opostas).

Entao, a medida o de um angulo € tal que
0° < a =< 180°

EXERCICIOS

29. Simplifique as seguintes medidas:
a) 30°70’ d) 110°58’300”
b) 45°150’ e) 30°56'240"
c) 65°39'123”

30. Determine as somas:
a) 30°40’ + 15°35’
b) 10°30'45” + 15°29'20”
31. Determine as diferencas:
a) 20°50’45”" — 5°45’30” c) 90°15’'20” — 45°30’50”
b) 31°40" — 20°4%’ d) 90° — 50°30'45”
32. Determine os produtos:
a) 2 X (10°35’45") b) 5 X (6°15’30")
33. Determine as divisoes:
a) (46°48'54") : 2 c) (52°63'42") : 5
b) (31°32'45") : 3
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ANGULOS

34. Determine o valor de x nos casos:

a) c) e)
50° 300 4x + 30°
2Xx
x 4
X 4
b) d)
4x — 25°
35° X X

. Oa e Ob sao duas semirretas colineares opostas. Oc € uma semirreta qualquer.
Os angulos aOc e cOb sao adjacentes? Sao suplementares?

. Demonstre as proposigoes a seguir.

[Se dois angulos sao opostos pelo vértice, entao eles sao congruentes.j

[Dois angulos o0.p.v. sao congruentes.]

Solucao

AOB e COD sdao o.p.v. = AOB = COD
-

Hipotese Tese

Demonstracao:

) Considerando AOB de medida x e
COD de mediAda y opostos pelo vértice
e o0 angulo BOC de medida z, temos:

X +z = 180°

= x=y = AOB = COD
y+ 2z =180°
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ANGULOS

37. Determine o valor de x nos casos:

a) b)
2x - 10° 40°
2x — 10° X + 20°
38. Determine o valor de o nos casos:
a) b) c)

2x — 10°
/ 3x — 15° x + 35°

a = X + 40°

39. Se O_F)’ é bissetriz de AOB, determine x nos casos:

a) b)

3x - 5°
2x + 10° P

40. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):
a) Dois angulos consecutivos sao adjacentes.
) Dois angulos adjacentes sao consecutivos.
) Dois angulos adjacentes sao opostos pelo vértice.
)
)

o O T

Dois angulos opostos pelo vértice sao adjacentes.
Dois angulos opostos pelo vértice sao consecutivos.

D
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ANGULOS

41. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):
a) Dois angulos suplementares sao adjacentes.
b) Dois angulos complementares sao adjacentes.
c) Dois angulos adjacentes sao complementares.
d) Os angulos de medida 10°, 20° e 60° sao complementares.
e) Os angulos de medida 30°, 60° e 90° sao suplementares.

42. Os angulos das figuras a seguir sao complementares? Sao adjacentes?

30°

60°

43. Calcule o valor de x no caso abaixo, em que m(r0s) = 90°.
sA

4x 3x
2X

\

o

44. A soma de dois angulos adjacentes € 120°. Calcule a medida de cada angulo,
sabendo que a medida de um deles € a diferenca entre o triplo do outro e 40°.

45. Calcule o complemento dos seguintes angulos:

a) 25° b) 47° c) 37°2%5’
46. Calcule o suplemento dos seguintes angulos:
a) 72° b) 141° c) 93°15’
47. Dado um angulo de medida x, indique:
a) seu complemento; f) a sétima parte do complemento;
b) seu suplemento; g) a quinta parte do suplemento;
c) o dobro do seu complemento; h) o complemento da sua terca parte;
d) a metade de seu suplemento; i) o triplo do suplemento da sua quinta
e) o triplo de seu suplemento; parte.
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ANGULOS

48.
49.
50.
51.
52.

53.
54.

55.
56.

57.
58.

59.

Dé a medida do angulo que vale o dobro do seu complemento.
Determine a medida do angulo igual ao triplo do seu complemento.
Calcule o angulo que vale o quadruplo de seu complemento.

Calcule um angulo, sabendo que um quarto do seu suplemento vale 36°.

Qual é a medida do angulo que excede o seu complemento em 76°?

Solucao

angulo — x complemento — 90° — x
“Angulo menos complemento é igual a 76°.”

X — (90° — x) = 76° = 2x = 166° = x = 83°

Resposta: O angulo mede 83°.

Qual é o angulo que excede o seu suplemento em 66°?

Determine um angulo, sabendo que o seu suplemento excede o préprio angu-
lo em 70°.

Qual é o angulo cuja soma com o triplo do seu complemento é 210°?

Um angulo excede o seu complemento em 48°. Determine o suplemento desse
angulo.

O suplemento de um angulo excede este angulo em 120°. Determine o angulo.

O complemento da terca parte de um angulo excede o complemento desse
angulo em 30°. Determine o angulo.

Solucao
angulo — x complemento do angulo — 90° — x
complemento da terca parte — 90° — %

%)—(90°—x)=30°:2x=90°=>x=45°

Resposta: O angulo mede 45°.

(90° -

O suplemento do triplo do complemento da metade de um angulo € igual ao
triplo do complemento desse angulo. Determine o angulo.
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60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

ANGULOS

O suplemento do complemento de um angulo excede a terca parte do comple-
mento do dobro desse angulo em 85°. Determine o angulo.

Dois angulos sao suplementares e a razao entre o complemento de um € o
.1 . A
suplemento do outro, nessa ordem, é <. Determine esses angulos.

8
Solucao
X e y sao as medidas dos angulos.
complemento de um: 90° — x suplemento do outro: 180° — y
+y =180°
Y y = 180° — x x = 80°

90°—x _ 1 = 1720°-8=180°—-y  |y=100°
180° —y 8

Resposta: Os angulos medem 80° e 100°.

A ~ - 4 .
Dois angulos estao na relacao 9 Sendo 130° sua soma, determine o comple-

mento do menor.

Determine dois angulos suplementares, sabendo que um deles é o triplo do
outro.

Dois angulos sao suplementares. Um deles é o complemento da quarta parte
do outro. Calcule esses angulos.

~ A .. 2 .
A razao entre dois angulos suplementares € igual a 7 Determine o complemen-
to do menor.

Determine o complemento de um angulo, sabendo que a razao entre o angulo
- 5
e seu complemento é igual a 7

0 complemento de um angulo esta para o seu suplemento como 2 para 7. Cal-
cule a medida do angulo.

O triplo do complemento de um angulo, aumentado em 50°, é igual ao suple-
mento do angulo. Determine a medida do angulo.

Determine as medidas de dois angulos suplementares, sabendo que o dobro de
um deles, somando com a sétima parte do outro, resulta 100°.

A soma de um angulo com a terca parte do seu complemento resulta 46°. De-
termine o suplemento desse angulo.

Fundamentos de Matematica Elementar



ANGULOS

71.

72.

73.

74.

75.

76.

717.

78.

79.

Determine dois angulos complementares tais que o dobro de um, aumentado
da terca parte do outro, seja igual a um angulo reto.
Na figura, o angulo x mede a sexta parte do
angulo y, mais a metade do angulo z. Calcu- y
le o angulo y. X B
Os angulos a e B sdo opostos pelo vértice. O primeiro é expresso em graus por
9x — 2 e o0 segundo por 4x + 8. Determine esses angulos.
Cinco semirretas partem de um mesmo ponto V, fomando cinco angulos que
cobrem todo o plano e sao proporcionais aos nuimeros 2, 3,4, 5 e 6. Calcule o
maior dos angulos.
Demonstre que as bissetrizes de dois angulos opostos pelo vértice sao semir-
retas opostas.
Demonstre que as bissetrizes de dois angulos adjacentes e suplementares
formam angulo reto.
Solucao

Hipotese Tese
rOs e sOt adjacentes e
suplementares Bv & ret
Ox e Oy respectivas = XxUyereto
bissetrizes
Demonstracao: t
Sejam a a medida de rOx e xOs e b a medida de sOy e yOt.
a+a+b+b=180°=2a+2b=180°=a + b = 90° = xOy é reto.
Demonstre que as bissetrizes de dois angulos adjacentes e complementares
formam um angulo de 45°.
Dois angulos adjacentes somam 136°. Qual a medida do angulo formado pelas
suas bissetrizes?
As bissetrizes de dois angulos consecutivos formam um angulo de 52°. Se um

deles mede 40°, qual é a medida do outro?
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Triangulos

I. Conceito — Elementos — Classificagao

45. Definicao

Dados trés pontos, A, B e C, nao A
colineares, a reuniao dos segmentos

AB, AC e BC chama-se triangulo ABC.

C b
Indicacao:
triangulo ABC = AABC
AABC = AB U AC U BC B C

46. Elementos

Vértices: os pontos A, B e C sao os vértices do AABC.

Lados: os segmentos AB (de medida c), AC (de medida b) e BC (de medida a)
sao os lados do triangulo.

Angulos: os angulos BAC ou A, ABC ou B e ACB ou C sao os angulos do AABC
(ou angulos internos do AABC).

Diz-se que os lados BC, AC e AB e os angulos A, B e C sao, respectivamente,
opostos.
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TRIANGULOS

47. Interior e exterior

Dado um triangulo ABC, vamos considerar os semiplanos abertos, a saber:

. <> P
a, com origem na reta BC e que contém o ponto A,

a, 0posto a o,

B, com origem na reta AC e que contém o ponto B,

B, oposto a {3,

v, com origem na reta AB e que contém o ponto C,

¥, oposto a v,.

2 e
B)‘ =Y
T
Af
\
Iy
L
[N
1 \
1 \
1 \
Y2 2
1 \
Ly, BB,
1 \
1 \
1 \
i \
\
01‘13,' 0{_1 \ C 11
RS SRR, EEDPE S P
pitmm ety
a a, PR
~ -~
’yz"'. 1 IBZ

exterior
B~ MM B
" .
Ad AN
Iy I\
LAY RN
Iy I\
1 \ . 1 \ n
i \ exterior \ exterior
1 ) 1 \
\ s~ \
IL;Y" B1 \ Y3 I} \’Bz
1 1 \
[ .\ 1 \
1 interior 1 \
1 \ 1 \
a [ a 3 a ! 3
1Ry 1 \ 1 A \
B D P N T U B WS
: B exterior: a, *, exterior
: o~ : . 8
~Y By exterior

Interior do AABC = o, N B, N vy;.
O interior de um triangulo € uma regiao convexa.
Os pontos do interior do AABC sao pontos internos ao AABC.

Exterior do AABC = o, U B, U ,.
O exterior de um triangulo é uma regiao céncava.
Os pontos do exterior do AABC sao pontos externos ao AABC.

A reuniao do triangulo com seu interior € uma superficie triangular (ou superfi-

cie do triangulo).

48. Classificagao

Quanto aos lados, os triangulos se classificam em:

equilateros se, e somente se, tém os trés lados congruentes;

isdsceles se, e somente se, tém dois lados congruentes;
escalenos se, e somente se, dois quaisquer lados nao sao congruentes
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TRIANGULOS

AABC é equilatero. ARST € isbsceles. AMNP é escaleno.

A R N

B C S T M P

Um tridngulo com dois lados congruentes é isGsceles; o outro lado € chamado
base e o0 angulo oposto a base é o angulo do vértice.

Notemos que todo triangulo equilatero € também triangulo is6sceles.

Quanto aos angulos, os triangulos se classificam em:
retangulos se, e somente se, tém um angulo reto;
acutangulos se, e somente se, tém os trés angulos agudos;
obtusangulos se, e somente se, tém um angulo obtuso.

C D R
A B E F S T

AABC é retangulo em A.  ADEF é acutangulo. ARST é obtusangulo em S.

O lado oposto ao angulo reto de um triangulo retangulo é sua hipotenusa e os
outros dois sao os catetos do triangulo.

II. Congruéncia de tridngulos
49. Definicao

Um triangulo € congruente (simbolo =) a outro se, e somente se, é possivel
estabelecer uma correspondéncia entre seus vértices de modo que:
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TRIANGULOS

seus lados sao ordenadamente congruentes aos lados do outro;
seus angulos sao ordenadamente congruentes aos angulos do outro.

A A
# +
B C B (&
B=FE A=A
AABC = AAB'C' & |AC=AC e B=B
BC=BC C=¢C

A congruéncia entre triangulos é reflexiva, simétrica e transitiva.

50. Casos de congruéncia

A definicao de congruéncia de triangulos da todas as condicoes que devem ser
satisfeitas para que dois triangulos sejam congruentes. Essas condicoes (seis con-
gruéncias: trés entre lados e trés entre angulos) sao totais. Existem “condicdes mi-
nimas” para que dois triangulos sejam congruentes. Sao os chamados casos ou
critérios de congruéncia.

51. 1? caso — LAL — postulado

Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes dois lados e o angulo
compreendido, entao eles sao congruentes.

Esta proposicao é um “postulado” e indica que, se dois triangulos tém ordena-
damente congruentes dois lados e o angulo compreendido, entdo o lado restante e
os dois angulos restantes também sao ordenadamente congruentes.

A A’
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TRIANGULOS

Esquema do 1° caso:

®

AABC = AA'B'C' =

Bl &l
Ol>»
1/
>|>_>:t>
U
3|
OO
i

)
Qw

52. Teorema do triangulo isésceles

“Se um triangulo tem dois lados congruentes, entao os angulos opostos a es-
ses lados sao congruentes.”

ou
“Se um triangulo é isésceles, os an-
gulos da base sao congruentes.” A
ou ainda
“Todo triangulo isésceles € isoangulo.”
Hipotese Tese
(AABC,AB=AC) = B=¢C B C
Demonstracao:

Consideremos os triangulos ABC e ACB, isto €, associemos a A, B e C, respec-
tivamente, A, C e B.

Hipétese = /:\B = A_Q
'BAC: = :CAB: = AABC = AACB=B=C

Hipotese = ! AC:='AB !

T T

do AABC  do AACB

53. 2?2 caso — ALA

“Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes um lado e os dois an-
gulos a ele adjacentes, entao esses triangulos sao congruentes.”
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TRIANGULOS

_Os angulos adjacentes ao lado BC s&o B e C; os adjacentes ao lado B'C'
saoB'eC'.

//X\R
A

A
/I\,\ |

B C B’ C

Hipotese Tese

'(1); BC=B'C (2);6 =¢'(3)) = AABC= AAB'C'

Uj)

6=

Demonstracao:
Vamos provar que BA = B'A', pois com isso recairemos no 1° caso.

., Pelo postulado do transporte de segmentos (item 18), obtemos na semirreta
B'A' um ponto X tal que B'X = BA (4).

(2) BC =B'C' AL A )
1) B=p = AABC = AXB'C' = BCA = B'C'X (5)
(4) BA=BX

Da hip6tese (3) BCA = B'C'A', com (@)BC/(\_E) B'C(ig com o postulado do trans-
porte de angulos (item 35), decorre que B'A' e C'X = C'A' interceptam-se num unico
ponto X = A'.

De X = A', com (4), decorre que B'A' = BA.

Entao:

(BA=BA,B=B,BC=BC) = AABC=AABC'

54. Notas

1?) Esquema do 2° caso

(wold
i
> >|

e

ALA
= AABC = AAB'C' =

3|
[@lX@llivsk
I
>w
Q
Bl &l
Ol>»
[/
=
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TRIANGULOS

22) Com base no 2¢ caso (ALA), pode-se provar a reciproca do teorema do trian-
gulo is6sceles:

“Se um triangulo possui dois angulos congruentes, entao esse triangulo é
isosceles.”

Considerando um triangulo isésceles ABC de base BC, basta observar os trian-
gulos ABC e ACB e proceder de modo analogo ao do teorema direto.

55. 3?2 caso — LLL

Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes os trés lados, entao es-
ses triangulos sao congruentes.

>
@
>
@

Hipotese Tese
(AB=AB" (1),AC =A'C' (2),BC=B'C'(3)) = AABC = AAB'C'

Demonstracao:

Pelo postulado do transporte de angu- c
los (item 35) e do transporte de segmentos
(item 18), obtemos um ponto X tal que:

XA'B' = CAB (4)

A'X = AC (5)

estando X no sﬂplano oposto ao de C' em
relacao a reta A'B'.
De (5) e (2), vem:

A'X =AC' (6)

Seja D o ponto de intersecéo de Cc'X
com a reta A'B'.
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(3)

(1), (4), (5) = AABC = AA'B'X'(7) = XB'=CB 2 XB' =CB (8)
(6) = AA'C'X é is6sceles de base C'X = A'C'X = A'XC' (9)
(8) = AB'C'X é is6sceles de base C'’X = B'C'X = B'XC' (10)
Por soma ou diferenca de (9) e (10) (conforme D seja interno ou nao ao seg-
mento A'B'), obtemos:
A'C'B' = A'XB' (11)

(6), (11), (8) = AA'B'C' = AA'B'X 2 AABC = AA'B'C’

56. Existéncia do ponto médio

Dado um segmento de reta AB, usando 0s

N . C
postulados de transporte de angulos (item 35) e S~
de segmentos (item 18) construimos RN
CAB = DBA YA M B

AC = DB

com C e D em semiplanos opostos em relagao a IRENAN
<>

reta AB. D

O segmento CcD intercepta o segmento AB num ponto M. Vejamos uma sequén-
cia de congruéncias de triangulos:

ACAB = ADBA  (LAL, AB é comum)
ACAD = ADBC  (ALA, com soma de angulos ou pelo caso LLL)
AAMD = ABMC (ALA)

__Desta dltima congruéncia decorre que AM = BM, ou seja, M é o ponto médio
de AB.

57. Existéncia da bissetriz

Dado um angulo aOb, usando o postulado
do transporte de segmentos (item 18) obte-
mos A e A' em Oa e B e B' em Ob tais que:

OA = 0B (1)
OA' = OB' (2) A
I I - - A’
com OA' > OA e OB'> OB a
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_Seja C o ponto de intersecao de AB" com A'B e consideremos a semirre-
ta OC = Oc.
Vejamos uma sequéncia de congruéncias de triangulos:
AAOB' = ABOA'  (LAL, a0b (comum))

AACA' = ABCB' (ALA, angulos adjacentes suplementares, diferenca de
segmentos)

AOAC = AOBC  (LAL)

Desta Ultima congruéncia decorre que AOC = BOC, ou seja, Oc é bissetriz de aOb.

58. Mediana de um tridngulo — definicao

Mediana de um triangulo é um segmento A
com extremidades num vértice e no ponto mé-
dio do lado oposto.

M, é o ponto médio do lado BC.

AM, é a mediana relativa ao lado BC.

AM, é a mediana relativa ao vértice A.

59. Bissetriz interna de um tridngulo — definicao

Bissetriz interna de um triangulo é o seg-
mento, com extremidades num vértice e no A
lado oposto, que divide o angulo desse vértice
em dois angulos congruentes.

S, € BC,S,AB = S,AC

AS, é a bissetriz relativa ao lado BC.

AS, é a bissetriz relativa ao vértice A.
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TRIANGULOS

60. Teorema do angulo externo

Dado um AABC_)e sendo 6( a semirreta
oposta a semirreta CB, o angulo

& = ACX

€ o angulo externo do AABC adjacente a Ce
nao adjacente aos angulos A e B. e

O angulo é é o suplementar adjacente B c X

de C.

Teorema

Um angulo externo de um triangulo € maior que qualquer um dos angulos
internos nao adjacentes.

Hipotese Tese

(AABC, & externo adjacenteaC) = (6>A e é>B)

Demonstracao:

Seja M o ponto mé@) de ACeP
pertencente a semirreta BM tal que:

BN = WP

Pelo caso LAL, ABAM = APMC
e dar:

BAM = PCM (1)

Como P é interno ao angulo & = ACX, vem: é > PCM (2).
De (1) e (2), decorre que é > A.

Analogamente, tomando o ponto médio de BC e usando angulos opostos pelo
vértice, concluimos que:

™
V
[ov k]
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TRIANGULOS

61. 4° caso de congruéncia — LAA,

Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes um lado, um angulo adjacen-
te e 0 angulo oposto a esse lado, entao esses triangulos sao congruentes.

B' c

Tese
= AABC = AA'B'C'

Demonstracao:

Ha trés possibilidades para AB = A'B':

1%)AB = A'B' 2%) AB < A'B' 32) AB > A'B'

Se a 1% se verifica, temos:

(AB=AB,B=8"BC=BC) = AABC = AAB'C’

Se a 2¢ se verificasse, tomando um ponto D na semirreta BA tal que BD = A'B"
(postulado do transporte de segmentos — item 18), teriamos:

L PR R

(DB=AB,B=8,BC=BC) = AABC=AABC =»D=A = A=A,
0 que é absurdo, de acordo com o teorema do angulo externo no AADC. Logo, a 2¢

possibilidade nao se verifica. A 3% possibilidade também nao se verifica, pelo mesmo
motivo, com a diferenca de que D estaria entre A e B.

Como s6 pode ocorrer a 12 possibilidade, temos:
AABC = AA'B'C'

62. Caso especial de congruéncia de tridngulos retangulos

Se dois triangulos retangulos tém ordenadamente congruentes um cateto e a
hipotenusa, entao esses triangulos sao congruentes.
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N
»L

Hipotese Tese
A = A' (retos) (1), AB = A'B' (2), BC = B'C' (3) = AABC = AA'B'C'
Demonstracao:

—
Tomemos o ponto D na semirreta oposta a semirreta A'C' tal que A'D = AC
(postulado do transporte de segmentos — item 18).

(B =AB, A=A, AC = AD) % AABC = AA'B'D = BC = BD (4) e
¢ =D (5)
(4) e (3) = B'C' = B'D = AB'C'D é is6sceles de base C'D = C' = D (6)
(5)e (6)=>C=C
Considerando agora os triangulos ABC e A'B'C', temos:
. LAA,

(BC=BC,6=C,A=A") = AABC = AA'B'C'

EXERCICIOS

80. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):
a) Todo triangulo isésceles é equilatero.
b) Todo triangulo equilatero é is6sceles.
¢) Um triangulo escaleno pode ser isésceles.
d) Todo triangulo isésceles é triangulo acutangulo.
e) Todo triangulo retangulo é triangulo escaleno.
f) Existe triangulo retangulo e isésceles.
g) Existe triangulo is6sceles obtusangulo.
h) Todo triangulo acutangulo ou € isésceles ou é equilatero.
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81.

82.

83.

84.

85.

Classifiqgue em verdadeiro (V) ou falso (F):
a) Todos os triangulos sao congruentes.

TRIANGULOS

b) Todos os triangulos equilateros sao congruentes.

¢) Todos os triangulos retangulos sao congruentes.

d) Todos os triangulos retangulos isésceles sao congruentes.
e) Todos os triangulos acutangulos sao congruentes.

Se o AABC é is6sceles de base BC, de-
termine x.

AB=2x -7
AC=x+5

O triangulo ABC € equilatero. Determine
xey.

AB =15 -y
BC=2x—-7
AC =9

Se o AABC é isésceles de base BC, de-
termine BC.

AB = 3x — 10
BC =2x + 4
AC=x+ 4

Se o AABC é is6sceles de base BC, de-
termine x.

B =2x — 10°

C =30°

Fundamentos de Matematica Elementar
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2x - 7 X + 5
B C
A
15 -y 9
B 2x = 7 C
A
3x - 10 X + 4
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TRIANGULOS

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

Se o AABC ¢ isosceles de base A
AC, determine x.
. X + 30°
A=x+ 30°
¢ =2x — 20° B
2x - 20°

C

Se o AABC é is6sceles de base

°C A
BC, determine x e y.
Ix — 40° y X + 45
B @

Determine x e y, sabendo que o triangulo ABC € equilatero.
a) A

b) A
2x + 1 3x - 3 )/\3
B y +4 C

B y C

Se o perimetro de um triangulo equilatero é de 75 cm, quanto mede cada lado?

Se o perimetro de um triangulo isésceles € de 100 m e a base mede 40 m,
quanto mede cada um dos outros lados?

Determine o perimetro do triangulo ABC nos casos:
a) Triangulo equilaterocom AB = x + 2y,AC=2x —yeBC =x +y + 3.

b) Triangulo isGsceles de base BC com AB = 2x + 3, AC = 3x — 3 e
BC = x + 3.

Num triangulo isésceles, o semiperimetro vale 7,5 m. Calcule os lados desse
triangulo, sabendo que a soma dos lados congruentes é o quadruplo da base.
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TRIANGULOS
93. Os pares de triangulos abaixo sao congruentes. Indique o caso de congruéncia.

b 2
A
2

a) e)

b) f)

{4
o %

94. Considere os triangulos T4, To, ..., etc. abaixo. Indique os pares de triangulos
congruentes e o caso de congruéncia.

5 8 o
3 T 10
2
70 60° 35° ~_
1 3

4
3 5 4 1 3
)\ Te T7 Ts
8 60° 70°
6 2 4
- 20°
\ 6
T 20°
10
T
5 80° 3 4 25° " 35° 5 f
10 T
/ 80° 12
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95. Nos casos a), b) e c) abaixo, selecione os triangulos congruentes e indique o

caso de congruéncia.
a) A N ]
T, >
60°
6
[>—3

6
b) < [~
T, 5 5
50° 45¢
] %
13
13
c) 5 5 T
T, s 3
()

96. Indique nas figuras abaixo os triangulos congruentes, citando o caso de con-

gruéncia.
D
a) c) B -
C= DF; AB= DE
A C [ C D
A F :
B E
B D
b) d) :
C
} }
A E A B C D
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97. Por que ALL ou LLA nao é caso de congruéncia entre triangulos?

98.

99.

100.

101.

102.

9 | Fundamentos de Matematica Elementar

Na figura, o triangulo ABC é congruen-
te ao triangulo DEC. Determine o valor
de o e f.

A =30 D
B=p+48°

200 + 10°
5B

m
I

Na figura ao lado, o triangulo ABD é
congruente ao triangulo CBD. Calcule
x e y e os lados do triangulo ACD.

AB = x CD=3y+8
BC = 2y DA = 2x
Na figura, o triangulo CBA é congruen-

te ao triangulo CDE. Determine o valor
de x e y e a razao entre os perimetros
desses triangulos.

AB = 35 CE =22
AC=2x—6 DE=3y+5
Na figura, o triangulo PCD é congruen-

te ao triangulo PBA. Determine o valor
de x e y e a razao entre os perimetros
dos triangulos PCA e PBD.

AB = 15 AP = 2y + 17
CD=x+5 PD =3y — 2

Na figura ao lado, os triangulos ABC e
CDA sao congruentes. Calcule x e y.

E

2a + 10°
5B
-1 |
{C

T D

B
D
2x 3y + 8
f #
A X B C

™
m

22
35 3y + 5
C
2X - 6
A D
D C B A
x+5 15
3y - 2 2y + 17
P
A U D
m




TRIANGULOS

103. Na figura ao lado, sabendo que C D
é ponto médio de BE, prove que
os triangulos ABC e DEC sao con-
gruentes. B C

104.Na figura ao lado, sabendo que
o = B ey=J, prove que os trian-
gulos ABC e CDA sao congruentes.

105.Se o = e ¢ = 6, demonstre que o
triangulo ABC é congruente ao trian-
gulo ABD.

106.Na figura ao lado, sendo BF = CD,
m(ABC) = m(FDE), m(BAC) = m(DEF),

prove que AC = EF.

C
/\
AVB

D
M
B F C D

107. Na figura ao lado, sendo AB = AE, E
m(BAD) = m(CAE), m(ABC) = 90° e /r/\ c

m(AED) = 90°, prove que BC = DE. A

W)
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108.

109.

110.

111.

112.

TRIANGULOS

Demonstre que a mediana relativa a base de um triangulo isésceles é também
bissetriz.

Prove que a bissetriz relativa a base de um triangulo isésceles € também me-
diana.

Prove que as medianas relativas aos lados congruentes de um triangulo isésce-
les sao congruentes.

Solucao
AB = AC A
Hipétese: 1 BM e CN Tese: BM = CN
sao medianas
N M
Demonstracao:
B C

Consideremos os triangulos BAM e CAN.

BA=CA | .,
A=A | = ABAM=ACAN = BM = CN
AM = AN

Prove que as bissetrizes relativas aos lados congruentes de um triangulo isés-
celes sao congruentes.

Prove que, se a bissetriz relativa a um lado de um triangulo € também mediana
relativa a esse lado, entao esse triangulo é isésceles.

III.Desigualdades nos tridngulos

63.

Ao maior lado opoe-se o maior angulo

Se dois lados de um triangulo ndao sao congruentes, entao os angulos opos—}

Ltos a eles nao sao congruentes e o0 maior deles esta oposto ao maior lado.
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TRIANGULOS

Hipotese Tese
BC >AC = BAC > ABC
ou

a>b = A>B

Demonstracao:

Consideremos D em BC tal que CD = CA.

BC > AC = D éinterno a CAB = CAB > CAD
ACAD is6sceles de base AD = CAD = CDA

= CAB > CDA (1)

CDA é angulo externo no AABD = CDA > ABD = ABC (2)
De (1) e (2), vem:

CAB > ABC ou seja A > B

64. Ao maior angulo opde-se o maior lado

[

tos a eles nao sao congruentes e o maior deles esta oposto ao maior lado.

Se dois angulos de um triangulo nao sao congruentes, entao os lados opos—]

Hipbtese Tese C
BAC >ABC = BC >AC
ou b

A>B = a>b

Demonstracao:
Ha trés possibilidades para BC e AC:
15) BC<AC ou 25)BC=AC ou 3% BC>AC

12) Se BC < AC, entao, pelo teorema anterior, A < B, o que contraria a hipétese.
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22) Se BC = AC, entao, pelo teorema do triangulo isésceles, A = B, o que con-
traria a hipétese.
Logo, por exclusao, temos:

BC > AC

65. A desigualdade triangular

[ Em todo triangulo, cada lado € menor que a soma dos outros dois. ]

Hipotese Tese
A, B e C ndo colineares = BC < AC + AB
ou

a, b e clados de um triangulo = a<b + ¢

Demonstracao:

Consideremos um ponto D na semirreta oposta a
semirreta AC, tal que AD = AB. (1)

= — ) — = —
DC = AC + AD g DC = AC + AB (2)

(1) = AABD isésceles de base BD = ADB = ABD

- ! A = CBD > ADB = CDB (3)
A é interno ao angulo CBD = CBD > ABD

No triangulo BCD com (3) e o teorema anterior, vem:
BC < DC e com (2) BC < AC + AB, ou ainda:

a<b+c

66. Notas

12) A desigualdade triangular também pode ser enunciada como segue:

[ Em todo triangulo, cada lado é maior que a diferenca dos outros dois. j

22) Se a, b e ¢ sao as medidas dos lados de um triangulo, devemos ter as trés
condicdes abaixo:

a<b+c b<a+c c<a+b
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113.
114.

115.

116.

117.

118.

119.

Estas relacoes podem ser resumidas como segue:

a<b+ec
b<a+coeb-c<a =

s b-c<a (:)[Ib cI<a<b+c]
c<at+tboeoc—Db<a

EXERCICIOS

Com segmentos de 8 cm, 5 cm e 18 cm pode-se construir um triangulo? Por qué?

Dois lados, AB e BC, de um triangulo ABC medem, respectivamente, 8 cm e 21 cm.
Quanto podera medir o terceiro lado, sabendo que é multiplo de 6?

Determine o intervalo de variagao x, sabendo que os lados de um triangulo sao
expressos por x + 10, 2x + 4 e 20 — 2x.

Se dois lados de um triangulo is6sceles medem 38 cm e 14 cm, qual podera
ser a medida do terceiro lado?

O lado AB de um triangulo ABC é expresso por um nudmero inteiro. Determine o
seu valor méximg, sabendp que os lados AC e BC medem, respectivamente, 27 cm
eléecmequeC < A<B.

Mostre que o tridngulo retangulo tem dois angulos agudos.

Solugao

Considere o angulo externo adjacente ao angulo reto do triangulo retangulo.
Note que y' = 90°.

Sendo o e B os angulos internos nao retos do triangulo, de acordo com o teo-
rema do angulo externo, temos:

v >oey >P
E como vy' = 90°, obtemos:

a < 90° e B < 90°. Entao o triangulo
tem dois angulos agudos.

Mostre que a hipotenusa de um triangulo retangulo € maior que cada um dos
catetos.
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120.
121.

122.

123.
124.
125.

126.

127.

128.

129.

9 |

TRIANGULOS

Mostre que o triangulo obtusangulo tem dois angulos agudos.

Mostre que o lado oposto ao angulo obtuso de um triangulo obtusangulo é
maior que cada um dos outros lados.

Mostre que a hipotenusa de um triangulo retangulo é maior que a semissoma
dos catetos.

Prove que qualquer lado de um triangulo € menor que o semiperimetro.
Se P € um ponto interno de um triangulo ABC, mostre que BPC é maior que BAC.

Se P € um ponto interno de um triangulo ABC, mostre que: PB + PC < AB + AC.

Solucao
Tese {PB + PC<AB + ACoux +y<b + ¢}
Demonstracao:

1) Prolonguemos BP até que encontre AC num ponto Q.
2) De acordo com a desigualdade triangular, n

temos:
c+b >x+€=>
€ +Db">y
S>ct+{+b +b'">x+ty+{=>
=>c+b>x+y=PB+ PC<AB + AC

Se P é um ponto interno de um triangulo ABC e x = PA,y = PB e z = PC, mostre que
X +y + z estéd entre o semiperimetro e o perimetro do triangulo.

Demonstre que o perimetro do trian- A
gulo MNP é menor que o perimetro
do triangulo ABC da figura ao lado.

N
B M C
Se m, € a mediana relativa ao lado a de um triangulo de lados a, b € ¢, entao:
b—c b+c
<m,<—-
‘ 2 a 2

Prove que a soma das medianas de um triangulo é menor que o perimetro e
maior que o semiperimetro.
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LEITURA

Euclides e a
geometria dedutiva

Hygino H. Domingues

Derrotada na batalha de Queroneia pelas forcas do rei Filipe, a Grécia
torna-se parte do império macedonio no ano 338 a.C. Dois anos depois, com
a morte de Filipe, assume o poder seu filho Alexandre, entao com 20 anos de
idade. Ao morrer, cerca de 13 anos depois, Alexandre incorporara ao seu im-
pério grande parte do mundo civilizado de entao. Dessa forma a cultura grega,
adotada pelos maceddnios (em cuja formacao populacional predominava o
elemento grego), foi estendida ao Oriente antigo. Em sua arrancada expansio-
nista, Alexandre fundou muitas cidades. Uma delas, em especial, teria um
papel extraordinario na histéria da Matematica: Alexandria, no Egito.

Com a morte de Alexandre, o dominio sobre o Egito passou as maos de
Ptolomeu, um de seus lideres militares. E uma das primeiras e talvez mais
importante obra de Ptolomeu foi criar em Alexandria, junto ao Museu (templo
das musas), o primeiro modelo do que viriam a ser as universidades, séculos
depois. Nesse centro, intelectuais do mundo inteiro, trabalhando ali em tempo
integral, dedicavam-se as pesquisas e ao ensino as expensas dos cofres do
Estado. Ponto alto da instalagao era uma biblioteca, que chegou a ter, no auge
de seu esplendor, perto de 700 mil rolos de papiro. Muitos grandes matema-
ticos trabalharam ou se formaram no Museu. Dentre eles, o primeiro talvez, e
um dos mais notaveis, foi Euclides (aproximadamente 300 a.C.).

Quase nada se sabe sobre a vida de Euclides, salvo algumas poucas
informacoes esparsas. Mesmo sobre sua formacao matematica nao ha ne-
nhuma certeza: é possivel que tenha sido feita em Atenas, na Academia de
Platdao. Papus de Alexandria (séc. IV) deixou registrados elogios a sua modés-
tia e consideracdo para com os outros. Mas sua presenca de espirito talvez
possa ser avaliada pela histéria segundo a qual ha uma indagacgao de Ptolomeu
sobre se nao haveria um caminho mais curto para a geometria (que o propos-
to por Euclides). Ele teria respondido: “Nao ha nenhum caminho real na geo-
metria”. Ou seja, perante a geometria todos sao iguais, até reis poderosos
como Ptolomeu.

Embora autor de outros trabalhos, a fama de Euclides praticamente re-
pousa sobre seus Elementos, 0 mais antigo texto da matematica grega a che-
gar completo a nossos dias. Obra em treze livros, apesar de na sua maior



=]

parte ser uma compilacao e sistemati-
zacao de trabalhos anteriores sobre a
matematica elementar da época, seu
éxito foi enorme. Haja vista suas mais
de mil edigcdes impressas em todo o
mundo, desde a primeira em 1482, um
feito editorial talvez s6 superado pela
Biblia.

Os Elementos dedicam um bom
espaco a teoria dos ndmeros (trés li-
vros), mas com o enfoque geométrico
que permeia toda a obra. Euclides re-
presentava os numeros por segmen-
tos de reta, assim como representava
o produto de dois nimeros por um re-
tangulo. Contudo a argumentagao usa-
da por ele independe da geometria. Ha
também no texto um pouco de algebra
geomeétrica, onde, por exemplo, algu-
mas equacdes do segundo grau sao
resolvidas geometricamente, sendo

- Euclides (séc. Ill a.C.) em pintura de Juste de
suas raizes dadas na forma de seg-  Gond (séc. XV).

mentos de retas.

Mas, sem duvida, o forte dos Elementos € a geometria. A partir de cinco
nocodes comuns, cinco postulados especificos e algumas definicoes, centenas
de teoremas (467 em toda a obra) sao deduzidos, alguns de grande profundi-
dade. Além de ser o mais antigo texto de matematica na forma axiomatico
dedutiva a chegar a nossos dias, nele Euclides foi muito feliz na escolha e no
enunciado de seus postulados basicos. E soube usa-los com proficiéncia.
Assim, nao € sem motivo que os Elementos, por dois milénios, além de texto
fundamental de geometria, foi 0 modelo de boa matematica.

Falhas em sua estruturagao Iégica foram sendo achadas ao longo do
tempo. Por exemplo, a questao da continuidade nao foi focalizada, o que leva-
va Euclides a usar pressupostos nao explicitados sobre o assunto. Tudo isso
porém chega a ser irrelevante em face da grandiosidade da obra e de sua ini-
gualavel influéncia cientifica.

CULTURALI/GLOW IMAGES

PHOTO SCALA, FLORENCE-COURTESY OF THE MINISTERO BENI E ATT.
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Paralelismo

Conceitos e propriedades

67. Retas paralelas — definigao

b
Duas retas sao paralelas (simbolo: //) se, e a///
somente se, sao coincidentes (iguais) a=b=a/b
ou

sao coplanares e ndo tém nenhum ponto comum:

(@Cao,bCa,anb=Jd)=a/b

68. Sejam a e b duas retas distintas, paralelas ou ndo, e t uma reta concorrente
com a e b:

1¢°) t € uma transversal de a e b;
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PARALELISMO

2°) dos oito angulos determinados por essas retas indicados nas figuras, cha-

mam-se angulos

69.

alternos:
correspondentes:

colaterais:

Notas

12) Com mais detalhes podemos ter:

alternos {

colaterais {

22) A congruéncia de dois angulos alternos de um dos pares
(por exemplo,1 =7)

alternos internos:
alternos externos:

colaterais internos:
colaterais externos:

1e7,2e8,3

1e5,2€6,3

1e8,2e7,3
3
1
3
1

on
DD

[0} o O
00y O»n

on

D D O
oy =
i)

o O
~ OD
Ny B
o @
00> O»

00> OO
Ny B
@D D

~ 0P

D D

equivale a
a) a congruéncia dos angulos de todos os pares de angulos alternos

(6=83=54=6)

b) a congruéncia dos angulos de todos os pares de angulos correspondentes

1=52=6,3=7,4=8);¢

c¢) a suplementaridade dos angulos de todos os pares de colaterais

A+8=2+7=3+6=4+5=180°).

70. Existéncia da paralela

Se duas retas coplanares distintas e uma transversal determinam angulos
alternos (ou angulos correspondentes) congruentes, entao essas duas retas sao
paralelas.

Sea =B,entdoa /b

ou
Hipotese Tese
ao=pf = a/b
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PARALELISMO

Demonstracao:

Se a e b nao fossem paralelas, teriam um ponto P em comum e a N b = {P}.
Sendo

ant={AlebNt={Bl

teriamos o triangulo ABP.

Pelo teorema do angulo externo (item 60) aplicado ao AABP, teriamos:
a>B ou B>«
0 que é absurdo, de acordo com a hipétese.
Logo, as retas a e b sao paralelas, isto €, a // b.

71. Construcgao da paralela

Construir uma reta b, paralela a uma reta a dada, por um ponto P dado fora de a.
Passamos uma reta t por P, que determina um ponto M em a.
Tomamos em a um ponto A distinto de M.

Construimos, com vértice P, com um lado FTVI um angulo MPB congﬂj)ente ao
angulo AMP, estando B no semiplano oposto ao de A em relagao a reta PM (trans-
porte de angulos — item 35).

Areta PB é a reta b pedida.
De fato, sendo AMP = o e MPB = B, pelo teorema anterior temos:

a=B = a/b
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72. Unicidade da paralela — postulado de Euclides

A unicidade da reta paralela a uma reta dada é o postulado de Euclides
(300 a.C.) ou postulado das paralelas, que caracteriza a Geometria que desenvolve-
mos: a Geometria Euclidiana.

[Por um ponto passa uma unica reta paralela a uma reta dada. ]

Com base nesse axioma podemos provar o reciproco do teorema anterior. E o
que segue.

13. Se duas retas paralelas distintas interceptam uma transversal, entao
0s angulos alternos (ou os angulos correspondentes) sao congruentes.
ou
Sea#bea//b,entdoa = t
o/ b
ou )
Hipotese Tese a a
a#b,a/b > a=p /
Demonstracgao:

Se a e B nao fossem congruentes, existiria uma reta x, distinta de b, passando
por P, {P} = b N t, tal que:

xt = B'alternode a e B' =«
Pelo teorema da existéncia (item 70),

a=p'" = x//a

Por P teriamos duas retas distintas, x e b,

N . . X t
ambas paralelas a reta a, o que € absurdo, pois " ---____ /
contraria o postulado das paralelas. e P b
Logo, a € congruente a 3, isto €, a = B. BY  TTee—al_.
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74. Condicdo necessaria e suficiente

Reunindo os resultados dos itens 70 e 73,
o= = a/fb e a/b = «
temos o enunciado que segue:

i
o)

Uma condicdo necessaria e suficiente / b
para duas retas distintas serem paralelas é for- )
marem com uma transversal angulos alternos
(ou angulos correspondentes) congruentes. & a

a=B o a/b

75. Angulo externo

Em todo triangulo, qualquer angulo externo € igual a soma dos dois angulos
internos nao adjacentes a ele.
ou A
Hipotese Tese

e é angulo externo adjacenteaC = é = A + B

Demonstracao:

<> <>

Por C conduzimos a reta CD paralela a reta AB, determinando os angulos o e 3
caracterizados na figura:

A D, A D, A
I// A ,/l ,/l
o /, B o /I /I
/ a ’l B 'l/\\
B /c B /c B /cC

AB // CD = o = A (alternos)
AHB // CT:) = B = B (correspondentes)

Somando as duas relacées acima, vem:
at+tB=A+B
—_—— N .
ou seja: é=A+B
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76. Soma dos angulos de um tridangulo

[ A soma dos angulos de qualquer triangulo € igual a dois angulos retos. j

Hipotese Tese

AABC é um triangulo = A + B + C = 2 retos

Demonstracao:

Sendo e o0 angulo externo adjacente a Ce aplicando o item anterior, vem:

A

é e C sdo suplementares = & +C = 2 retOS}
=

_ PR A+ B+ C = 2retos
teorema anterior > é = A+ B

Considerando as medidas dos angulos, temos:
m(A) + m(B) + m(C) = 180°

que representaremos simplesmente por:

[A+B+C=180°j

77. Notas

12) Angulos de lados paralelos

[ Dois angulos de lados respectivamente paralelos sao congruentes ou suple-}
mentares.
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Demonstracao:
Consideremos os angulos de medidas « e o' adjacentes suplementares e 3 e
B' adjacentes suplementares (vide figura).

Pelo paralelismo, considerando o angulo auxi-
liar -y, temos: B!
B /ﬁ

L

Dai, vem: o' = '
a + B'=180°
a' + B =180°

2?) Triangulo equilatero

[Num triangulo equilatero cada angulo mede 60°.j

Demonstracao:

Seja ABC o triangulo equilatero:

AB = AC = BC
Usando o teorema do triangulo is6sceles (item 52), temos:
A
B C
CA=CB = A:B} o
AB=AC = B=¢] = A=B=C

Como A + B + C = 180° (item 76), vem: A = B = C = 60°.
Ou seja:

[Todo triangulo equilatero é equiangulo e cada angulo mede 60°.j
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EXERCICIOS

130. Sendo a reta a paralela a reta b, determine x nos casos:

a) b)
: P
e \

131. Se as retas r e s sao paralelas, determine x nos casos:
a) b)

2x + 30°

150°

132. As retas r e s da figura sao paralelas. Determine x e y.
a) r b) r

- 10°
X 105° 3x 0
s 60° y 3 y 2X

133. Na figura ao lado, sendo a // b, calcule a a>\c
o + B - 'Y. 70°
b B AN
\
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PARALELISMO

134. A soma dos quatro angulos agudos formados por duas retas paralelas cortadas
por uma reta transversal € igual a 80°. Determine o angulo obtuso.

135. Sendo a paralela a b, calcule x. / a

120°

o

Lax)

136. Na figura, sendo a // b, calcule x. 17 g /¢
a X -
b
8x + 9° >/
137. Na figura, sendo r // s, calcule x e y. t
/ r
2Xx
3x - 20° s

y+10°\>/

138. Na figura temos os angulos a e B de lados
respectivamente paralelos. Sendo a = 8x e a
B = 2x + 30°, determine o suplemento de (3.
B
t Y

139. Observe a figura e calcule o valor de x + vy,
sendor//set// v

@ Fundamentos de Matematica Elementar | 9



PARALELISMO

140. Se as retas r e s sao paralelas, determine x, y € z nos casos:

a)

141. Determine o valor de x nos casos:
a)

70° X

142. Determine y nos casos:
a)

65°

<

45°

143. Determine x nos casos:

9 | Fundamentos de Matematica Elementar
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r
40°
y
20°
s { x
b)
50° X
b)
70°
y




PARALELISMO

144. Determine x € y n0S casos:
a)

145. Determine os angulos do triangulo nos casos:

a) b)
C C
/\\
3x
B ‘ A A B 2X X A
B

W)
X C

146. Se o triangulo ABC & isésceles de base BC, determine x nos casos:
c)

d)

a)
A
B ‘ C
b)
A B
A X N
B C } A

147.Determine o + B + y nos casos:
a) b) a
[e3
Y
Y B
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148. 0 triangulo ABC ¢ isésceles de base BC. Determine o valor de x nos casos:
a) b) c)
B

A B
/\ C
4
A X AY) x + 70°
B C c

149. Determine o valor de cada incégnita (segmentos com “marcas iguais” sao con-

gruentes).
a) d) AB = AC g)
A
B C
b) e) h)
/A\ A 5

\Q/ > 4

c) f)
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150. Na figura ao lado, ED é paralela a BC.

A
Sendo BAE igual a 80° e ABC igual a 5
35°, calcule a medida de AED. v

B C

Solucao
Basta prolongar DE até que a reta DE encontre AB. N
Note que x € externo do triangulo APE.
Entao:
a = 35°
x = o +80° = X=115°
151. Determine o valor de x e y, sendo r // s. A7°° r
y
4x
3X s
/
152. Calcule o valor de x, sendo r // s. 40° r

112°

x
v

153.Se r// s, calcule a. 30°
110°
(¢4
S
A r
154. Na figura ao lado, as retas r e s sao paralelas. 3a
Calcule a. B
100°
2a
S
C
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155. Na figura, calcule a medida do angulo «, sendo r // s.

w

156. Na figura, AB & paralelo a CD. Sendo CDB = 150°
e ABC = 25°, calcule CBD.

r
30°
80°
a
50°
c D
A B

r

157. Determine o valor de x.
2x + 110° 2x —110°
X

A
158. Calcule x no triangulo ABC da figura.
5x
4x 3x
B C

159. Os angulos internos de um triangulo sao proporcionais a 2, 3 e 4, respectiva-

mente. Determine a medida do maior deles.
A
80°
x 150°

B C

160. Calcule o valor de x.

161. Calcule x e y. A
AB = AC

125°
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162. Determine o valor de x. A

X+ 10°
2x - 30°
c

B 2 + 10°Q\
163.Na figura, o triangulo ABC € isésceles de

base BC. Calcule o valor de x. /\\
C

N

55 30°
y

40°
A C
C
C
B

164. Calcule x e y indicados na figura ao lado.

165. A figura mostra um triangulo ABC, isosceles,
de base BC. Sendo BD bissetriz de ABC e

A
00
B
X
E
A
N
) : A 80°
CD bissetriz de ACB, calcule o valor de x.
D
<>
X

B
B
166.0 triangulo ACD da figura € isOsceles de

base AD. Sendo 12° a medida do angulo b
BAD e 20° a medida do angulo ABC, calcule
a medida do angulo ACD.

A

167.Um angulo externo da base de um triangulo isésceles € igual a % do aéngulo do
vértice. Calcule os angulos desse triangulo.

168. Num triangulo is6sceles ABC, o angulo do vértice A vale 1—10 da soma dos angu-

los externos em B e C. Sendo BC a base do triangulo, determine o angulo A.

169.Num triangulo ABC,Ao angulo obtuso formgdo pelas bissetrizes dos angulos Be
C excede o angulo A em 76°. Determine A.
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170.

171.

172.

173.

174.

175.

9 |

PARALELISMO

A
Prove que no triangulo ABC da figura vale a
relacdo o — B = B — C, sendo AD bissetriz
do angulo BAC.
B o
B D C

Num triangulo ABC, o angulo formado pelas bissetrizes dos éngulos? e C, opos-
to a BC, é o quintuplo do angulo A. Determine a medida do angulo A.

Na figura, calcule o valor de x em funcao de m.

4m
3m

Num triangulo ABC qualquer, o angulo oposto a BC formado pelas bissetrizes
dos angulos internos em B e C € igual ao suplemento do complemento da me-
tade do angulo do vértice A.

Solucao
Nota inicial:

Em problemas cujo enunciado € uma proposicao, €
normal que o pedido seja a demonstragao da pro-
priedade.

Com os elementos caracterizados na figura, temos:

ADBC:x +b +¢c=180° = x=180°— (b + )

AABC: 2b + 2¢c + A=180° = b +c =90° —

= x=180° — <90° —%)

Na figura, calcule o angulo x, sendo « o triplo
de B e y o0 séxtuplo de B.

Em um trigangulo ABC, o angulo do vértice A € igual a oitava parte do angulo
obtuso formado pelas bissetrizes dos angulos adjacentes a BC. Determine a
medida do angulo do vértice A.
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176.Um angulo externo do vértice de um triangulo isosceles mede 150°. Determine:

a) os angulos do triangulo;

b) o angulo obtuso formado pelas bissetrizes dos angulos da base do tridngulo;

¢) os angulos formados pela bissetriz de um dos angulos da base e pela bisse-
triz do angulo do vértice.

177.Determine a medida do menor angulo formado pelas bissetrizes externas relati-
vas aos vértices B e C de um triangulo ABC, sabendo que o angulo A mede 76°.

Solucao

1) B+C+76°=180° = B+ C =104°

2b + B = 180° L
2) Y2c+G6=180° = 2(b+c)+B+C=2360°
= 2(b +c) + 104° = 360° = b +c=128°

3) x+b+c=180° = x+ 128°=180° = x =52°

178. Determine as medidas dos trés angulos de um triangulo, sabendo que o segun-

do é > do primeiro e que o terceiro é a semissoma dos dois primeiros.

179. Os trés angulos de um tridngulo sao tais que o segundo mede 28° menos que
0 primeiro e o terceiro 10° mais que o primeiro. Determine os trés angulos do
triangulo.

180. Em um triangulo is6sceles, o angulo do vértice é a metade de cada um dos
angulos da base. Determine os trés angulos do triangulo.

181. Determine o angulo formado pelas bissetrizes de dois angulos colaterais inter-
nos de duas retas paralelas interceptadas por uma transversal qualquer.
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183.

184.

185.

186.

187.

188.

9 |

PARALELISMO

A =3m
B =2m
=m
BCD = a

lwh

Num triangulo ABC qualquer, o angulo oposto a BC, formado pelas bissetrizes
dos angulos externos em B e C, € igual ao complemento da metade do angulo
do vértice A do triangulo.

A
Na figura, sendo AB congruente a AC e AE con-
gruente a AD, calcule a medida do angulo CDE,
dado BAD = 48°. i
B d
D

Determine a medida do angulo do vértice A do triangulo
is6sceles ABC, sabendo que os segmentos BC, CD, DE,
EF e FA sao congruentes.

Na figura ao lado, o triangulo ABC € equilatero

e o triangulo CDB ¢é isésceles. Calcule o valor

de 2x + .
BCD = x
ABD =y

Considere o triangulo ABC, em que AB = AC = 5 cm e BC = 7 cm. Sobre o
lado BC tomamos um ponto D tal que BD = 3cme pelo ponto D tragcamos DE
e DF respectivamente paralelos a AC e AB, com E em AB e F em AC. Calcule o
perimetro de AEDF.

Da figura, sabemos que AB = AC, A = 100° e

A
AD = BC. Determine x = CBD. O
C
D X 8
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Perpendicularidade

I. Defini¢ées — Angulo reto

18. Retas perpendiculares

Duas retas sao perpendiculares (sim- aila
bolo: 1) se, e somente se, sao concorrentes
e formam angulos adjacentes suplementa-
res congruentes

b1 FT‘ bz

albses(@nb={Ple
a,Pb, = a,Pb,)

az
em que a, € uma das semirretas de a de

origem P e b, e b, sdo semirretas opostas de
b com origem em P.

Duas semirretas sao perpendiculares se, e somente se, estao contidas em
retas perpendiculares e tém um ponto comum.

Dois segmentos de reta sao perpendiculares se, e somente se, estao contidos
em retas perpendiculares e tém um ponto comum.

Um angulo a,Pb, é reto se a semirreta a, é perpendicular & semirreta b, .
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719. Retas obliquas

Se duas retas sao concorrentes e nao s
sao perpendiculares, diz-se que essas retas
sao obliquas.

SerNs={Pler fs,entaores sao
obliquas.

80. Existéncia do angulo reto

Consideremos uma reta r e um ponto O pertencente a r.
Tomemos dois pontos P e Q em semiplanos opostos em relacao a r tais que:

r.OP =r.0Q (1) e OP = 0Q (2)

1 1

em que r, € uma das semirretas de r de origem O.
0 segmento PQ intercepta r num ponto X.
Temos os trés casos abaixo:

1¢ caso: 2¢9 caso: 3¢ caso:

I

No 2¢ caso, em que X = O, temos:
PXr, = QXr,er L PQ e PXr, é reto

No 1° caso e no 32 caso temos: o
APOX = AQOX pelo caso LAL ((2), (1) e OX comum)

Entdo:
APOX = AQOX = PXO = QX0 = r L PQ = PXO é reto
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II. Existéncia e unicidade da perpendicular

12 parte

Num plano, por um ponto dado de uma reta dada passa uma unica reta
perpendicular a reta dada.

ou

[ Num plano, por um ponto P de uma reta r existe uma unica reta s perpendi-J
cularar.

81. Existéncia

Utilizando o postulado do transporte
de angulos (item 35) e sendo r, uma das
semirretas de r de origem P, construimos, }‘
num dos semiplanos dos determinados por r, r
o angulo s,Pr, congruente a um angulo reto.
A reta s que contém s, € perpendicular

a r, pois r,Ps, é reto.

r

82. Unicidade

Se duas retas distintas x e y, com x # y, X\ x, Y/y,
passando por P fossem ambas perpendicula-
res a r, terlamos o que segue.

Com as semirretas Px, de x e Py, de y
situadas num mesmo semiplano dos determi- AP
nados por r e com Pr, semirreta de r, vem: K \

x L rem P = r,Px, é congruente ao angulo reto
y L rem P = r,Py, é congruente ao angulo reto

Se Px, é distinta de Py,, o resultado acima € um absurdo, de acordo com o
postulado do transporte de angulos (item 35).
Logo, a reta perpendicular a r por P € Unica.
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22 parte

Por um ponto dado fora de uma reta dada existe uma e somente uma reta
perpendicular a reta dada.

ou

[Por um ponto P fora de uma reta r passa uma Unica reta s perpendicular a r.]

s _t
83. Existéncia P
Construimos por P uma reta t que inter-
cepta r num ponto O. Seja Or, uma das semir- r " I
retas de r de origem O. o X
No semiplano oposto ao de P, dos deter-
minados por r, obtemos um ponto Q tal que
r,OP = r,0Q (1) e OP = 0Q (2), utilizando os SIN
postulados de transporte (itens 18 e 35).
Aretas = PQ € a reta pedida, conforme o que segue.
0 segmento PQ intercepta r num ponto X.
Se X coincide com O (X = 0), entao:
rXP=rXQe PQ Lrouseja,s Lr
Se X nao coincide com O, temos: o
AOXP = AOXQ pelo caso LAL ((2), (1) e OX comum).
Ent&o: R R -
AOXP = AOXQ =>O0XP=0XQ=>r L PQ=s Ll
84. Unicidade
Se duas retas distintas x e y, com x # vy, X\_p /Y
passando por P fossem ambas perpendicula-
res a r, terflamos o que segue.
Sejam X e Y os pontos de intersecao de r Y y
x e y com r e seja Q o ponto da semirreta " X

oposta a YP tal que:
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YQ=YP (1)
y Lr=PYX=QYX (2) X L r= PXYéreto (3)
Pelo caso LAL ((1), (2) e XY comum), vem: APXY = AQXY.

@) <>
APXY = AQXY = PXY = QXY = QXY é reto = XQ L r
Ficamos entéo(_c)om 0 seguinte absurdo: por um ponto X da reta r temos duas
retas distintas, x e XQ, ambas perpendiculares a r, 0 que contraria a unicidade pro-
vada na 12 parte (item 82).
Logo, a reta perpendicular a r por P é Unica.

85. Altura de um triangulo

Altura de um triangulo é o segmento de reta perpendicular a reta suporte de
um lado do triangulo com extremidades nesta reta e no vértice oposto ao lado
considerado.

>
>

]
ES
(@}
ESTl
|
1
1
1
1
1
|
o
Q
N

o Ry

H, € a intersec¢ao da reta ETC): com a perpendicular a ela, conduzida por A.
AH, é a altura relativa ao lado BC, ou

AH, é a altura relativa ao lado a, ou ainda

AH, é a altura relativa ao vértice A.

U A

H, também é dito “pé da altura”.

86. Mediatriz de um segmento

A mediatriz de um segmento € a reta per-
pendicular ao segmento pelo seu ponto médio. | -1 ;
M
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III. Projegoes e distancia

81. Projegcao de um ponto sobre uma reta

Chama-se projecao ortogonal (ou simples-

mente proje¢ao) de um ponto sobre uma reta ao ! P
ponto de intersec¢ao da reta com a perpendicular _| ;
a ela conduzida por aquele ponto. ;,.

P' é a projecao de P sobre r.

PP LrePP' Nr={P}

P' é o pé da perpendicular a reta r conduzida por P.
SeP &r,entao P' = P.

88. Projec¢ao de um segmento sobre uma reta

A projecao de um segmento de reta AB nao perpendicular a uma reta r sobre
esta reta € o segmento de reta A'B' em que
A' é a projecao de A sobrer e

B' € a projecao de B sobre r.

\

L
-

wW-------Vw

>_ - - -

>K)>_

89. Segmento perpendicular e segmentos obliquos
a uma reta por um ponto

Se por um ponto P nao pertencente a uma reta r conduzirmos os segmentos

PP', PA, PB, PC, PD, ..., o primeiro (PP") perpendicular e os demais (PA, PB, PC,
PD, ) obliquos a r, todos com uma extremidade comum P e as outras extremida-
des P', A, B, C, D, ... em r, entdo:
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[19) O segmento perpendicular € menor que qualquer dos obll’quos.]

Demonstracgao:

__ PP' é cateto de triangulos retangulos que tém, respectivamente, PA, PB, PC,
PD, ... como hipotenusa.
Logo, e
PP’ < PA; PP’ < PB; PP < PC; PP’ < PD; ...

[29) a) Segmentos obliquos, com projecoes congruentes, sao congruentes.]

Hipotese Tese

PA=PB = PA=P

Demonstracao:

—_ ~ ~ LAL JE— N
(PP' comum, PP'A = PP'B, P'A P'B) = APP'A=APP'B = PA=PB

[b) Segmentos obliquos congruentes tém projecoes congruentes.]

Hipotese Tese

PA=PB = PA=PB

Demonstracao:
Aplicagéo do caso especial para triangulos retangulos: cateto-hipotenusa.

APP'A e APP'B tém cateto PP' comum e hipotenusa PA =PB =
= APP'A= APP'B = P'A=P'B
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3¢) a) De dois segmentos obliquos de projegcdes nao congruentes, o de maior
projecao € maior.

Hipotese Tese
P'C>PA = PC>PA
Demonstracao:

Considerando A e C numa mesma semirreta de r das determinadas por P' e
considerando a hipotese P'C > P'A, resulta que A esta entre P' e C.

0 angulo PAC é obtuso, pois é angulo externo do APP'A, em que PP'A é reto.

No APAC, temos: PAC > PCA, pois o primeiro é obtuso e o segundo € agudo.
Como ao maior angulo esta oposto o maior lado, temos:

PC > PA

[b) De dois segmentos obliquos nao congruentes, o maior tem projecao maior.]

Hipotese Tese

PC>PA = P'C>PA
Demonstracao:

Se P'C < P'A, pelos casos anteriores teriamos PC < PA, o que é absurdo, de
acordo com a hip6tese.

Logo,

P'C > P'A

42) a) De dois segmentos obliquos nao congruentes, o maior forma com a sua
projegao angulo menor.

Hipotese Tese

PD>PC = PDP' <PCP'
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Demonstracao:

Se PD > PC, ent3o, pelo caso anterior, P'D > P'C. Assim, ou C esta entre P' e
D ou podemos considerar um ponto C' entre P' e D tal que P* P'C = P'C'. Vamos consi-
derar a segunda alternativa.

De P'C = P'C' decorre que PCP' = PC'P'. (1)

Aplicando o teorema do angulo externo no APC'D, vem:

PDC' < PC'P'
E em vista de (1) obtemos:
PDP' < PCP'

b) De dois segmentos obliquos nao congruentes, aquele que forma com a sua pro-
jecao um angulo menor € maior.

Hipbétese Tese
PDP' <PCP' = PD>PC
Demonstracao:

Se PD < PC por congruenma de trlangulos (para PD = PC) ou pelo caso ante-
rior (para PD < PC) teriamos PDP' = PCP', o que é um absurdo, de acordo com a
hipotese.

Logo,

PD > PC

90. Distancia entre um ponto e uma reta

A distancia de um ponto a uma reta é a

P
distancia desse ponto a projecao dele sobre 1
a reta. i
A distancia entre P e r € a distancia en- i
tre P e P', em que P' é a projecao de P sobre r. i dr.r
dp,r = dp p: i—| r
P

Se 0 ponto pertence a reta, a distancia entre eles é nula.
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91. Distancia entre duas retas paralelas

A distancia entre duas retas paralelas é
a distancia entre um ponto qualquer de uma
delas e a outra reta.

A distancia entre r e s paralelas € a dis-
tancia entre um ponto P de r e a reta s.

-1 ol et B
(%]

d.s=dpscomPeEr

Se r = s, a distancia entre r e s € nula.
A definigcao acima € justificada pela propriedade que segue.

92. Se duas retas distintas sao paralelas, os pontos de uma delas estao
a igual distancia (sao equidistantes) da outra.

Demonstracao:

De fato, sendo r e s duas retas paralelas e distintas, tomando dois pontos
distintos A e B em r, vamos provar que dy s = dg_s.

A B r A B r
: 5 B ga

! ! i T

1 1 1 e 1

1 ! 1 e |

1 ! 1 R |

! ! H e |

i 1 1 - 1

I I 1 g 1

! ! ! e 1

1 ! 1 R 1

i | Lo i

o o s ) C s
A' B A B'

A e A' sao colaterais e, sendo A' reto, concluimos que A é reto.

Considerando os triangulos AA'B e BB'A', temos:

B (lado comum)
BA =BA'B' (alternos) ; 2% AA'AB = ABB'A' = AA'=BB' = d, o = dg s
A = B' (retos)

AI
AI
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93. Propriedade dos pontos da mediatriz

Usando o caso LAL de congruéncia de m
triangulos, podemos provar que:

Todo ponto da mediatriz de um seg- .
mento € equidistante das extremidades do 7
segmento. AN b BRI

A M B

(m & mediatriz de AB,P € m) = PA = PB
Note que, se P = M, a propriedade também vale.

94. Propriedade dos pontos da bissetriz

Usando o caso LAA, de congruéncia de
triangulos, podemos provar que:

Todo ponto da bissetriz de um angu- o
lo € equidistante dos lados do angulo.

(s & bissetriz de a0b, P €s) = dp o =dp

Note que, se P = 0O, a propriedade também se verifica.

EXERCICIOS

189. Se AH é altura relativa ao lado BC do AABC, determine B e C nos casos:
a) b)
A

A
20°-/7| 50°
)
Q
L
B

H C
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190. Em cada caso abaixo temos um triangulo isésceles de base BC. Determine o
angulo da base.

a) A
L2
B C

191.No tridangulo ABC da figura, se AH é altura e BS A

€ bissetriz, determine BSC, dados BAH = 30° 30°

e ACB = 40°. S

X
40°
B H C

192.Da figura, sabemos que AH é altura e AS A

€ bissetriz relativas a BC do triangulo ABC.
Se B = 70° e HAS = 15°, determine C.
193. Determine o valor de x nos casos:

a) //—%/ C)
25° y
b)
35° -
|

194. Demonstre a proposicao a seguir.

Angulos de lados perpendiculares
Dois angulos de lados respectivamente perpendiculares sao congruen-
tes ou suplementares.
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Solugao
Sejam os angulos aOb e cVd com B-bV
Oa L Vc, Ob L Vd com as medidas B b

o e B, sendo o' e B' as medidas dos
respectivos adjacentes suplementa- !
res, conforme indica a figura. \

o}
Se por O conduzimos Oc' L Ve e Od' L Vd, —fe a o &
surgem os angulos c'0Od' de medida vy v
e seu adjacente suplementar de me- c'w‘d' ve

dida '

Cons?:jerando angulos de lados paralelos (item 77), temos:
y=8,v =gy +p =180~ +p = 180°

Notando que aOc' e bOd' séo retos, vem:

a0d' = 90° — «

a0d' = 90° — y = a0d' = 90° — B

Entao, temos:

a=B,a'=pa+ B =180°«a" + B = 180°

}:>0L=B

195. Na figura, calcule o valor de x.

N

196. Na figura, calcule o valor de x.

2Xx
40°

197. Na figura, determine a medida de «, B € .
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198. No triangulo ABC da figura ao lado, B = 60°
e C = 20°. Qual o valor do angulo HAS for-
mado pela altura AH e a bissetriz AS?

199. Num triangulo isésceles ABC de base AB, o C
. 2 .
angulo B € igual a 3 do angulo S, formado
pelas mediatrizes QS e PS. Calcule os angu-
los desse triangulo. Q
A P B
200. Demonstre a seguinte proposicao:
A mediana relativa a hipotenusa de um triangulo retangulo mede me-
tade da hipotenusa.
Solucao
Hipotese Tese
AABC é retangulo de hipotenusa BC. AM é mediana.} = AM = B2—C
A ~
Demonstracao:
—
12) Tomemos P sobre a semirreta AM
" " c com M entre A e P de modo que
B M PM = AM.
A 2°) Consideremos os triangulos AMB e PMC.
Pelo caso LAL, eles sao congruentes.
Dai tiramos que ABM = PCM. E como
esses angulos sao alternos mternos
B M C

obtemos que as retas BA e PC s30
paralelas.
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39) De SA // <P_>C e BAC reto, obtemos que PCA é reto (s3o colaterais internos).

42) Consideremos agora os triangulos BAC e PCA.

BA = PC (pois AAMB = APMC)

A=C (Séo retOS) ilg ABAC = APCA

AC = CA (lado comum)

Desta congruéncia concluimos que AP = BC e, como AP = 2AM, obtemos:

2AM=BC:>AM=%.

Observacao

Note ainda que: MA = MB = MC .
AAMB é€ isésceles de base AB. AAMC ¢ isésceles de base AC.

201. Se o triangulo ABC é retangulo de hipotenusa BC e AM é mediana, determine x:
a) A b) A

f X
50°
65°

202. Na figura, calcule x e y. M é o ponto médio de BC. B
3x

203. Na figura, 13_D € mediana do_triéngqlo retén- B
gulo ABC (B = 90°) e BE L AC. Se A = 70°,
calcule a medida de EBD.

>
(2]
O
N

204.No triangulo retangulo ABC da figura, a me- A
diana AM forma com a bissetriz BF osﬂéngu-
los adjacentes BFA e BFM. Exprima BFM em F
funcéo de B. X
C v B
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Num triangulo retangulo ABC, a altura AS for- A
ma com a mediana AM um angulo de 22°.
Calcule B e C. ;
22°
C v S B
Determine os angulos agudos de um triangulo retangulo, sabendo que a media-

na e a bissetriz relativas a hipotenusa formam um angulo de 35°.

As bissetrizes internas dos angulos B e C de um triangulo ABC formam um
angulo de 116°. Determine a medida do menor angulo formado pelas alturas
relativas aos lados AB e AC desse triangulo.

Mostre que em um triangulo retangulo qualquer, o angulo formado pela altura
e mediana relativa a hipotenusa € igual ao modulo da diferenca dos angulos
adjacentes a hipotenusa.

Mostre que, se uma mediana relativa a um lado de um triangulo mede a metade
desse lado, entao o triangulo € retangulo.

Sendo ABC um triangulo is6sceles de base BC e M um ponto da base, prove
que:

a) Se AM é mediana, entdo AM & bissetriz e altura.
b) Se AM é bissetriz, entdo AM é mediana e altura.
c) Se AM é altura, entdo AM é mediana e bissetriz.

Solugao A

Considerando que num triangulo is6sceles os angu-
los da base sao congruentes e a condicao de cada
hipotese, temos:

a) AM é mediana

Pelo caso LLL ou pelo caso LAL, AABM = AACM YA A
e dai decorre que AM é bissetriz e AM € altura. M
A
b) AM é bissetriz
Pelo caso LAL ou pelo caso ALA, AAEM = AACM
e dai decorre que AM é mediana e AM € altura.
B A AV,
M
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c) AM é altura A
Pelo caso especial de congruéncia
de triangulos retangulos ou pelo
caso LAA,;, AABM = AACM e dai
decorre que AM é mediana e AM é

bissetriz. B 1] c
M

211.Demonstre que em todo triangulo isésceles sempre temos duas alturas con-
gruentes.

212.Mostre que, se uma altura e uma mediana de um triangulo coincidem, entdo esse
tridngulo € isésceles.

213.Mostre que, se uma altura e uma bissetriz de um triangulo coincidem, entao
esse triangulo € isdésceles.

214.Prove que as bissetrizes dos angulos agudos de um triangulo retangulo formam
angulos que independem dos valores daqueles angulos agudos.

215. Demonstre que, se duas alturas de um tridngulo sao congruentes, entao esse
tridngulo é isdsceles.

216. Demonstre que toda reta que passa pelo ponto médio de um segmento é equi-
distante das extremidades do segmento.

Solucao
Hipotese Tese
AM=MB,MEr = da=dp
Demonstracao:
__ A B r

1¢) r D AB

AB C r = d, » = d, g (distancia nula) )
2¢) r D AB e r ndo é perpendicular a AB. B!

Conduzindo os segmentos AA' e BB' A :

perpendiculares a r, com A', B' € r, \ \ B

e observando os triangulos AA'M e )

BB'M, temos: A

A' = B' (retos), AMA' = BMB' (opostos pelo vértice) = A = B
(AMA’ = BMB', AM = BM, A = B) = AAA'M = ABB'M = AA' = BB =

:>dr,A = dr,B
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39) r L AB por M (r é mediatriz de AB).
Neste caso A' = B' = M e entdo AA' = BB', ou seja, d, o = d, &
Nota

Em geral, uma reta que passa pelo ponto médio de um segmento é
equidistante dos extremos, mas os pontos da reta ndao sao equidistan-
tes dos extremos.

Em particular, a mediatriz de um segmento é equidistante dos extre-
mos e seus pontos também sao equidistantes dos extremos.

217. Toda reta equidistante dos extremos de um segmento passa pelo ponto médio
dele?

218. Dados dois pontos A e B distintos e um ponto P fora da reta A(_I)3 como se ob-
tém, no plano dos pontos A, B e P, duas retas equidistantes de A e B passando
por P?

219. Prove que a altura relativa a qualquer lado de um triangulo € menor que a média
aritmética dos lados adjacentes.

220.Demonstre que a soma das trés alturas de um triangulo acutangulo é menor
que o perimetro e maior que o semiperimetro desse triangulo.

221.Sendo r e s retas paralelas e DE = 2AB, determine x.

r E

B
-1

D
X _1—18°

3 |

A C

222. Num triangulo retangulo ABC de hipotenusa BC, trace a bissetriz BS, com S em
AC, relativa ao lado AC. Mostre que AS < SC.

223. 0 triangulo ABC abaixo é isésceles de base BC. Determine x.
A

40°

15°

B 357 C
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Quadrilateros
notaveis

I. Quadrilatero — Definicao e elementos

95. Sejam A, B, C e D quatro pontos de um mesmo plano, todos distintos e trés

nao colineares. Se os segmentos AB, BC, CD, e DA interceptam-se apenas nas extre-
midades, a reunidao desses quatro segmentos é um quadrilatero.

ABCD convexo ABCD cbéncavo

Quadrilatero ABCD = ABCD = AB U BC U CD U DA

O quadrilatero € um poligono simples de quatro lados.
AB, BC, CD, DA s3o os lados,

A = DAB,B = ABC,C = BCD e D = CDA s&o os angulos e
AC e BD s3o as diagonais do quadrilatero ABCD.
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96. Um quadrilatero tem 2 diagonais (d = 2), soma dos angulos internos igual a
360° e soma dos angulos externos também igual a 360°.

II. Quadrilateros notaveis — Definicoes

Os quadrilateros notaveis sao os trapézios, os paralelogramos, os retangulos,
os losangos e os quadrados.

97. Trapézio

Um quadrilatero plano convexo é um trapézio se, e somente se, possui dois
lados paralelos.

ABCD é trapézio < (ﬁ // CD ou AD // B_C) D C
Os lados paralelos sao as bases do trapézio. \
De acordo com os outros dois lados nao ba-

ses, temos: A B

trapézio isésceles, se estes lados sao congruentes;
trapézio escaleno, se estes lados ndao sao congruentes.

Trapézio retangulo (ou birretangulo) € um trapézio que tem dois angulos retos.

D C D C D C D C
T|
A B A B A B A B
trapézio isosceles  trapézio escaleno trapézio escaleno trapézio retangulo

98. Paralelogramo

Um quadrilatero plano convexo é um paralelogramo D C
se, e somente se, possui os lados opostos paralelos.
ABCD é paralelogramo < AB // CDeAD // BC
A B
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99. Retangulo

Um quadrilatero plano convexo € um retangulo se,
e somente se, possui 0s quatro angulos congruentes.

19
LA

>
.

ABCD é retangulo < A=B=C=D

100. Losango

Um quadrilatero plano convexo é um losango D
se, € somente se, possui 0s quatro lados con-
gruentes. A C

ABCD é losango < AB=BC =CD = DA

101. Quadrado

Um quadrilatero plano convexo € um quadrado se, e
somente se, possui 0s quatro angulos congruentes e os
quatro lados congruentes. 1 4

D C
DN

ol
A
B=C=DeAB=BC=CD = DA

ABCD é quadrado <« (A

II1. Propriedades dos trapézios

102.Trapézio qualquer

Em qualquer trapézio ABCD (notacao ciclica) A B
de bases AB e CD temos:
A+D=B+ C = 180°
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De fato,

(/f@ // CD, AD transversal) = A + D = 180°

<> <> <> ~ ~ =>A+D:B+C:180o
(AB s/ CD, BC transversal) = B + € = 180°

103. Trapézio iso6sceles

[Os angulos de cada base de um trapézio isdsceles sao congruentes.j

Hipotese Tese

AB e CD sao bases do trapézio isésceles = (C=DeA=B)

A B

B
B
=

R

Demonstracgao:

1°) Tracemos as perpendiculares as bases pelos vértices A e B da base menor,
obtendo os pontos A' e B' na base maior CD. Notemos que AA' = BB' por serem
distancias entre retas paralelas.

29) Os triangulos retangulos AA'D e BB'C sao congruentes pelo caso especial
visto que AA' = BB' (cateto) e AD = BC (hipotenusa). Dai obtemos € = D.

32)Como A e B sao suplementares de D e C, respectivamente, temos: A = B.

Observacao

Da congruéncia dos triangulos AA'D e BB'C decorre também que A'D = B'C, o
que nos permite enunciar:

As projecoes ortogonais dos lados nao bases de um trapézio isdsceles, sobre
a base maior, sao congruentes.
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104. Trapézio isésceles — diagonais congruentes

[ As diagonais de um trapézio isdsceles sao congruentes. ]

Hipotese Tese A B
ABCD € trapézio de bases _ P
E e ﬁ, ﬁ — E = AC=BD
Demonstracao: b ¢

Observemos os triangulos ADC e BCD:

ABCD = AC=B

(AD=BC,D=¢,DC=CD) = AADC

Nota

Da congruéncia acima obtemos ACRE BDC. Daf decorre que os triangulos PCD
e PAB sao isésceles com bases CD e AB, sendo P o ponto onde as diagonais se
cortam.

IV. Propriedades dos paralelogramos

105. Angulos opostos congruentes

[a) Em todo paralelogramo, dois angulos opostos quaisquer sao congruentes. ]

Hipbtese Tese
ABCD & paralelogramo = (A=CeB=D)

Demonstracao:

o
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ABCD ¢ paralelogramo = {'ij//?_) = 6+?:180}:> A=C
AB/CD = B+C=180°

Analogamente para B = D.

{b) Todo quadrilatero convexo que tem angulos opostos congruentes é paralelo-}
gramo.

Sendo ABCD um quadrilatero convexo,
Hipotese Tese
(A=C,B=D) = ABCD é paralelogramo
Demonstracao:
A=C,B=D = A+|‘2:=ff+f3 ) } -
ABCD quadrilatero = A +B + C + D = 360°
= A+B=A+D=180° = AD/BCeAB//CD =
= ABCD € paralelogramo.

c) Consequéncia

[Todo retangulo é paralelogramo.j

106. Lados opostos congruentes

[a) Em todo paralelogramo, dois lados opostos quaisquer sao congruentes.]

Hipotese Tese

ABCD & paralelogramo = (AB = CD e BC = AD)
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Demonstracao: o
, B=D_
ABCD & paralelogramo = |35 /CD = BAC = DCA

(AC comum, BAC = DCA,B=D) =8 AABC=ACDA = AB=CDe
BC = DA.

[b) Todo quadrilatero convexo que tem lados opostos congruentes é paralelo-}
gramo.

Sendo ABCD um quadrilatero convexo,
Hipotese Tese
(AB=CD,BC = DA) = ABCD é& paralelogramo

Demonstracgao:
(AB = CD, BC = DA, AC comum) = AABC = ACDA =

{B'i“c =DCA = AB// @} = ABCD ¢ paralelogramo
BEA=DAC = AD// BC

c) Consequéncia

[Todo losango é paralelogramo.j

107. Diagonais dividem-se ao meio

[a) Em todo paralelogramo, as diagonais interceptam-se nos respectivos pontos}
médios.

Hipotese Tese
(ABCD ¢ paralelogramo, AC N BD = {M}) = (AM =CM e BM = DM)
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Demonstracao:
ABCD ¢ paralelogramo = AB =CD (1)
ABCD é paralelogramo = AB //CD = BAC = DCA (2) e ABD = CDB (3)

2), (1), (3) = AABM = ACDM = (AM = CM e BM = DM)

[b) Todo quadrilatero convexo em que as diagonais interceptam-se nos respectivos

pontos médios é paralelogramo. }

Sendo ABCD um quadrilatero convexo,

Hipotese Tese

(AC N BD = {M}, AM = CM, BM = DM) = ABCD & paralelogramo

D C

Demonstracgao:
(AM = CM, AVIB = CNID (0.p.v.), BM =DM) =5 AABM = ACDM =

= BAM=DCM = AC/CD
Analogamente, considerando AADM e ABCM, AD // BC.
(AB/CDeAD/BC) = ABCD é paralelogramo.

c) Consequéncia

E

entao suas extremidades sao vértices de um paralelogramo.

Se dois segmentos de reta interceptam-se nos respectivos pontos médios,}
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108. Dois lados paralelos e congruentes

a) Todo quadrilatero convexo que tem dois lados paralelos e congruentes é um
paralelogramo.

Sendo ABCD um quadrilatero convexo,

Hipbétese Tese

(AB// CDe AB=CD) = ABCD & paralelogramo

Demonstracao:

AB//CD = BAC = DCA

(AB = CD, BAC = DCA, AC comum) = BC = AD

Se AB = CD e BC = AD, entao, pelo item 106b, ABCD é paralelogramo.

b) Consequéncia

Se dois segmentos de reta sao paralelos e congruentes, entao suas extre-
midades sao vértices de um paralelogramo.

V. Propriedades do retangulo, do losango
e do quadrado

109. Retangulo — diagonais congruentes

Além das propriedade do paralelogramo, o retangulo tem a propriedade carac-
teristica que segue.
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[a) Em todo retangulo as diagonais sao congruentes.]

Hipotese Tese D C
ABCD & retangulo = AC = BD
Demonstracao: s D

ABCD é retangulo = ABCD é parale-
logramo = BC = AD

(BC =AD, B = A, AB comum.) = AABC=ABAD = AC=B

[b) Todo paralelogramo que tem diagonais congruentes é um reténgulo.]

Sendo ABCD um paralelogramo,
Hipotese Tese

AC=BD = ABCD é retangulo

Demonstracao:

o
o}
o
o}

o

N

B e

w__________
[T
o

ABCD é paralelogramo = BC = AD.
(AC = BD, BC = AD, AB comum) = AABC = ABAD = A=B8.

-~ ~ . - N <> <> . -~ -
Como A e B sao angulos colaterais em relagao as paralelas AD e BC A e B sao
suplementares.
Logo, A e B, sendo congruentes e suplementares, sao retos.

No Qaralelogramo, os angulos C e D sdo opostos respectivamente a A e B e,
portanto, C e D também sao retos.

A =B =C =D (sdo todos retos) = ABCD é retangulo.
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109. Losango — diagonais perpendiculares

Além das propriedades do paralelogramo, o losango tem a propriedade carac-
teristica que segue.

[a) Todo losango tem diagonais perpendiculares.]

Hipotese Tese
ABCD é losango = AC L BD

Demonstracgao:

ABCD & losango = ABCD & paralelogramo = (AM = CM, BM = DM).
Pelo caso LLL, temos as congruéncias:
AAMB = AAMD = ACMB = ACMD

e, entdo, os angulos de vértice M sao congruentes e suplementares.
Logo, AC L BD.

[b) Todo paralelogramo que tem diagonais perpendiculares € um Iosango.j

Sendo ABCD um paralelogramo,

Hipotese Tese
AC L BD = ABCD é um losango

Demonstracao:

ABCD é paralelogramo = (AC N BD = {M}, AM = CM, BM = DM)
Pelo caso LAL, temos as congruéncias:

AAMB = AAMD = ACMB = ACMD

Daf, AB = AD = BC = CD e entao ABCD é losango.
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111.Quadrado — diagonais congruentes e perpendiculares

Pelas definicées, podemos concluir que:

[Todo quadrado é retangulo e também é Iosango.]

Portanto, além das propriedades do paralelogramo, o quadrado tem as proprie-
dades caracteristicas dos retangulos e do losango.

A B

ABCD é quadrado <« (ABCD é paralelogramo, AC = BD, AC L BD).

112. Nota

Notemos, em resumo, que se um quadrilatero convexo:
- tem as diagonais que se cortam ao meio, entao € um paralelogramo;
- tem diagonais que se cortam ao meio e sao congruentes, entao € um retangulo;
- tem diagonais que se cortam ao meio e sao perpendiculares, entdo € um losango;
- tem diagonais que se cortam ao meio, sao congruentes e sao perpendiculares,

entao é um quadrado.

VI. Consequéncias — Bases médias

113.Base média do triangulo

a) Se um segmento tem extremidades nos pontos médios de dois lados de um
triangulo, entao:
1°) ele é paralelo ao terceiro lado;
2°) ele é metade do terceiro lado.
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Seja ABC o triangulo.

Hipotese Tese

Demonstracgao:

Conduzimos por C uma reta paralela a reta ﬁ e seja D o ponto de intersecao
com a reta MHN: C<_l>) ///E

CD/AB = C=

>3

el

(E=AAN=CN,Nopv) = AAVN=ACDN =
= CD=AM = CD=MB
(CD/MBeCD=MB) = MBCD é paralelogramo =

= MD/BC = MN/BC

E ainda:
AAMN = ACDN = MN=DN
MBCD é paralelogramo = MD // BC

= 2-MN=BC = MN==BC

N

b) Se um segmento paralelo a um lado de um triangulo tem uma extremidade no
ponto médio de um lado e a outra extremidade no terceiro lado, entdo esta
extremidade é ponto médio do terceiro lado.
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Seja ABC o triangulo.
Hipotese Tese
(MN/BC,AM = MB,N € AC) = AN =NC

A A

Demonstracao:

Seja N, o ponto médio de AC. Pelo teorema anterior W\li // BC.
Como a reta paralela a reta B(_C): por M € Unica (postulado das paralelas, item
<> <> <> <> —_—
72), resulta que MN, = MN. E como MN, e MN interceptam AC em N, e N, respecti-
vamente, decorre que N, = N.
Logo, AN = NC.

114.Base média do trapézio

a) Se um segmento tem extremidades nos pontos médios dos lados nao paralelos
de um trapézio, entao:
1°) ele é paralelo as bases;
29) ele é igual a semissoma das bases.

Seja ABCD um trapézio nao paralelogramo de bases AB e CD.

Hipotese Tese
- 12) MN // AB // CD
AM = DM, BN = CN| = __  AB+CD
( ) 2¢) VN = AB - CD
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Demonstracao:

Seja E o0 ponto de intersecao das retas
DN e AB.

AB//CD = B=C

(B=¢ BN=CN,Nopv) =

= ABEN=ACDN = EN=DN (1)

No AADE, em vista de (1), M e N sao pontos médios de AD e DE, respectiva-
mente.

Logo,

1) MN/AE = MN/AB// CD

o~ AE ~—~ AB+BE @ =—— _AB+CD
2)MN == = MN=—F— = MN=-—5"—

Se ABCD for paralelogramo, a propriedade é imediata.

b) Se um segmento paralelo as bases de um trapézio tem uma extremidade no
ponto médio de um dos outros lados e a outra extremidade no quarto lado,
entao esta extremidade é ponto médio deste lado.

Se ABCD é um trapézio nao paralelogramo,

Hipotese Tese
(MN //AB //CD,AM = DM,N € BC) = BN=CN
Demonstracao:

Seja N, o ponto médio de BC.

Pelo teorema anterior MN, // AB // CD. Como D C
a reta paralela a reta ATB pelo ponto M € unica (pos- ZZ \
tulado das paralelas, item 72), temos MN, = MN. E
<—> > J— N =N,
como MN, e MN interceptam BC em N, e N, respec-
tivamente, decorre que N, = N. A B

Logo, BN = CN.
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EXERCICIOS

224. Determine o valor de x nos casos:
b)

226. Determine o valor de x nos casos:

a) PA=PB b) AB=ADe CB =CD
A
>
100°
5 B
L
X
40°
V
C

227. Se AP e BP s3o bissetrizes, determine x nos casos:
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228.Se AP e BP s3o bissetrizes, determine:
a)C+D b) C, que excede D em 10°

C D C

60°

‘ |

229.Se BP, AP, @ e DQ sao bissetrizes, determine x + .

230.Se ABCD é trapézio de bases, AB e CD, determine x e y.
b)

x — 15°
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232.

233.

234.

235.

236.

9 |

Se o trapézio ABCD € isésceles de bases
AB e CD, determine A.

Se ABCD € um paralelogramo e A=2xe
C = x + 70°, determine B.

Sendo ABCD um paralelogramo, AP é Dis-
setriz, AB = 7 cm e PC = 3 cm, determine
0 perimetro do paralelogramo.

Se ABCD € um paralelogramo, AD = 20 cm,
BQ = 12 cm e BP = BQ, determine o pe-
rimetro desse paralelogramo.

Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):
a) Todo retangulo é um paralelogramo.
b) Todo paralelogramo é retangulo.

¢) Todo quadrado é retangulo.

d) Todo retangulo é quadrado.

e) Todo paralelogramo € losango.

f) Todo quadrado € losango.
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2x - 15° X + 25°

A B
2Xx
X + 70°
D C
B P C
A D

N
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237. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):

238.

239.

240.

241.

242.

a)
b)
c)

d)

Todo retangulo que tem dois lados congruentes é quadrado.

Todo paralelogramo que tem dois lados adjacentes congruentes € losango.
Se um paralelogramo tem dois angulos de vértices consecutivos
congruentes, entao ele é um retangulo.

Se dois angulos opostos de um quadrilatero sao congruentes, entao ele é
um paralelogramo.

Classifigue em verdadeiro (V) ou falso (F):

Se dois lados de um quadrilatero sao congruentes, entao ele € um
paralelogramo.

Se dois lados opostos de um quadrilatero sao congruentes, entao ele € um
paralelogramo.

Se dois lados opostos de um quadrilatero sao congruentes e paralelos,
entao ele € um paralelogramo.

Classifiqgue em verdadeiro (V) ou falso (F):

a)
b)
c)
d)

As diagonais de um losango sao congruentes.

As diagonais de um retangulo sao perpendiculares.

As diagonais de um retangulo sao bissetrizes dos seus angulos.

As diagonais de um paralelogramo sao bissetrizes dos seus angulos.

As diagonais de um quadrado sao bissetrizes de seus angulos e sao
perpendiculares.

Se as diagonais de um quadrilatero sao bissetrizes de seus angulos, entao
ele é um losango.

Se as diagonais de um quadrilatero sao perpendiculares, entao elas sao
bissetrizes dos angulos dele.

Se as diagonais de um quadrilatero sao congruentes e perpendiculares,
entao ele é um quadrado.

Se as diagonais de um quadrilatero sao bissetrizes e congruentes, entao
ele é um quadrado.

Se uma diagonal de um quadrilatero é bissetriz dos dois angulos, entao ela
€ perpendicular a outra diagonal.

Calcule os lados de um retangulo cujo perimetro mede 40 cm, sabendo que a
base excede a altura em 4 cm.

Determine a base e a altura de um retangulo, sabendo que o perimetro vale
288 m e que a base excede em 4 m o triplo da altura.

Calcule os lados de um paralelogramo, sabendo que o seu perimetro mede 84 m

2 .
e que a soma dos lados menores representa 5 da soma dos lados maiores.
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243.

244,

245,

246.

247.

248.

249.

250.

251.

252.

253

254.

9 |
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A soma de dois angulos opostos de um paralelogramo € igual a % da soma

dos outros dois angulos opostos. Determine-os.

Determine as medidas dos angulos de um paralelogramo, sabendo que a dife-

. . P 1 A
renca entre dois consecutivos € igual a 9 da soma dos seus angulos.

Prove que as bissetrizes de dois angulos consecutivos de um paralelogramo
cortam-se em angulo reto.

Em um trapézio retangulo, a bissetriz de um angulo reto forma com a bissetriz
do angulo agudo do trapézio um angulo de 110°. Determine o maior angulo do
trapézio.

A diagonal de um losango forma com um dos seus lados um angulo igual a
terca parte de um reto. Determine os quatro angulos do losango.

A bissetriz de um angulo obtuso do losango faz com um dos lados um angulo
de 55°. Determine o valor dos angulos agudos.

A base maior de um trapézio isésceles mede 12 cm e a base menor 8 cm. Cal-
cule o comprimento dos lados nao paralelos, sabendo que o perimetro é 40 cm.

A . e B 2 A
Um dos angulos internos de um trapézio isésceles é os = do angulo externo

adjacente. Determine os quatro angulos do trapézio.

A soma dos angulos consecutivos de um trapézio € igual a 78° e sua diferenca
€ 4°. Determine o0 maior angulo do trapézio.

Determine as medidas dos angulos formados pelas bissetrizes internas de um
trapézio em que dois angulos agudos consecutivos medem 80° e 60°.

.Com um arame de 36 m de comprimento construimos um triangulo equilatero

e com 0 mesmo arame construimos depois um quadrado. Determine a razao
entre o lado do triangulo e o lado do quadrado.

Se ABCD é quadrado e ABP é triangulo equilatero, determine x nos casos:
a) b C b) D A
X
X P
P
A B C B
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255.

256.

257.

258.

259.

260.

261.

Considerando congruentes os segmentos com "marcas iguais", determine os
valores das incégnitas nos casos:

a) b)

3x—5

No triangulo ABC de lados AB = 9, BC = 14 e AC = 11, os pontos D, E e F

9
sao pontos médios de AB, AC e BC, respectivamente. Calcule o perimetro do

triangulo DEF.

Calcule o perimetro do triangulo ABC, sendo MN = 7 cm,NR = 4cme MR = 8 cm,
e M, N e R, pontos médios dos lados AB, AC e BC, respectivamente.

Prove que os pontos médios dos lados de um quadrilatero qualquer sao
vértices de um paralelogramo.

Solugao

Seja ABCD um quadrilatero; M,ﬂ, P_e Q_os L
respectivos pontos médios de AB, BC, CD e DA.
AC
2

ADAC : PQ // AC e PQ = %

AABC : MN // AC e MN =

= MN/PQeMN=PQ = MNPQ é paralelogramo.

A que condicdes devem obedecer as diagonais de um quadrilatero convexo para
que os pontos médios de seus lados sejam vértices de um losango? E de um
retangulo?

A que condigcoes devem obedecer as diagonais de um quadrilatero convexo para
que os pontos médios de seus lados sejam vértices de um quadrado?

Seja ABCD um trapezio de base maior AB e base menor CD. Sejam M o ponto
médio do lado AD e N o ponto médio de BC. Os _pontos P e Q sdo os pontos
de intersecdo de MN com as diagonais AC e BD, respectivamente. Dados
AB = a e CD = b, calcule MN, MP, MQ, NP, NQ e PQ.
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Solucao

E uma aplicagao dos itens 113 e 114 da teoria.
Sendo MN base média do trapézio, MN € paralela as bases e dai os
pontos P e Q sao os respectivos pontos médios de AC e BD.

D b C D b C D

S A SN
RS ZER P I

a

Usando a base média de triangulo e de trapézio, temos:

_a+th, _L __ _ 4. _b
MN = 222 MP = 2 MQ NP = 25 NQ = e
PQ=MQ - MP = PQ:7—% = PQ:"";IO

262. A base média de um trapézio vale 20 cm e a base maior é os % da base menor.
Determine as bases.

263.Em um trapézio sao dadas as bases AB = 20 cm e CD = 12 cm. Considere os
pontos P e Q médios das diagonais AC e BD e, depois, os pontos R e S médios
dos lados BC e AD. Calcule a medida dos segmentos PR, RQ e RS.

264. Considerando que os segmentos com “marcas iguais” sao congruentes, deter-
mine os valores das incégnitas nos casos:

a) trapézio c) trapézio
X+ 3 7
16
4x — 3 7L Z X
b) trapézio d) trapézio (MN = x — 2y + 5)
Yy +2 y
M N
Xx+y+1 y + 1
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265.

266.

267.

268.

269.

270.

271

272.

273.

Num trapézio retangulo em que o angulo mede 45°, a altura é igual a diferenca
das bases.

Prove que a altura de um trapézio retangulo que tem o angulo agudo medindo
30° € igual a metade do lado nao perpendicular as bases.

Prove que as bissetrizes dos angulos obtusos de um paralelogramo sao
paralelas.

Prove que as bissetrizes dos angulos formados pelas diagonais de um retangulo
sao paralelas aos lados do retangulo.

Num trapézio isésceles ABCD, a base menor AB é congruente aos lados nao pa-
ralelos. Prove que as diagonais sao bissetrizes dos angulos C e D do trapézio.

Num paralelogramo ABCD tracamos sua diagonal AC. Pelos vértices B e D tra-
camos dois segmentos BP e DQ perpendiculares a a diagonal AC, com P e Q
pertencentes a AC. Prove que BPé congruente a DQ

.Pelo ponto médio M da base BC de um triangulo is6sceles ABC tragcamos 0s

segmentos MP e MQ respectivamente paralelos aos lados AB e AC do triangulo.
Prove que APMQ é um losango.

Consideremos um quadrilatero convexo com dois angulos opostos retos. Prove
que as bissetrizes dos outros dois angulos internos do quadrilatero sao semirre-
tas paralelas entre si.

Na figura, ABCD é um quadrado, onde BC + CE = AE. D F E C
Sendo F o ponto médio de DC, prove que, BAE = 2FAD.
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Pontos notaveis
do triangulo

I. Baricentro — Medianas

115.

As trés medianas de um triangulo interceptam-se num mesmo ponto
que divide cada mediana em duas partes tais que a parte que contém o vér-
tice € o dobro da outra.

Hipotese Tese
1) AM, N BM, N CM, = {G}
AM,, BM,, CM, s&o medianas = 2)AG =2 -GM., BG = 2 - GM
1’ 2’

TG =2-GM,

Demonstracao:
Seja X o ponto tal que:
BM, N CM, = {X}

9 | Fundamentos de Matematica Elementar 119



PONTOS NOTAVEIS DO TRIANGULO

Considerando os pontos médios D e E de BX e CX, temos o que segue:

(aABC, A, = BM;, AM, = CM,) = MM, /BC e MM, = >
% =
(AXBC,XD =BD e XE = CE) = DE//BCeDE = "

= M2M3 // DE e M2M3 =DE = M,M,DE € paralelogramo =

{WEX_MQ = BX=2-XM. (1)
EX=XM, = CX=2-XM, (2)

Logo, a mediana B_IVI2 intercepta a mediana C_I\/I3 num ponto X tal que:
CX =2 - XM,
Tomando-se as medianas A_l\/l1 e C_I\/I3 e sendo Y o ponto tal que:
AM, 1 TV = (Y
de modo anélogo concluimos que:
CY=2-YM, (3) e AY=2-YM, (4)
De (2) e (3), decorre que X =Y.
Chamando este ponto X = Y de G e considerando (1), (2) e (4), temos:
AM, N BM, N CM, = {G} e
AG =2-GM,BG =2 - GM,, CG = 2 - GM,

116.Baricentro — definicao

O ponto de intersecao (ou ponto de encontro, ou ponto de concurso) das trés
medianas de um triangulo é o baricentro do triangulo.
G é o baricentro do AABC.
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AM, N BM, N CM, = {G}

AG =2-GM,,BG =2 GM,, CG = 2 - GM,

= _ 2 = _2 — _2

AG = 5 - AM,, BG = 5 - BM,, CG = 5 - CM,
1 1 1

GM, = 5 - AM,, GM, = = - BM,, GM, = 3 - CM,

Nota
O baricentro € o centro de gravidade do triangulo.

II. Incentro — Bissetrizes internas

111. As trés bissetrizes internas de um triangulo interceptam-se num mes-
mo ponto que esta a igual distancia dos lados do triangulo.

Sendo o AABC de lados BC = a, AC = b e AB = c:

Hipotese Tese
1) AS, N BS, N CS, = {S}
2) dS,a = dS,b = dS,c

AS,, BS,, CS, sao bissetrizes internas = {

Demonstracao:
Seja S o ponto tal que:
BS, N CS, = {S}

Temos:

SeBs, = d,, =d, —
SEC_S?, N dsya:d&b =>ds|0—d&c = SEAS1
Logo,

AS,NBS,NCS,={S} e dy ,=d,=d,,
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118. Incentro — definicao

O ponto de intersecao (ou ponto de en-
contro ou ponto de concurso) das trés bisse-
trizes internas de um triangulo é o incentro
do triangulo.

S é o incentro do AABC.

AS, N BS, N CS, = {S}
dS,a = dS,b = dS,c

Nota
O incentro € o centro da circunferéncia inscrita no triangulo.

ITI. Circuncentro — Mediatrizes

119. As mediatrizes dos lados de um triangulo interceptam-se num mesmo
ponto que esta a igual distancia dos vértices do triangulo.

Sendo o AABC,

Hipotese Tese

1) m, Nm, N m, = {0}
2) OA = 0B = 0C

m,, m,, m, mediatrizes de BC, AC e AB = {

Demonstracgao:
Seja O o ponto tal que:

m, N m, = {0}
0OEm, = OA= @}
0Oem, = OA=0B
= 0B=0C = 0&em

Logo,
m, N m, " m, ={0} e OA=0B=0C
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120. Circuncentro — defini¢cao

O ponto de intersecao (ou ponto de en-
contro ou ponto de concurso) das mediatrizes
dos lados de um triangulo € o circuncentro do
triangulo.

Nota

O circuncentro € o centro da circunferén-
cia circunscrita ao triangulo.

IV. Ortocentro — Alturas

121.

As trés retas suportes das al-
turas de um triangulo interceptam-se
num mesmo ponto.

Sendo o AABC de alturas AH,, BH,, CH.:

Hipotese

> > > ~ <>
AH , BH,, CH, retas que contém as alturas = AH, N

Demonstracao:

Pelos vértices A, B e C do triangulo con-
duzimos retas paralelas aos lados opostos,
obtendo o triangulo MNP.

AENP e NP/ BC;
BEMP e MP//AC;
CEMN e MN/AB.

APBC é paralelogramo = AP = BC
ABCN é paralelogramo = AN = BC

(,m;i BC, NP/ BC) = ,(A—>H1 é perpendicular a NP (2)
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PONTOS NOTAVEIS DO TRIANGULO

De (1) e (2), decorre que:

A reta fm; é mediatriz de NP.
Analogamente:

A reta BH, é mediatriz de MP. A reta CH, é mediatriz de MN.

Logo, considerando o AMNP, as mediatrizes fm; (Iﬁ; e C(_>I-I3 dos lados do
triangulo interceptam-se num ponto, H.

122. Ortocentro — definicao

O ponto de intersecao (ou ponto de encontro ou ponto de concurso) das retas
suportes das alturas de um tridangulo é o ortocentro do triangulo.

EXERCICIOS

274. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):
a) O incentro € o centro da circunferéncia inscrita no triangulo.
b) O circuncentro € o centro da cincunferéncia circunscrita ao triangulo.
¢) O incentro € interno ao triangulo.
d) O baricentro € interno ao triangulo.
e) O ortocentro € interno ao triangulo.
f) O circuncentro € interno ao triangulo.
g) O baricentro € o centro da circunferéncia inscrita no triangulo.

- =

_ 2 = =

275. Diga que triangulo satisfaz a condicao dada nos casos:
a) O ortocentro e o baricentro sao coincidentes;
b) O incentro e o circuncentro sao coincidentes;
c) O ortocentro é um dos vértices;
d) O ortocentro € externo;
e) O circuncentro é externo;
f) O circuncentro esta em um dos lados;
g) O ortocentro € um ponto interno.
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276.

2717.

278.

279.
280.

281.
282.

283.

284.

9 |

PONTOS NOTAVEIS DO TRIANGULO

Considere os segmentos constituidos pelas trés alturas, pelas trés medianas
e pelas trés bissetrizes internas de um triangulo. Quantos desses segmentos,
dois a dois distintos, teremos:

a) no triangulo equilatero;

b) no triangulo isésceles nao equilatero;

¢) no triangulo escaleno.

Sendo G o baricentro do triangulo ABC,
determine x, y e z.

A
AG = 10 A‘
BG =y A\
CG=14

B C
Se o quadrilatero ABCD € um paralelogra- M
mo e M é o ponto médio de AB, determi- A B
ne x. X
DP = 16 P
PM = x T
D C

Sendo H o ortocentro de um triangulo ABC e BAC = 150°, determine A.

Se H é o ortocentro de um triangulo is6sceles ABC de base BC e BHC = 50°,
determine os angulos do triangulo.

Se P é o incentro de um triangulo ABC e BPC = 125°, determine A.

0 circuncentro de um triangulo isésceles € interno ao triangulo e duas mediatri-
zes formam um angulo de 50°. Determine os angulos desse triangulo.

Considerando congruentes os segmentos com “marcas iguais”, determine valo-
res das incégnitas nos casos:
a) b) paralelogramo

Considerando os quatro pontos notaveis de um triangulo:
a) Quais 0s que podem ser externos ao triangulo?

b) Qual o que pode ser ponto médio de um lado?

¢) Qual o que pode ser vértice do triangulo?
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285.Em um triangulo ABC, os angulos A e B medem, respectivamente, 86° e 34°.
Determine o angulo agudo formado pela mediatriz relativa ao lado BC e pela bis-
setriz do angulo C.

286.Em um triangulo ABC os angulos A e B medem, respectivamente, 70° e 60°.
Determine a razao entre os dois maiores angulos formados pelas intersecoes
das trés alturas.

287.Determine as medidas dos trés angulos obtusos formados pelas mediatrizes
de um triangulo equilatero.

288.Na figura, Q é o ponto médio de AB. QP S
€ paralelo a BC. Sendo AC = 30 cm, de-
termine PO.
P
o
A B
Q

289. Na figura, ABCD € retangulo, M € o ponto
médio de CD e o triangulo ABM é equila-
tero. Sendo AB = 15, calcule AP.

290. Determine o perimetro do triangulo ARS A
da figura, onde AB e AC medem 15 cm
e 18 cm, respectivamente, sendo BQ e
CQ as bissetrizes dos angulos B e C do Q

triangulo ABC e RS paralelo a BC. /\

B C

291. As trés bissetrizes de um triangulo ABC se encontram num ponto O. Dgterrpine
as medidas dos angulos AOB, AOC e BOC em funcao dos angulos A, B e C do
triangulo.
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LEITURA

Papus: o epilogo da geometria grega
Hygino H. Domingues

A partir do século Il a.C., Roma comega a se impor como poténcia mili-
tar imperialista. Em 156 a.C, ap6s uma sucessao de conquistas, anexou a
Grécia aos seus ja vastos dominios. A mesma sorte teria o Egito em 31 a.C.
Mas alguns anos antes os romanos ja haviam intervindo nesse pais, valendo-
se da disputa pelo poder entre Cledpatra e seu irmao. César, no ano 47 a.C.,
mandara incendiar a esquadra egipcia ancorada no porto de Alexandria. O fogo
se alastrou e atingiu a biblioteca, consumindo cerca de 500 mil textos.

Apesar desses acontecimentos, Alexandria continuaria a ostentar por
muito tempo a condicao de capital cultural do mundo. Mas, por varias razoes,
aproximadamente por volta dessa época comeca a declinar em intensidade
sua pujanca, inclusive no campo da matematica.

Colonizacao grega (séculos VIII-VI a.C.)

20° L

MARIO YOSHIDA

Adna (
Agaté Nice . Traglrlum

clha Ancona\\ %y -é, Epidauro
/(W o
Alalla N — %

Cumas . Napo g’
9 ‘ Possidonia fa_ '7 Al
o MAGN B et
GRI
4 Jénico
atania
Siracusa .
Mar Mediterrdneo
0 306 km

Cldades gregas Baska = .
e suas colonias
EGITO% ﬂ

Fonte: HILGEMANN, Werner e KINDER, Hermann. Atlas histérico mundial: de los origenes a la
Revolucion Francesa. Madrid: Istmo, 1982, p. 50.

De um lado o modelo matematico dos gregos, com sua grande énfase
na geometria dedutiva, paralelamente a nao adog¢ao de qualquer simbologia
algébrica, estava se esgotando. Ademais, 0s romanos, embora a principio nao
interferissem nas atividades cientificas dos gregos, muito menos as incetiva-

=



vam ou valorizavam, posto que s6 o conhecimento pratico |hes interessasse.
E, quando o cristianismo se tornou a religiao oficial do Império Romano, essa
isencao foi sendo abandonada, culminando com o fechamento das escolas
gregas de filosofia no ano 529, incluindo a secular Academia de Platao, em
Atenas. Nessa fase de decadéncia o Ultimo grande alento da matematica gre-
ga foi dado por Papus de Alexandria (aproximadamente 300 d.C.).

Papus provavelmente viveu e ensinou em Alexandria entre o final do
século Il e a primeira metade do século IV, conforme se deduz de comentario
seu sobre o Almagesto, em que cita como episodio recente um eclipse do Sol
ocorrido no ano 320. Dentre suas obras, apenas uma restou até nossos
dias: a Colecdo Matematica, em oito livros, dos quais o primeiro e parte do
segundo se perderam.

Predominantemente uma obra de geometria, a grande importancia da
Colecao Matematica se assenta em trés razbes principais.

Uma delas se traduz nas preciosas informacdes historicas que inclui so-
bre a matematica grega; a outra, na tentativa de tornar mais acessivel a geome-
tria grega ja conhecida, mediante novas demonstracoes e lemas explanatorios;
a ultima é a proépria contribuicao original de Papus, bastante significativa.

Um dos resultados de maior alcance deixados por Papus é conhecido hoje
como teorema de Guldin — em homenagem a P. Guldin, que o redescobriu no
século XVII. Esse teorema assegura que, se uma reta e uma curva fechada sao
coplanares e nao se interceptam, o volume do sélido obtido girando-se a super-
ficie delimitada pela curva em torno da reta é igual ao produto da area dessa
superficie pelo comprimento da trajetéria de seu centro de gravidade.

E digna de registro também a proposicao 139, no livro VII, conhecida em
geometria projetiva como teorema de Papus: “Se A, B e C sdo pontos de uma
reta e A", B' e C' pontos de outra, conforme a figura, entao AB' e A'B, AC' e A'C,
BC' e B'C se encontram em trés pontos colineares”.

A

B

A' B
A Papus se deve ainda o conceito de foco e diretriz de uma conica. E
dele o teorema: “O lugar geométrico dos pontos de um plano cuja razao das
distancias a um ponto (foco) e uma reta (diretriz) € constante, € uma conica”.
Enfim, bem que Papus se empenhou para reerguer a geometria grega.

Mas as forcas inexoraveis da histéria estavam contra ele.
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Poligonos

I. Definigoes e elementos

123. Poligonos — definigao

Dada uma sequéncia de pontos de um plano (A, A, ..., A ) com n = 3, todos
distintos, onde trés pontos consecutivos ndo sao colineares, considerando-se conse-
cutivos A, A e A, assimcomo A, A e A, chama-se poligono a reunido dos seg-

mentos AA,AA.,...,A A AnAl.

1727 203 n-1""n’
Indicacao:

poligono A/AA, ... A A ou, simplesmente, A AA, ... A A

n n—-1"'n

AAA,..A A =AA UAA U..UA_ A UAA

124 .Exemplos:
A, C, D,
B, D,

B C

A 2 5

2 A, B, C,
B, . G D, D,
As A, N G D,

A,AAAA, BB,B.B,B,CC.C,.C,C, eDD,D,D,D, sao poligonos.

172737475
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Para n = 5, os dois casos abaixo nao sao poligonos.

E,

E,E,E,E,E  apresenta E , E, e E, e F,F.F,F,F apresenta F, F, eF,
colineares colineares

125. Elementos

Considerando o poligono A AA, ... A A, temos:

n—-1""n’

- os pontos A, A, A,, ..., A _,, A sdo os vértices do poligono;

n—1’
- os segmentos A A, AA,,...,A A, ,AA s&o os lados do poligono;
-eosangulosA =AAA, A =AAA, .. A =A  AA sdo os angulos
do poligono.

Dois lados que tém um vértice comum (ou uma extremidade comum) sao lados
consecutivos.

Dois lados nao consecutivos nao tém vértice (ou extremidade) comum.

Dois angulos de um poligono sao consecutivos se tém um lado do poligono
comum.

Um poligono de n vértices possui n lados e n angulos.

A soma dos lados é o perimetro do poligono:

perimetrode AAA, ... A A =AA +AA +..+A A +AA

126. Poligono simples

Um poligono é simples se, e somente se, a interse¢ao de quaisquer dois lados
nao consecutivos € vazia.

Dos poligonos do exemplo anterior (item 124), temos:

AAAA A, e B, B,B,B,B, sdo poligonos simples

C,C,C,C,C, nao € poligono simples (€ complexo) e

D,D,D.D,D, nao & poligono simples (é complexo e ainda entrelagado).
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127. Poligono convexo e poligono concavo

Um poligono simples é um poligono convexo se, e somente se, a reta determi-
nada por dois vértices consecutivos quaisquer deixa todos os demais (n — 2) vérti-
ces num mesmo semiplano dos dois que ela determina.

Se um poligono ndo é poligono convexo, diremos que ele é um poligono
concavo.

A, B,
\Bz
A, Ag o Bs
B, ~--
o A3 AA____ B3
A AAA A, € poligono convexo. B,B,B,B,B, € poligono céncavo.

128. Interior e exterior de um poligono

Dado um poligono simples e um ponto nao pertencente a ele, se conduzirmos
uma semirreta com origem no ponto e que nao passe por nenhum vértice, mas in-
tercepte o poligono, se o nimero de pontos de intersecao:

a) for impar, entao o ponto € interno ao poligono;
b) for par, entao o ponto é externo ao poligono.

0 conjunto dos pontos internos de um poligono € seu interior e o conjunto dos
pontos externos ao poligono € seu exterior.

O interior de um poligono convexo € uma regiao convexa.

O interior de um poligono concavo € uma regiao concava.

129. Superficie poligonal

Py

A reuniao de um poligono com o seu interior € uma regiao poligonal ou
superficie poligonal.

superficie poligonal superficie poligonal
(convexa) (cobncava)
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130. observacao

Sob uma outra orientacao, até este ponto nao adotada neste texto, o ente
poligono corresponde ao que denominamos superficie poligonal ou regiao poligo-
nal; o ente poligonal fechada ou contorno do poligono corresponde ao que chama-
mos de poligono. As conclusoes praticas a que se chega com uma ou outra orienta-
¢ao sao as mesmas.

131. Nome dos poligonos

De acordo com o nimero n de lados, os poligonos recebem nomes especiais.
Veja a seguir as correspondéncias:

n=3 ————» tridngulo ou trilatero » 3 lados
n=4 —— » quadrangulo ou quadrilatero ——— 4 lados
n = ———» pentagono » 5 lados
n=6 ————» hexagono » 6 lados
n=7 ——» heptagono » 7 lados
n=8 ————» octdégono » 8 lados
n=9 —————» eneagono » 9 lados
n=10 ——» decagono » 10 lados
n=11 ————» undecagono » 11 lados
n=12 — » dodecagono » 12 lados
n=15 ———» pentadecégono » 15 lados
n =20 ————» icosagono » 20 lados

Em geral, para um nimero n (n = 3) qualquer de lados dizemos que o poligono
€ um n-latero.

132. Poligono regular

Um poligono que possui os lados congruentes € equilatero. Se possui 0s an-
gulos congruentes, é equiangulo.

A A D
[T []

B D
[ []
C B C
quadrilatero equilatero quadrilatero equiangulo
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Um poligono convexo € regular se, e somente se, tem todos os lados con-
gruentes (é equilatero) e todos os angulos congruentes (é equiangulo).

Exemplos:
A A , D
[T "
1 [
B C B C
O triangulo regular é o O quadrilatero regular
triangulo equilatero. € o0 quadrado.
hexagono equilatero hexagono equiangulo hexagono regular

II. Diagonais — Angulos internos —
Angulos externos

1°) Nuimero d de diagonais de um poligono de n lados (n = 3)

133. Diagonal de um poligono é um segmento cujas extremidades s&o vértices ndo
consecutivos do poligono.

A
B D
@
ABCD é um quadrilatero convexo. ABCD é um quadrilatero céncavo.
AC e BD sao suas diagonais. AC e BD sao suas diagonais.
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134. O ndmero de diagonais d de um poligono de n lados (n = 3) é dado por:
n(n — 3)

d= 5

Deducao:
Seja A,AA, ... A, um poligono de n lados.
Com extremidade num dos vértices do poligono
(vértice A,, por exemplo), temos:
(n — 3) diagonais.
Se com extremidade em cada vértice temos
(n — 3) diagonais,
entao com extremidades nos n vértices, temos:
n(n — 3) diagonais.
Porém, nesta conta
nin — 3)
cada diagonal € contada duas vezes, pois tem extremidades em 2 vértices.
(Por exemplo, na conta acima, E e E s&o contadas como duas diagonais,
quando na realidade € uma sé TAs = AsAl.)
Logo, o ndmero d de diagonais é€:

n(n — 3)

d= 5

2°) Soma S, dos angulos internos de um poligono convexo

135. A soma S, dos angulos internos de um poligono convexo de n
lados (n = 3) é dada por:

S =(n—2): 2retos

ou, simplesmente,

A soma dos angulos internos de um poligono convexo é:
S,=(n—2)-180°
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Deducao:

Seja A/AJA, ... A um poligono convexo de n lados.

De um vértice qualquer conduzimos todas as diagonais que tém esse vértice
como extremo.

O poligono fica entao dividido em (n — 2) triangulos e a soma S, dos angulos
internos do poligono

S, =i, i, +i,+ ..+
€ igual a soma dos angulos internos dos (n — 2) triangulos.

Logo,

[Si =n-—-2)-2 retos] ou [Si =(Mn-—-2)- 180°]

3¢) Soma S_ dos angulos externos de um poligono convexo

136. Angulo externo de um poligono convexo € um angulo suplementar adjacente
a um angulo (interno) do poligono.

131.

A soma S_ dos angulos externos de um poligono convexo de n lados
(n = 3) é dada por:
S, = 4 retos

ou, simplesmente,

A soma dos angulos externos de um poligono convexo €:
S, = 360°
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Deducao:

Seja A/ALA, ... A um poligono convexo de
n lados.

Considerando os angulos externos
€,,€, €., €
suplementares adjacentes aos respectivos an-
gulos internos

T T

-
temos:

e, +i, = 180°

e, + i, =180°

e, + i, = 180° ( somando membro a membro as n igualdades

e, +i = 180°
S, +S,=n-180°

Substituindo-se S, por (n — 2) - 180°, vem:

S, + (n —2) - 180° = n - 180°
S, + n.-180° — 360° = n_-180°

S, = 360°

138. Expressées do angulo interno (a,) e do angulo externo

(a,) de um poligono regular

Os angulos internos de um poligono regular sao congruentes.

n-a=S = [”‘aiz(n—Q)'180°] = a =

(n —2)-180°
n

Os angulos externos de um poligono regular sao congruentes.

n-a=S = n-a = 360° = a
e e e e

360°
n
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E, ainda:

(ai +a, = 180°J

Nota

Para se calcular a medida do angulo interno (a) de um poligono regular € mais
pratico se obter, em primeiro lugar, a medida do angulo externo (a,) e, pelo suplemen-
to, se encontra a medida do angulo interno.

EXERCICIOS

292. Determine, de preferéncia sem usar a formula, a soma dos angulos internos de um:
a) pentagono convexo b) hexagono convexo

293. Determine o valor de x nos casos:
a) d)

b) e) AB// ED

A B
x + 20°

N
105°

105°

x + 10°
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294.Nos casos abaixo, determine x, sabendo que os segmentos AP, @, CP e DP nas
figuras em que aparecem sao bissetrizes.

b)

F

295. Sendo AP e CP bissetrizes de A e C, determine x.
a) AB // PC AP // BC b) AB // PC
A

296. Determine o0 angulo interno e o angulo externo de um:

a) triangulo equilatero; c) pentagono regular;
b) quadrado; d) hexagono regular.

297. Se o triangulo ABP € equilatero e ABCDE € pentagono regular, determine x nos casos:
a) D b) D
C
| | | .
A B A B
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298. Determine os valores de x € y nos casos:
a) pentagono regular e quadrado; b) hexagono regular e quadrado.

299. Calcule a soma dos angulos internos de um eneagono.

300. Calcule a soma dos angulos internos de um decagono.

301. Calcule a soma dos angulos internos de um icosagono.

302. Qual é o poligono cuja soma dos angulos internos vale 1 800°?

303. Calcule o nimero de diagonais de um decagono.

304. Calcule o nimero de diagonais de um icosagono.

305. Determine o poligono cujo nimero de diagonais € o triplo do nimero de lados.

306. Determine o poligono cujo nimero de diagonais é o quadruplo do nimero de
lados.

307. Determine o poligono que tem 9 diagonais distintas.

308. Determine o maior angulo de um pentagono cujos angulos internos estao na
razao 3:3:3:4:5.

309. Um poligono regular possui a partir de um de seus vértices tantas diagonais
gquantas sao as diagonais de um hexagono. Ache:

a) o poligono; d) a soma dos angulos externos;

b) o total de diagonais; e) a medida de cada angulo interno e
¢) a soma dos angulos internos; de cada angulo externo.

Solucao

1) Numero de diagonais do hexagono

(n:6'd:w> = dzw - d=9

2) Novo poligono

De cada vértice partem n — 3 diagonais. Entao:
n—3=9 = n=12
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310.

311.

312.

313.

314.

315.

316.

317.

318.

319.

320.

a) O poligono é o dodecagono (n = 12).
n(n2— 3) 4= 12(122 - 3)
c)S,=(n—2)-180° = S =(12-2)-180° = S =1800°
d) A soma dos angulos externos € constante: S_ = 360°.
e)n-a =360° = 12-a,=360° = a, = 30°

a, +a =180° = a, =180°—-30° = a = 150°

b) d = d = 54 (diagonais)

Quantas diagonais podemos tracar, partindo de um vértice de um poligono con-
vexo de 20 lados?

Determine o nimero de lados de um poligono convexo, sabendo que de um de
seus vértices partem 25 diagonais.

Determine o poligono convexo cuja soma dos angulos internos € igual ao nime-
ro de diagonais multiplicado por 180°.

Podem os angulos internos e externos de um poligono regular apresentar medi-
das iguais? Em que caso isso ocorre?

Determine o nimero de diagonais de um poligono regular convexo cujo angulo
externo vale 24°.

A razao entre o angulo interno e o angulo externo de um poligono regular é 9.
Determine o nimero de lados do poligono.

0 angulo interno de um poligono regular vale 1,5 vez o seu angulo externo.
Determine o nimero de lados do poligono.

0 angulo externo de um poligono regular € igual ao dobro do seu angulo interno.
Determine o nimero de diagonais desse poligono.

A soma dos angulos internos com a dos angulos externos de um poligono regu-
lar vale 1 800°. Determine o niimero de diagonais do poligono.

Determine o nimero de lados de um poligono convexo regular cujo angulo inter-
no é o quintuplo do externo.

Determine o nimero de lados de um poligono regular ABCDE ..., sabendo que

- P 2
as bissetrizes AP e CP dos angulos A e C formam um angulo que vale ) do seu
angulo interno.
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321.

322,

323.

324.

325.

326.

327.

328.

9 |

POLIGONOS

Determine a medida do angulo formado pelos prolongamentos dos lados AB e
CD de um poligono regular ABCD ... de 20 lados.

As mediatrizes de dois lados consecutivos de um poligono regular formam um
angulo de 24°. Determine o ndmero de diagonais desse poligono.

Aumentando o numero de lados de um poligono em 3, seu ndmero de diagonais
aumenta em 21. Determine o nimero de diagonais desse poligono.

Na figura abaixo, determine a soma v
das medidas dos angulos.

a+b+c+d+eée+f ‘

Dados dois poligonos com n e n + 6 lados, respectivamente, calcule n, saben-
do que um dos poligonos tem 39 diagonais mais do que o outro.

o

Trés poligonos convexos tém n, n + 1, n + 2 lados, respectivamente. Sendo
2700° a soma de todos os angulos internos dos trés poligonos, determine o
valor de n.

Os nldmeros que exprimem o nimero de lados de trés poligonos sdon — 3,n e
n + 3. Determine o ndmero de diagonais de cada um dos poligonos, sabendo que
a soma de todos o0s seus angulos internos vale 3240°.

Solucao

n=n-3; n,=n; n,=n+3
(n — 3 —2)180° + (n — 2)180° + (n + 3 — 2)180° = 3240°
(n — 5)180° + (n — 2)180° + (n + 1)180° = 3240°
(n—=—5+n—-2+n+ 1)180° = 3240°
3n—-6=18 = 3n=24 = n=28

Entao

n1=5edl=y:5 n2=8ed2:@=20
n,=1led, = 11(12_ 3) _ 44

Trés poligonos tém o nimero de lados expressos por nimeros inteiros conse-

cutivos. Sabendo que o ndmero total de diagonais dos trés poligonos é igual
a 28, determine o poligono com maior ndmero de diagonais.

Fundamentos de Matematica Elementar 141



POLIGONOS

329.

330.

331.

332.

333.
334.
335.

Dois poligonos convexos tém o nuimero de lados expresso pelos ndmeros n
e n + 4. Determine o valor de n, sabendo que um dos poligonos tem 34 diago-
nais mais do que o outro.

Um poligono convexo tem 5 lados mais do que o outro. Sabendo que o ndmero
total de diagonais vale 68, determine o nimero de diagonais de cada poligono.

Dados dois poligonos regulares, com (n + 1) lados e n lados, respectivamente,
determine n, sabendo que o angulo interno do primeiro poligono excede o angu-
lo interno do segundo em 5°.

Um poligono regular possui 30 diagonais que nao passam pelo seu centro.
Quanto mede cada angulo interno dele?

Solucao
Um poligono regular sé tem diagonais passando pelo centro se o nimero

a . . n
n de lados for par e o numero de diagonais que passam pelo centro for 5

Nesse problema temos que considerar 2 casos:

1°) n é impar — Nao ha diagonal passando pelo centro.
Neste caso o nimero total de diagonais € d = 30.
Vamos calcular o nimero de lados:
n(n2 3) — 30 = n(n2 3)
As raizes da equacao nao sao numeros naturais (A = 249). Logo, nao
existe poligono com 30 diagonais e com numero impar de lados.

n
22) n é par — Ha > diagonais passando pelo centro.

d= = n?-3n-60=0

n
Neste caso o nimero total de diagonais é d = = + 30.

2
w = %4—302% = n-4n-60=0
A raiz da equacao que € ndmero natural é n = 10.
O poligono é o decagono regular.
Calculo do angulo interno:

a = 180° — a, = 180° —

d:

360°
10

= a = 144°

Qual o poligono regular que tem 6 diagonais passando pelo seu centro?
Um poligono regular tem 170 diagonais. Quantas passam pelo centro?

0 angulo interno de um poligono regular mede 140°. Quantas diagonais pas-
sam pelo centro?
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Circunferéencia

I. Definigoes — Elementos

139. circunferéncia é um conjunto dos pon-
tos de um plano cuja distancia a um ponto
dado desse plano € igual a uma distancia (nao
nula) dada. O ponto dado € o centro, e a dis-
tancia dada é o raio da circunferéncia.

e circulo

Dados: um plano «, um ponto O de o € uma distancia r,

)\(O, r) = {P SN | dP,O = r}

onde (O, r) representa a circunferéncia de centro O e raio r.

140. Posigdo de ponto e circunferéncia

Dado um ponto X e uma circunferéncia
NO, 1),

Xéinternoa\ & dyo <r

X pertence a N & dyo =T

X éexternoaN < dxo>r

Na figura, | € interno a A, P pertence a \
e E é externo a A.
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CIRCUNFERENCIA E CIRCULO

141. Interior e exterior
O conjunto dos pontos internos a uma
circunferéncia é seu interior.

O conjunto dos pontos externos a uma
circunferéncia é seu exterior.

Sendo A\(O, r) uma circunferéncia de um
plano a:

interiorde A = {P € a | dpo < 1}
exteriorde N = {P € a | dpo > 1}

142. Corda, diametro e raio

Corda de uma circunferéncia € um seg-
mento cujas extremidades pertencem a cir-
cunferéncia.

AB é uma corda.

Diametro de uma circunferéncia € uma
corda que passa pelo centro.

CD é um diametro.

exterior

interior

Um raio de uma circunferéncia é um segmento com uma extremidade no centro

e a outra num ponto da circunferéncia.
OP é um raio.

143. Arco de circunferéncia e semicircunferéncia

Consideremos uma circunferéncia A de centro O e sejam A e B dois pontos de
N\ que nao sejam extremidades de um diametro. Nessas condicdes, temos:

a) arco menor AB ¢ a reunido dos con-
juntos dos pontos A, B e de todos
0s pontos de N que estdo no inte-
rior do angulo AOB;

b) arco maior AB é a reunido dos con-
juntos dos pontos A, B e de todos
0s pontos de A que estao no exte-
rior do angulo AOB.

Fundamentos de Matematica
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Se considerarmos AOB como sendo o setor angular ou o angulo completo,
podemos ter:

arco menor AB = A N AOB

Os pontos A e B sao as extremidades do arco.
Seguindo a figura, indicaremos 0s arcos como segue:

—_

AB = arco menor AB AXB = arco maior AB

Salvo aviso contrério, ao nos referirmos ao arco AB, estamos considerando o
arco menor.

Se A e B sao extremidades de um
diametro de \, semicircunferéncia AB é
a reuniao dos conjuntos dos pontos A, B N
e de todos os pontos de N que estao
num mesmo ie)miplano dos determina- 4 4
dos pela reta AB. A 0 B

Se a é um desses semiplanos, po-
demos ter:

semicircunferéncia AB = A N «

144. Circulo

Circulo (ou disco) € um conjunto
dos pontos de um plano cuja distancia a
um ponto dado desse plano € menor ou
igual a uma distancia (nao nula) dada.

Dados um plano «, um ponto O de
o« € uma distancia r,

circulo de centro O e raio r = ¢(0, 1) = {P € a | dpp < 1}

O circulo é a reuniao da circunferéncia com seu interior.

Centro, raio, corda, diametro e arco de um circulo sao o centro, o raio, a corda,
o diametro e o arco da respectiva circunferéncia.
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145. Setor circular, segmento circular e semicirculo

Consideremos um circulo ¢ de centro O e sejam A e B dois pontos da circunfe-
réncia de ¢ que nao sejam extremidades de um diametro.

1¢°) Setor circular

a) Setor circular menor AOB € a reuniao
dos conjuntos dos pontos dos raios OA A
e OB e de todos os pontos do circulo ¢
que estdo no interior do angulo AOB. B

b) Setor circular maior AOB € a reuniao
dos conjuntos dos pontos dos raios OA
e OB e de todos os pontos do circulo ¢
que estdo no exterior do angulo AOB.

Salvo aviso contrario, quando nos referirmos ao setor circular AOB, estaremos
considerando o setor circular menor.

Se considerarmos AOB como sendo o setor angular (4ngulo completo), podere-
mos ter:

setor circular AOB = AOB N ¢

29) Segmento circular

a) Segmento circular menor AB € a inter-
secao do cfrculog): com o semiplano de
origem na reta AB e que nao contém o
centro de c.

Sendo a esse semiplano (vide figura):
Segmento circular menor AB = o > ¢

b) Segmento circular maior AB € a interse-
¢ao do circulo ¢ como semiplano de
origem na reta AB e que contém o cen-
tro de c.

segmento

Quando nos referimos ao segmento circular, salvo aviso em contrario, conside-
ramos o menor.
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3¢) Semicirculo

Se A e B sao extremidades de um
diametro de ¢, semicirculo AB é a inter-
secao do circulo ¢ com um dos semipla-

. <>
nos de origem na reta AB.

Semicirculo AB = « N c.

CIRCUNFERENCIA E CIRCULO

semicirculo

> Q
> Q

A 0 B

II. PosicoOes relativas de reta e circunferéncia

146. Secante — definicao

Uma reta secante a uma circunfe-
réncia € uma reta que intercepta a cir-
cunferéncia em dois pontos distintos.

Dizemos que a reta e a circunfe-
réncia sao secantes.

sN X\ ={A B}

147. Propriedade da secante

Ve

a) Se uma reta s, secante a uma circunfe-

réncia \(O, r), nao passa pelo centro O,
intercepta A nos pontos distintos A e B,
eseMéo p(@;co médio da corda AB,
entdo a reta OM € perpendicular a se-
cante s (ou a corda AB).

Hipotese

Demonstracao:

Tese
. — <—> —
(M € ponto médio da corda AB, M # O) = OM L AB

Pelo caso LLL, os triangulos OAM e OBM sao congruentes.

<> —_— <>
Dai decorre que OM 1L ABe OM L s.
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( )
b) Se uma reta s, secante a uma circun-

feréncia \(O, r), nao passa pelo centro <7

O, intercepta N nos pontos distintos 'A B

A e B, entao a perpendicular a s con- s
duzida pelo centro passa pelo ponto
médio da corda AB.

N

Hipotese Tese

OM perpendicular a corda AB = AM = MB

Demonstracao:

Pelo caso especial de congruéncia de triangulos (cateto-hipotenusa), os trian-
gulos OAM e OBM sao congruentes. Dai vem AM = MB, ou seja, M € o ponto médio
da corda AB.

Observacoes

12) Usando o caso de congruéncia LLL, pode-se provar a propriedade: A media-
triz de uma corda passa pelo centro da circunferéncia.

22) Sendo s secante a \(O, 1), entdo dgs < r € reciprocamente.

148. Tangente — definigao

Uma reta tangente a uma circunferén-
cia € uma reta que intercepta a circunferéncia
num unico ponto.

A reta tangente a uma circunferéncia
tem um ponto comum com a circunferéncia, e
os demais pontos da reta sao externos a cir-
cunferéncia.

O ponto comum € o ponto de tangéncia.

Dizemos que a reta e a circunferéncia sao tangentes.
Na figura:
tN N ={T}
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149. Propriedade da tangente

a) Toda reta perpendicular a um raio na sua extremidade da circunferéncia € tan-
gente a circunferéncia.

Seja a circunferéncia \(O, r) e T um de
seus pontos.
Hipotese Tese
t L OTemT = tétangente a \

Demonstracgao:

Seja E outro ponto de t, distinto do
ponto T.

(OT L te OE obliquoat) = OE>O0T = OE>r = Eéexternoa .

Logo, a reta t tem um Unico ponto T comum com \, pois 0s demais sao exter-
nos.

Portanto, t é tangente a \.

[b) Toda tangente a uma circunferéncia é perpendicular ao raio no ponto de tan-]
géncia.

Hipotese Tese
ttangentearemT = t L OTemT

Demonstracgao:

Se t nao fosse perpendicular a OT, teriamos o que segue.
Seja M pé da perpendicular a reta t por O. O ponto M seria distinto de T.
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N _
Tomando na semirreta oposta a MT um ponto X tal que MX = MT, teriamos:
OM comum, OM L TX, MX = MT =5 AOMX = AOMT = OX = OT =

= OX=r = XEN.

Portanto, t interceptaria A\ em dois pontos distintos, T e X, o que é absurdo, de
acordo com a hipétese.

Logo, t é perpendicular a OT em T.

Observacao
Se t € tangente a circunferéncia A(O, r), entao do = r € reciprocamente.

150. Exteriox — definicao

Uma reta exterior a uma circun-
feréncia é uma reta que nao intercep-
ta a circunferéncia.

e
\\
Dizemos que a reta e a circunfe-
réncia sao exteriores.
Na figura:
eNN=y¢ Y

151. Posigoes

Considerando uma reta s, uma circunferéncia \(O, r) e sendo d a distancia do
centro O a reta s (d = dg), ha trés possibilidades para s e \:

S
S
s<_A T :
kB
A A N
sN AN ={A B} sNA={T} sNA=U
S e \ secantes s e \ tangentes s e \ externas
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II1.PosicoOes relativas de duas circunferéncias

152. Definigoes

Uma circunferéncia € interna a outra se todos os seus pontos sao pontos in-
ternos da outra.

Uma circunferéncia é tangente interna a outra se tém um unico ponto comum,
e 0s demais pontos da primeira sao pontos internos da segunda.

Duas circunferéncias sao secantes se tém em comum somente dois pontos
distintos.

Duas circunferéncias sao tangentes externas se tém um unico ponto comum,
e 0s demais pontos de uma sao externos a outra.

Duas circunferéncias sao externas se os pontos de uma delas sao externos a
outra.

153. Posigoes

Considerando duas circunferéncias \,(0,, r,) € A,(0,, 1,) com r, > r, e sendo d
a distancia entre os centros, prova-se que ha cinco possibilidades para \, e \,:

d<r —r, |d=r1—r2| |r1—r2<d<r1+r2|

N, interna a \; \, tangente interna a ;| A\, € A\, sao secantes

2
A e)\z A ,’@

A, tangente externa a A, A, externa a \,
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IV. Segmentos tangentes —
Quadrilateros circunscritiveis

154. Se de um ponto P conduzirmos os segmentos PA e PB, ambos tangen-
tes a uma circunferéncia, com A e B na circunferéncia, entao PA = PB.
Hipotese Tese

PA e PBtangentes a \; A,BE N = PA=PB

Demonstracao:
Seja 0 o centro de \.
Aplicando o caso especial de congruén- N
cia de triangulos retangulos: P
OA = OB (cateto), OP comum (hipote- ,

nusa) = APAO = APBO = PA=P

Nota

O centro O de \ pertence & bissetriz de APB.

155. Quadrilatero circunscrito — definigcao

Um quadrilatero convexo € circunscrito a uma circunferéncia se, e somente se,
seus quatro lados sao tangentes a circunferéncia.

N

Na figura:

ABCD é circunscrito a A ou \ é inscrita em ABCD.
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156. Propriedade

a) Se um quadrilatero convexo € circunscrito a uma circunferéncia, a soma de dois
lados opostos € igual a soma dos outros dois.

Hipotese Tese

ABCD circunscritoa A = AB + CD = AD + BC

Demonstracao:

T D
__Sejam X, Y, Z e T os pontos de tangéncia A
de AB, BC, CD e DA, respectivamente. Z
X
A
B
. . Y C
Aplicando a propriedade dos segmentos
tangentes:
AX = AT
BX=BY | & AX+BX+CZ+DZ=AT+BY+CY+DT
CZ=CY — . N g
DZ =DT AB + CD = AD + BC

b) Se num quadrilatero convexo a soma de dois lados opostos € igual a soma dos
outros dois, entao o quadrilatero é circunscritivel a uma circunferéncia.

Sendo ABCD um quadrilatero convexo,

Hipotese Tese

AB + CD = AD + BC = ABCD é circunscritivel a uma circunferéncia.

Demonstracao:

_____Seja\ acircunferéncia tangente aos lados A D

AB, BC e CD do quadrilatero. X
A

Se ABCD nao é circunscritivel a \, existe
ABCX, com X na reta CD que € circunscrito a \.
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ABCX circunscrito a X = AB + CX = BC + AX (1)

Hipétese = AB + CD =AD + BC = AB+ CX* XD =AD + BC =
= AB + CX = AD + BC = XD (2) cD

De (1) e (2) decorre que AX = AD = XD, o que é absurdo no AADX.
Logo, ABCD é circunscritivel a uma circunferéncia.

|

157. Condicao necessaria e suficiente

Uma condicdao necessaria e suficiente para um quadrilatero convexo ser
circunscritivel a uma circunferéncia € a soma de dois lados opostos ser igual a
soma dos outros dois.

EXERCICIOS

336.Determine o raio do circulo de centro O, da-

B
dos: AB =3x — 3 e OA =x + 3.
A

337. A circunferéncia ao lado tem raio de 16 cm e

o0 ponto P dista 7 cm do centro. Determine a

distancia entre P e a circunferéncia.
338. Determine o valor de x nos casos:

a) s é perpendicular a AB b) PA e PB sao tangentes a circunferéncia

’ S
‘
A
s A 2x + 20
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339.

340.

341.

342.

343.

9 |
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Determine o valor de x, sendo O o centro da circunferéncia nos casos:
“

As circunferéncias da figura ao lado sao tan-
gentes externamente. Se a distancia entre os
centros é 28 cm e a diferenga entre os raios é
8 cm, determine os raios.

160°

X

>

%

As duas circunferéncias ao lado sao tangentes
internamente e a soma dos raios € 30 cm. Se a
distancia entre os centros € 6 cm, determine os
raios.

Na figura ao lado, as circunferéncias sao tan-
gentes duas a duas, e 0s centros sao 0s Vér-
tices do triangulo ABC. Sendo AB = 7 cm,
AC = 5 cm e BC = 6 cm, determine os raios
das circunferéncias.

As circunferéncias sao tangentes externamente em Q e PA e PB sao tangentes
as circunferéncias. Determine a medida do angulo AQB nos casos:
a) ondet é tangente comum e b) com APB = 100°

APB = 80°
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344.

345.

346.

347.

348.

349.

350.

351.

352.

353.

354.

Diga o numero de retas que passam pelo ponto P e tangenciam a circunferéncia
A NOS casos:
a) P pertence a \ b) P éinteriora c) Péexternoaa

Determine o nimero de retas tangentes comuns que podemos tragar a duas
circunferéncias nos casos abaixo.

a) As circunferéncias sao concéntricas distintas.

b) As circunferéncias sao exteriores.

c) As circunferéncias sao secantes.

d) As circunferéncias sao tangentes exteriormente.
e) As circunferéncias sao tangentes interiormente.

Pode um setor circular coincidir com um segmento circular? Cite o caso.
Em que caso um setor circular € um semicirculo?

0 que podemos dizer da reta que passa pelo ponto de tangéncia de duas cir-
cunferéncias tangentes entre si, sabendo que essa reta € perpendicular a reta
que passa pelos centros dessas circunferéncias?

E possivel obtermos uma corda que passa pelo ponto médio do diametro de
uma circunferéncia?

Dé a posicao de duas circunferéncias de raios r e R, sendo d a distancia entre
seus centros, nos casos abaixo:

a) r=2cm; R=5cm; d=10cm d) r=6cm; R=10cm; d=0cm

b) r=5cm; R=10cm; d=15cm e€) r=6cm; R=8cm; d=10cm
c) r=3cm;R=7cm; d=4cm

A distancia entre os centros de duas circunferéncias tangentes exteriormente é
. A ~ 4
de 33 cm. Determine seus diametros, sabendo que a razao entre seus raios € 7.

A distancia entre os centros de duas circunferéncias tangentes internamente
€ 5 cm. Se a soma dos raios é 11 cm, determine os raios.

Duas circunferéncias sao secantes, sendo 20 cm a distancia entre seus cen-
tros. Sabendo que o raio da menor circunferéncia mede 11 cm, determine o raio
da maior, que € mdltiplo de 6.

Duas circunferéncias de centros A e B sao tangentes externamente e tangenciam
internamente uma circunferéncia de centro C. Sendo AB = 12 m,AC = 17 me
BC = 13 m, determine os raios dessas circunferéncias.
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355.

356.

357.

358.

CIRCUNFERENCIA E CIRCULO

Seja P o ponto de tangéncia da circunferéncia inscrita no triangulo ABC, com o
lado AB. Se AB = 7, BC = 6 e AC = 8, quanto vale AP?

Considere um triangulo ABC de lados AB = ¢, AC = b e BC = a, e sejam P,
Q e R 0s pontos em que os lados BC, AC e AB tangenciam a circunferéncia
inscrita. Calcule os segmentos AR = x,BP =y e CQ = z.

Solucao

Temos:

AR =x = AQ =x

BP=y = BR=y

CQ=z = CP=z2

Dai vem:

Xx+y=c (1)

X+z= (2)

y+z=a (3)

2x + 2y +2z=a+b +c

Fazendoa + b + ¢ = 2p

(em que p € semiperimetro)

2x+ty+2z)=2p => x+ty+z=p (4

4)-@1)=>z=p-c (4 —(2) =>y=p—Db;

4)-@) > x=p-—a

Na figura ao lado, determine a medida do seg- A

mento BD, sabendo que a circunferéncia de cen- ’\

tro O esta inscrita no triangulo ABC, e que os la-

dos AB, BC e AC medem respectivamente 6 cm,
8cme 10 cm.

Na figura ao lado, o circulo de centro O € inscri-
to no triangulo ABC. BD = 4, AF = 3 e EC = 5.
Qual é o perimetro do triangulo ABC?
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359.

360.

361.

362.

363.

364.

Na figura ao lado, sabendo que AB = c, B A
BC = a, AC = b e p o semiperimetro do trian-
gulo, prove que AP é igual ap — a.

=

C
Um circulo é inscrito num triangulo ABC e tangencia os lados BC, AC e AB, res-
pectivamente em P, Q e R. Se AB = ¢, AC = b e BC = a e 0 semiperimetro € p,

calcule AR, BP e CQ. A
R

Na figura ao lado PA = 10 cm. Calcule o peri-
metro do triangulo PRS. P

Na figura ao lado, PA é igual ao triplo do diame- A

tro da circunferéncia. Determine a medida do D
perimetro do triangulo PDE em fungao do raio r w
dessa circunferéncia.

A hipotenusa de um triangulo retangulo mede 10 cm, e o raio do circulo inscrito
mede 1 cm. Calcule o perimetro do triangulo.

Solugao

Note que SATO é quadrado de lado 1 cm.
Indicando: BP = BT = a e CP = CS = b, obtemos:
2p=(@+1)+b+1)+a+b
2p=a+b+2+a+b

2p =10+ 2 + 10

2p = 22 cm

Na figura ao lado, calcule a medida do raio r da
circunferéncia inscrita no triangulo retangulo ABC,
sendo AB = 10 cm, AC = 24 cm e BC = 26 cm.
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365.

366.

367.

368.

369.

370.
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Determine a medida do didametro de um circulo inscrito em um triangulo retan-
gulo cujos lados medem 9 cm, 12 cm e 15 cm.

Determine o raio de um circulo inscrito em um triangulo retangulo de catetos b
e ¢ e hipotenusa a.

Na figura, sendo 2p = a + b + c e r o raio do
circulo inscrito, calcule a medida da hipotenu-
saaemfuncaodeper. a
AB =c,AC =b,AB =a

Determine o perimetro do quadrilatero ABCD,
circunscritivel, da figura.

AB =3x + 1, BC = 2x
Ch=x+1 e DA = 3x

3x

3x + 1 B

Solucao
ABCD é circunscrito = AB + CD = BC + AD

Entao:

Bx+1)+x+1)=2x+3x = x=2

perimetro = 2p = (3x + 1) + 2x + (x + 1) + 3x = 2p = 9x + 2
Logo: 2p = 20.

ABCD é um quadrilatero circunscritivel cujos lados medem AD 12 cm,
DC =9cm,BC = x + 7 e AB = 2x + 1. Determine o perimetro desse qua-

drilatero.
10 D

A

Calcule o valor do raio r do circulo inscrito no
trapézio retangulo ao lado.

159
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371.

372.

373.

374.

375.

376.

A diferenca de dois lados opostos de um quadrilatero circunscritivel € igual a
8 cm e a diferenca dos outros dois lados é 4 cm. Determine os lados do quadri-

latero, sendo 56 cm a sua soma.
A

Na figura ao lado, determine o perimetro do triangulo ADE,
sabendo que o perimetro do triangulo ABC vale 10 c¢cm, a
base BC mede 4 cm e que o circulo esta inscrito no quadri-
latero BCDE.

Determine a medida de um dos lados nao paralelos de um trapézio isésceles,
circunscrito a um circulo, sabendo que suas bases medem 30 cm e 10 cm,
respectivamente.

Prove que qualquer paralelogramo circunscrito a uma circunferéncia é losango.
Prove que o diametro € a maior corda de uma circunferéncia.

Prove que, se duas cordas de uma circunferéncia estdo a uma mesma distancia
do centro, entdo elas sao congruentes.
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Angulos na
circunferéncia

I. Congruéncia, adicao e desigualdade de arcos

158. Circunferéncias congruentes

Duas circunferéncias sao congruentes quando tém raios iguais.

159. Axcos congruentes

Dois arcos AB e CD de uma circunferén-
cia de centro O sao congruentes se, e so-
mente se, os angulos AOB e COD sao con-
gruentes.

—_—

B=CD < AOB=cOD

160. Adicao de arcos

Numa circunferéncia de centro O, o
arco AB é a soma dos arcos AC e CB se, e
somente se, o angulo AOB é soma dos angu-
los AOC e COB.

AB=AC + CB < AOB = AOC + COB
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161. Desigualdade de arcos

Numa circunferéncia de centro O, o
arco AB é maior que o arco CD se, e so- A
mente se, o angulo AOB é maior que o an- C
gulo COD.

—_

B>CD < AOB > COD

162. Notas

12) Para circulos congruentes, setores circulares congruentes ou desiguais
e segmentos circulares congruentes, adaptam-se os conceitos vistos para circun-
feréncia e arcos.

22)0s conceitos sobre arcos que emitimos sao de arcos de uma mesma
circunferéncia, porém eles podem ser estendidos para arcos de circunferéncias
congruentes.

II. Angulo central

163. Defini¢do
R B
Angulo central relativo a uma circun-
feréncia é o angulo que tem o vértice no
centro da circunferéncia.
Se numa circunferéncia de centro O A
um angulo central determina um arco Z\E, S
dizemos que: AOB angulo central
AB é o arco correspondente ao angu- AB arco correspondente

lo central AOB, ou
AB é o arco subentendido por AOB.

164. Medida do angulo central e do arco correspondente

A congruéncia, a adicao e a desigualdade de arcos foram estabelecidas em
correspondéncia com a congruéncia, a adicao e a desigualdade dos angulos
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centrais correspondentes. Portanto, para medir um arco tomando outro arco da mes-
ma circunferéncia como unidade (arco unitario) basta utilizar os respectivos angulos
centrais.

Tomando-se para unidade de arco (arco unitario) o arco definido na circunfe-
réncia por um angulo central unitario (unidade de angulo), temos: a medida de um
arco de circunferéncia € igual a medida do angulo central correspondente.

Assim, na circunferéncia de centro O ao lado:

1) se m(AOB) = 60°, entdo
m(AB) = 60° e reciprocamente.
AOB = 60° < AB = 60°

2) se m(COD ) = 150°, entdo
m(CD) = 150° e reciprocamente.
COD = 150° < D = 150°

165. Observagao
Para simplificar a simbologia, na maio-
ria dos casos, vamos confundir um arco AB

com sua medida m(AB), indicando ambos
por AB. <

Na figura ao lado:

B = AB

III. Angulo inscrito

166. Definigao

Angulo inscrito relativo a uma circunferéncia é um angulo que tem o vértice na
circunferéncia e os lados sao secantes a ela.
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Na figura,
AVB é angulo inscrito, A ‘ v
AB € o arco correspondente ao arco su-

bentendido

AOB é o angulo central correspondente
ao angulo inscrito AVB. B

167. Medida do angulo inscrito

Um angulo inscrito € metade do angulo central correspondente ou a
medida de um angulo inscrito € metade da medida do arco correspondente.

Seja AVB o angulo inscrito de medida o
e AOB o angulo central correspondente de
medida 3. Vamos provar que:

_ B __AB
0(—2 ou OL—T

Demonstracao:

Temos trés casos a considerar:

1¢ caso 22 caso 3¢ caso

0 esta num lado do angulo O é interno ao angulo O é externo ao angulo
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No 1¢ caso:

OV = OA (raio) = AOVA isésceles = V=aeA = a

B é angulo externono AOVA = B=A+V = B=a +a=

= B =2«
Logo, a = % e, como B = AB, vem a = %
No 2¢ caso:

A SendoA C ponto»de intersggéo de V% com a circunferéncia e, sendo
AVC = a,, AOC = ,, CVB = «a,, COB = B,, temos o que segue:

1° caso: B, = 2a,
+
LoBtB 20t g,
12 caso: B, = 2a, B a

— AB
Logo, a = % e, como 3 = AB,vem a = -

[ss}

No 3¢ caso:

A SendoAC ponto de interse(;éo de \7) com a circunferéncia e, sendo BVC = a,,
BOC = B,, AVC = «, e AOC = 3,, temos o0 que segue:

1° caso: B, = 2a,

S PR 20 ma) gy

12 caso: B, = 2a, B o

Logo, a = % e, como 3 = AB, vem a = AT

168. Angulo inscrito numa semicircunferéncia

a) Todo angulo reto inscrito subenten- Y
de uma semicircunferéncia.

De fato, A B
(AVB = 90°,AVB inscrito) = AB =180° =

= AB é uma semicircunferéncia.
180°
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b) Um triangulo que tem os vértices numa semicircunferéncia é inscrito nela.

\

Se um triangulo inscrito numa semicircunferéncia tem um lado igual ao diame-
tro, entao ele é triangulo retangulo.

De fato, sendo AVB o triangulo, A e B os extremos da semicircunferéncia,
AB = 180° = AVB = 90° = AAVB é retangulo em V.

c) Em resumo:

Todo angulo reto é inscritivel numa semicircunferéncia e, reciprocamente,
todo angulo inscrito numa semicircunferéncia, com os lados passando pelas extre-
midades, € angulo reto.

169. Quadrilatero inscritivel — propriedade
Um quadrilatero que tem os vértices numa circunferéncia é quadrilatero inscri-
to na circunferéncia.

a) Se um quadrilatero convexo € inscrito numa circunferéncia, entao os angu-
los opostos sao suplementares.

Seja N uma circunferéncia.

Hipotese Tese

o A+C
ABCD inscritoem N = 18 + D = 180°
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Demonstracao:
. ) ~ BCD
Aéinscrito = A= 5 . . BCD +DAB  360°
= A+C= = = 180°
o ~ _ DAB
Céinscrito = C= 5

Como A + B + C + D = 360°, decorre que B + D = 180°.

b) Se um quadrilatero convexo possui 0s angulos opostos suplementares, en-
tao ele é inscritivel.

Seja ABCD o quadrilatero convexo.

Hipotese Tese

A+C=180° e B+ D=180° = ABCD é inscritivel

Demonstracgao:

Se ABCD nao fosse inscritivel, conside-
rando \ a circunferéncia pelos pontos A, B e
C, ela nao passaria por D e teriamos o que
segue.

Sendo E o ponto de intersecao da reta

CD com A\, o quadrilatero ABCE é inscrito.

ABCE inscrito = B + E = 180°
(B+ E=180°B + D =180°) = D =E,oqueé absurdo, de acordo com
o teorema do angulo externo no AADE.

¢) Em resumo:

Uma condicao necessaria e suficiente para um quadrilatero convexo ser ins-
critivel € possuir angulos opostos suplementares.
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IV. Angulo de segmento ou angulo semi-inscrito

170. Definigao

Angulo de segmento ou angulo
semi-inscrito relativo a uma circunferén-
cia é um angulo que tem o vértice na cir-
cunferéncia, um lado secante e o outro
tangente a circunferéncia.

Na figura,

tAB é angulo de segmento

AB é 0 arco correspondente ou subentendido

AOB é o angulo central correspondente ao angulo semi-inscrito tAB.
0O nome angulo de segmento vem do segmento circular AB.

171. Medida do angulo de segmento

Um angulo de segmento é metade do angulo central correspondente.
ou
A medida de um angulo de segmento é metade da medida do arco correspon-
dente.

a:% ou o=

Demonstracao:

1¢ caso: tAB é agudo
No triangulo isgsceles OAB calculemos
a medida do angulo A.

A+B+p=180° = A+A+B =180 =
:>2A=180°—B:>/f\=90°—% (1)
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Sendo t tangente a circunferéncia:
a+A=90° = A=90°—a (2)

De (1) e (2) decorre que o = %
Logo, a = % ecomo 3 = AB decorre que a = A2—B

29 caso: tAB é reto
AB é um didametro e AB = 180°.

3¢ caso: tAB é obtuso
Usando o adjacente suplementar de tAB, recai-se no 1¢ caso.

172. Arxco capaz — segmento (circular) capaz

Consideremos uma circunferéncia \ de
centro O e um angulo de medida a. Seja AOB
um angulo central de medida B = 2a. Os vér-
tices dos angulos inscritos (ou semi-inscritos)
relativos a A que tém os lados passando por
A e B e tém medida o estdo num arco APB.
Este arco é chamado arco capaz de «.

Na figura os angulos AV B, AV,B, AV,B, t AB e t,BA tém medida o =
O arco APB é o arco capaz de «.

173. Angulos excéntricos

a) Angulo excéntrico interior

Se duas cordas se cortam em um pon-
to interior a uma circunferéncia, distinto do
centro, entao qualquer um dos angulos que
elas formam é chamado angulo excéntrico
interior.
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A medida do angulo excéntrico interior, considerando as indicacoes da figura, é
dada por

em que a € b sao as medidas dos arcos.

De fato:

como x é angulo externo do triangulo e como « e B sao angulos inscritos,
obtemos:

_ _a,_b _a.,b _atb
(X—a+B,o¢—2,B— ) = x—2+2 = X = >

b) angulo excéntrico exterior

Se com origem num ponto exterior a uma circunferéncia tragarmos duas
semirretas, ambas secantes a circunferéncia, ou ambas tangentes ou uma secante
e a outra tangente, estas semirretas formam um angulo que é chamado angulo
excéntrico exterior.

A medida do angulo exterior, considerando as indicacoes das figuras, € dada
por

[

De fato: como a e B sdo angulos inscritos ou angulos de segmentos e o é
angulo externo do triangulo, obtemos:

a b b
<01—X+[310L—71[3—7) = ——x+? = X=—F
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EXERCICIOS

377. Determine o valor do angulo x nos casos.

a) c) e) 165°

120°

70°

b) d) f) 1o

100°

50°
150° Q
S\

378. Determine o valor do arco x hos casos:

a) w" b) c)
N
20° ’
f i 570" ‘
120° %

379. Nas figuras, calcule o valor de x.
a) C
A
B
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380. Nas figuras, calcule o valor de a.

e

381..Nas figuras, calcule o valor do arco ABC.

b)

a) A
‘ C
B
‘P
C

382. Nas figuras, calcule x.

a) o~ D b) A c) D
‘\ /.\ 4x
L L

\§
/A\

B

383.Na figura, sendo ABC = 260°, calcule o valor de a. C
P < B
A

384. Calcule o valor de x.
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386. Na circunferéncia, o arco CFD excede o
arco AEB em 50°. Determine suas medi-
das, sabendo que o angulo a mede 70°.

387. Na figura ao lado, o angulo ACD é igual a 70° e o angulo APD
é igual a 110°. Determine a medida do angulo BAC.

388. Calcule x nas figuras:

a) p b) (:b“

230° B

389. Calcule X nas figuras:
’(
D

390.Sey = 75° e AB = 100°, calcule x. A

391.Na figura, qual € o valor de «?

C
A
392. Na figura, 0 arco CMD € igual a 100° e 0o arco ANB
mede 30°. Calcule o valor de x. .
D
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393.

394

395.

396.

397.

398.

. Calcule x nas figuras:

Determine a medida do angulo «, sabendo que,
na figura ao lado, CD = R.

a) b)

Y@
w0 (S5 Vo
)

C

Calcule x nas figuras:
a) b) ABCDE é um pentdgono regular.
D

ZN

N/

A

E

Na figura, o arco BEC mede 60° ¢ OB é perpen-
dicular a AC. Determine a medida do arco AFB
e a medida do angulo ADC.

Determine as medidas dos angulos de um triangulo, obtido pelos pontos de
tangéncia do circulo inscrito com os lados de um triangulo ABC, sendo A = 60°,
B = 40° e C = 80°.

Determine a razao entre os angulos « e B da
figura ao lado, sabendo que a reta r tangencia a
circunferéncia no ponto A e que 0s arcos ﬁ, BC
e AC sdo proporcionais aos nimeros 2,9 e 7.
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399. Na figura, determine a medida do angulo «,
sabendo que o arco AB mede 100° e que a
corda CD mede R, sendo R o raio do circulo.

400. Determine o menor angulo formado por duas retas secantes a uma circunferén-
cia, conduzidas por um ponto P externo, sabendo que essas secantes determi-
nam na circunferéncia dois arcos cujas medidas valem 30° e 90°.

401.Na figura, AB e AC sao tangentes ao circulo
de centro O e Q é um ponto do arco me-
nor BC. PQR é tangente ao circulo, A = 28°.
Ache POR.

402. Na figura, AB é um diametro, a corda AM é o
lado do triangulo equilatero inscrito e BN, o
lado do quadrado inscrito. Calcule o angulo
a, formado pelas tangentes PM e PN.

403.Determine as medidas x e y.

404. Consideremos um triangulo equilatero ABC inscrito em um circulo. Determine o
menor angulo formado pelas retas tangentes a esse circulo nos pontos A e B.

405. Determine o valor de x nos casos:

i TS
1459 X
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406. Mostre que, se @e @séo arcos de medidas iguais de uma circunferéncia,
entao as cordas AB e CD sao congruentes.

Solucao
Hipotese Tese

A m(AB) = m(CD) = AB=CD

———B ~
‘ Demonstracao:
v, Sendo O o centro do circulo, considere os triangulos AOB

[> e COD em que OA = OB = OC = OD = raio e AOB = COD
C (pois AB = CD).

D Entao, pelo caso LAL, os triangulos sao congruentes.
Logo: AB = CD.
Note que vale também a reciproca desta propriedade.

407. Prove que retas paralelas distintas, secantes com uma circunferéncia, determinam
na circunferéncia, entre as paralelas, arcos de mesma medida.

408. Prove que um trapézio inscrito em um circulo é isésceles.

409. Sejam r e R os raios das circunferéncias inscrita e circunscrita em um triangu-
lo retdngulo de catetos a e b. Prove quea + b = 2(R + r).

410. Prove que a soma dos diametros dos circulos inscrito e circunscrito a um trian-
gulo retangulo € igual a soma dos catetos desse triangulo.

411.Se os lados AB e AC de um triangulo sao diametros de duas circunferéncias,
prove que o outro ponto comum as circunferéncias esta em BC.

Solugao

Seja P o outro ponto de intersecao. Como os trian-
gulos APB e APC estao inscritos em semicircunfe-
réncias, eles sao retangulos. Logo APB e APC sao
angulos retos. Entao P_B>_e pC sao semirretas opos-
tas, isto €, P esta em BC.

412.Seja ABC um triangulo acutangulo e H,, H,, H, os pés das alturas. Prove que o
ortocentro H do triangulo ABC € o incentro do triangulo H H_H..
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I. Teorema de Tales

174. Definicoes

Feixe de retas paralelas € um conjunto de retas coplanares paralelas
entre si.

Transversal do feixe de retas paralelas Transversais
€ uma reta do plano do feixe que concorre / \
com todas as retas do feixe. A/ \A,

Pontos correspondentes de duas trans- B / \B_
versais sao pontos destas transversais que
estdao numa mesma reta do feixe. / \

feixe de paralelas

Segmentos correspondentes de duas / \
transversais sdo segmentos cujas extremi- D/ \D'
dades sao os respectivos pontos correspon- / \
dentes.

AeA',BeB',CeC', DeD'sao pontos correspondentes.

B e A'B', CD e C'D' sdo segmentos correspondentes.
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175. Propriedade

( )

Se duas retas sao transversais de um feixe de retas paralelas distintas e um
segmento de uma delas € divido em p partes congruentes entre si e pelos pontos
de divisao sao conduzidas retas do feixe, entdao o segmento correspondente da
outra transversal:

1°) também € dividido em p partes;
2°) e essas partes também sao congruentes entre si.

Demonstracao:

12 parte: AB e A'B' sdo segmentos correspondentes e AB é dividido em p par-
tes por retas do feixe.

Se A'B' ficasse dividido em menos partes (ou mais partes), pelo menos duas
retas do feixe encontrar-se-iam em pontos de AB (ou de A'B'), o que é absurdo, pois
as retas do feixe sao paralelas.

A A

o o
o 2z £
= 1 ©
s 8 =
o —
N |
Q | o
o

22 parte: AB é dividido em partes congruentes a x.

Pelos pontos de divisdo de A'B', conduzindo paralelas a AB, obtemos um trian-
gulo para cada divisao. Todos os triangulos sao congruentes pelo caso ALA (basta
notar os paralelogramos e 0s angulos de lados respectivamente paralelos que sao
obtidos).

Al \A Al \A
X/ paralelo- X ,')\ XA X ,')\
gramo ! 1'\\
X/ paralelo- X /\ XA X /\
gramo H 'N
X paralelo- N ¢ x N ¢
gramo B "N
B/ \B' B/ \B'

Com isso, A'B' é dividido em partes congruentes pelos pontos de divisao.

congruentes
congruentes
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176. Teorema de Tales

Se duas retas sao transversais de um feixe de retas paralelas, entao a razao
entre dois segmentos quaisquer de uma delas € igual a razao entre os respectivos
segmentos correspondentes da outra.

Hipotese Tese

AB e CD sao dois segmentos de uma _ __

transversal, e A'B' e C'D' sao os respecti- _, E _AB
VoS correspondentes da outra. CD ‘D!
Demonstracao:

12 caso: AB e CD sdo comensuraveis.

A/ N
X

P X ] p
B/~ T B'
C / c
X ]
: / / ............... :

Existe um segmento x que é submdiltiplo de AB e de CD.

E - pX - E p
CD=qx} - o q (1)

Conduzindo retas do feixe pelos pontos de divisao de ABe CD (vide figura acima)
e aplicando a propriedade anterior, vem:

AIBI — pxl - ﬁ p

CD' = qx'} = oD o (2)

Comparando (1) e (2), temos: i = i
Ch C'D
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29 caso: AB e CD s30 incomensuraveis

Nao existe segmento submdiltiplo co-

mum de AB e CD.
__Tomamos um segmento y submdiltiplo
de CD (y cabe um certo nimero inteiro n de

vezes em CD), isto é:

CD y

CD=n-

Por serem AB e CD incomensuraveis, marcando sucessivamente y em AB, para
um certo nimero inteiro m de vezes acontece que:
m-y<AB<(m+ 1)y

Operando com as relagdes acima, vem

my<i_B<(m+1)y} * m<E<m+1 3)
n " CD n

ny = CD = ny
Conduzindo retas do feixe pelos pontos de divisdo de AB e CD e aplicando a

propriedade anterior, vem:
C'D' = ny'

my' < AB' < (m + 1)y

Operando com as relacdes acima, temos:

AB m-+1
(4)

n ~cD' n

Ora, y € um submdiltiplo de CcD que se pode variar; dividindo y, aumentamos n

formam um par de classes contiguas que definem

m m-+ 1

e nestas condicoes Y e

>

g pela expressao (4).

(@)

L P . AB ~ .
um unico numero real, que é C=D pela expressao (3), e é
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Como esse nimero € Unico, entao:

ol =
Sl&l
I
|2

@

Q
<

Nota
Vale também a igualdade:

AB _ ﬂ, que permite concluir:
AIBI CIDI

A razao entre segmentos correspondentes é constante.

EXERCICIOS

413. Determine o valor de x em cada caso abaixo, sendo r, s e t retas paralelas.

a) / \ c) r

JARY IR

-
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415.Na figura, MN é paralela & base BC do triangulo ABC. Calcule o valor de x.

A
X 30
M N

10 12

o/ c R
416. Na figura, MN // BC. Calcule o valor de AB. /\3

M N
X+6 6
B C
417. Na figura, calcule o valor de x.
18
12
r S
X 16 - A ‘AI > a
_ B

418. Na figura ao lado, os segmentos AB, BC, CD - c \\c >

e DE medem, respectivamente, 8 cm, 10 cm, - > C

12 cm e 15 cm. Calcule as medidas dos seg- D \D.

mentos A'B', B'C', C'D'e D'E', sabendo que - > d

A'E' mede 54 cm, e que as retas a, b, ¢, d, e E \E.

sao paralelas. - . €

, \

419. Na figura ao lado, r // s // t. Determine as
medidas x e y, sabendo que sao proporcio-
nais a 2 e a 3, que o segmento A'C' mede
30 cm e que as retas a e b sdo paralelas.

420.Um feixe de 4 paralelas determina sobre uma transversal trés segmentos que
medem 5 cm, 6 cm e 9 cm, respectivamente. Determine os comprimentos
dos segmentos que esse mesmo feixe determine sobre uma outra transver-
sal, sabendo que o segmento compreendido entre a primeira € a quarta para-
lela mede 60 cm.
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Solugao
X 60
///5 \\\ B - 20 = x=15cm
X A\
20//6 y\\Go %:% = y=18cm

9 20
z=60— 15— 18

= z=27cm

//9 (\\ z _60 .
/ \

421. Um feixe de cinco paralelas determina sobre uma transversal quatro segmentos
que medem, respectivamente, 5 cm, 8 cm, 11 cm e 16 cm. Calcule o comprimento
dos segmentos que esse mesmo feixe determina sobre uma outra transversal,
sabendo que o0 segmento compreendido entre as paralelas extremas mede 60 cm.

422.Um triangulo ABC tem os lados AC e BC medindo 24 c¢cm e 20 cm, respectiva-
mente. Sobre o lado AC, a 6 cm do vértice C, tomamos um ponto M. Determine
a distancia de um ponto N situado sobre o lado BC, até o vértice C, de maneira
que MN seja paralelo a AB.

423. No triangulo ABC, o lado AC mede 32 cm e o lado BC, 36 cm. Por um ponto M
situado sobre AC, a 10 cm do vértice C, tragamos a paralela ao lado AB, a qual
divide BC em dois segmentos, BN e CN. Determine a medida de CN.

424. Na figura abaixo, onde a // b // ¢ // d, temos que: AD + AG + HK + KN = 180 cm;
AE 3 JK 9 KL 27.3R BF & PO o= o
— == — - = = _ = AB, BC e CD sao proporcionais a 2, 3 e 4, res-
AB-2°AB_ 5'AB 10 brop
pectivamente. A K

Calcule as medidas dos segmentos EF, B/\E J/\

Lalcule L
LM e CD. AC/ \F I/ M

~ Yo

425.Trés terrenos tém frente para a rua “A” e
para a rua “B”, como na figura ao lado.
As divisas laterais sao perpendiculares
a rua “A”. Qual a medida de frente para
a rua “B” de cada lote, sabendo que a
frente total para essa rua é 180 m?

Rua “B”

Rua “A”
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426. Determine x e y, sendo r, s e t retas paralelas. /

—]
—
N
x4
~ /
<//
e
//e;/

427. Dados um triangulo ABC e um segmento DE com D em AB e E em AC, prove que,
se AD : DB = AE : EC, entao DE é paralelo a BC.

II. Teorema das bissetrizes

177.Teorema da bissetriz interna

Uma bissetriz interna de um triangulo divide o lado oposto em segmentos
(aditivos) proporcionais aos lados adjacentes.

O enunciado acima deve ser entendido
como segue.

___Sendo ABC o triangulo de lados a, b e
¢, AD uma bissetriz interna (conforme a figu-
ra ao lado), DB = x e DC =y, teremos:

0 lado BC = a é dividido em dois segmentos aditivos, pois DB + DC = BC, ou
seja,x +y = a.
E com esta nomenclatura temos, entao:
Hipotese Tese

AD bissetriz interna do AABC = % =L
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Demonstracao:

HCorlguzimgs por C uma paralela a bissetriz AD, determinando um ponto E na
reta AB (CE / AD). X ) ) i
Fazendo BAD = 1, DAC = 2, AEC = 3, e ACE = 4, temos:

CE/AD = 1=23 (correspondentes)

CE/AD = 2=4 (alternos internos)

Como por hipétese 1 = 2, decorre que 3 = 4.

3=4 = AACEéiséscelesdebase CE = AE=AC = AE=h.

Considgrand&gé e ﬁi como transversais de um feixe de retas paralelas (iden-
tificado por AD // CE) e aplicando o teorema de Tales, vem:

X -2 ouseja, ==L
y_by J,C_b

178.Teorema da bissetriz externa

Se a bissetriz de um angulo externo de um triangulo intercepta a reta que
contém o lado oposto, entao ela divide este lado oposto externamente em segmen-
tos (subtrativos) proporcionais aos lados adjacentes.

O enunciado anterior deve ser entendido como segue:

Sendo ABC o triangulo de lados
a, b, ¢, AD a bissetriz externa com D
nareta B?) (conforme figura), DB = x e
DC =y, teremos:
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0O lado BC = a ¢ dividido externamente em segmentos subtrativos, pois
DB — DC = BC, ou seja,x — y = a.

Com esta nomenclatura, temos:

Hipotese Tese
AD bissetriz externa do AABC = % =L

Demonstracao:

Conduzimos por C uma paralela a bissetriz ﬁ, determinando um ponto E na
reta AB (CE // AD).

Fazendo CAD = 1, DAF = 2, AEC = 3 e ACE = 4, temos:
CE/AD = 2=3 (correspondentes)

CE/AD = 1=4 (alternos internos)
Como por hipétese 1 = 2, decorre que 3 = 4.
3 =4 = AACE é iséceles de base CE = AE = AC =AE = b

Considerando BC e BE como transversais de um feixe de retas paralelas (iden-
tificado por 26 // ((ﬁi) e aplicando o teorema de Tales, vem:

X _C SR
y IO,ouseJa, =
Nota

___ Seotriangulo ABC € isésceles de base
BC, entao a bissetriz do angulo externo em A
€ paralela a base BC e reciprocamente.
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EXERCICIOS

428.Se AS é bissetriz de A, calcule x nos casos:

a) A b) B c) A
/M /X/SGQ %
B 3 S X C C 12 A B 4 S 3 C

429. Se AP é bissetriz do angulo externo em A, determine x.

B 12 C X P P 12 B X C
430. Na figura, AS é bissetriz interna do angu- c
lo A. Calcule o valor de x.
40 8
S
6
A X B

431. NaAfigura, AS é bissetriz interna do angu-
lo A. Calcule x.

432.Na figura, calcule os valores de x e y, c
respectivamente, sendo BS a bissetriz
interna do angulo B. 9 15
y
A 12 B
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433.Na figura, AD é bissetriz externa do an-
gulo A. Calcule x.

434.Determine a medida do lado AB do triangulo ABC:

a) AS & bissetriz e 0 perimetro b) AP é bissetriz do angulo externo em A
do AABC é 75 m e o perimetro do AABC é 23 m

435.No triangulo ABC da figura ao lado, AS
é bissetriz interna do angulo A e AP é
bissetriz externa. Calcule a medida do
segmento SP.

Solucao
. . x 30 —x _
T.b|ss.|nt=>%—T=>x—10
- Yy _30+y —
T.blss.ext=>20 70 =y =230
SP—x+y=SP=10+30=SP =40 30-x X y
30

436.0s lados de um triangulo medem 5 cm, 6 cm e 7 cm. Em quanto é preciso
prolongar o lado menor para que ele encontre a bissetriz do angulo externo
oposto?
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437. Sendo AS e AP bissetrizes dos angulos interno e externo em A, determine o
valor de CP, dados BS = 8 me SC = 6 m.

438. A bissetriz interna do angulo A de um triangulo ABC divide o lado oposto em dois
segmentos que medem 9 cm e 16 cm. Sabendo que AB mede 18 cm, determi-
ne a medida de AC.

439. 0 perimetro de um triangulo ABC & 100 m. A bissetriz interna do angulo A divide
o lado oposto BC em dois segmentos de 16 m e 24 m. Determine os lados
desse triangulo.

440.A bissetriz interna AD de um tridngulo ABC divide o lado oposto em dois seg-
mentos BD e CD de medidas 24 c¢cm e 30 c¢cm, respectivamente. Sendo AB e AC
respectivamente iguais a 2x + 6 e 3x, determine o valor de x e as medidas de
AB e AC.

441. A bissetriz externa AS de um triangulo ABC determina sobre o prolongamento
do lado BC um segmento CS de medida y. Sendo os lados AB e AC, respectiva-
mente, o triplo e o dobro do menor segmento determinado pela bissetriz interna
AP sobre o lado BC que mede 20 cm, determine o valor de y.

442.0s lados de um triangulo medem 8 cm, 10 cm e 12 cm. Em quanto precisamos
prolongar o menor lado para que ele encontre a bissetriz do angulo externo
oposto a esse lado?

443.Considerando as medidas indicadas na figura e sabendo que o circulo esta
inscrito no triangulo, determine x.

3
=S
X
)
;ﬂ/_/

7

444.Consideremos um triangulo ABC de 15 cm de perimetro. A bissetriz externa do
angulo A desse triangulo encontra o prolongamento do lado BC em um ponto S.
Sabendo que a bissetriz interna do angulo A determina sobre BC dois segmen-
tos BP e PC de medidas 3 cm e 2 cm, respectivamente, determine as medidas
dos lados do triangulo e a medida do segmento CS.
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LEITURA

Legendre: por uma geometria
rigorosa e didatica

Hygino H. Domingues

Na Grécia antiga axioma significava, ao que tudo indica, uma verdade
geral comum a todos os campos de estudo; e postulado, uma verdade especi-
fica de um dado campo. (Modernamente, em Matematica, ndo se costuma
fazer distincao entre esses conceitos.) Euclides, ao escrever seus Elementos,
assumiu cinco postulados e cinco axiomas.

Postulados: (l) De qualquer ponto pode-se conduzir uma reta a qualquer
ponto dado; (Il) Toda reta limitada pode ser prolongada indefinidamente em
linha reta; (lll) Com qualquer centro e qualquer raio pode-se descrever um
circulo; (IV) Todos os angulos retos sao iguais; (V) Se uma reta, cortando duas
outras, forma angulos interiores de um mesmo lado menores que dois retos,
entao as duas retas, se prolongadas ao infinito, encontrar-se-ao na parte em
que os angulos sao menores que dois retos.

Entre os axiomas figuram, por exemplo: “Coisas iguais a uma mesma
coisa sao iguais entre si” e “O todo € maior que a parte”.

A partir dessa base légica, mais algumas definicdes, os Elementos des-
fiam seus teoremas sem intercalar nenhum exercicio ou aplicagcao pratica, for-
mando um texto que, pelos padroes modernos, dificilmente poderia ser classi-
ficado de didatico. E bem provavel que este aspecto nao contasse ao tempo de
Euclides. Mas, a medida que a geometria ganhasse espago como valor cultural
universal, obviamente esse quadro teria que mudar. E na Franca do século XVIII,
no centro da efervescéncia intelectual que animava a Europa, varios textos fo-
ram publicados visando tornar mais palatavel aos iniciantes a geometria de
Euclides. Frequentemente, porém, esse trabalhos sacrificavam as demonstra-
¢oes, o rigor, numa banalizagao pouco construtiva. Uma notavel excegao foi o
Elementos de Geometria de Adrien Marie Legendre (1752-1833).

Legendre nasceu de uma familia abastada de Toulouse, sul da Franca.
Iniciou-se na matematica no Colégio Mazarin de Paris, onde estudou, sob
orientacao do abade Joseph Francois Marie (1738-1801). E revelou tanto
talento que ja em 1775 era indicado para ocupar a cadeira de Matematica
da Escola Militar de Paris. Mas em 1780 renunciou a essa catedra para po-
der dedicar mais tempo a pesquisa. E dois anos depois ganhava um prémio
oferecido pela Academia de Berlim com trabalho sobre a trajetéria de um



projétil num meio resistente. Isso obvia-
mente chamou a atencao da comunida-
de matematica francesa para seu nome,
o0 que lhe abriu as portas da Academia
de Ciéncias, em 1783. Em termos de
pesquisa, Legendre deixou significativas
contribuicées em varios campos da ma-
tematica, com énfase maior talvez no
das funcoes elipticas e no da teoria dos
nimeros. Neste ultimo deve-se a ele o
primeiro enunciado completo e uma de-
monstracao parcial da notavel lei da reci-
procidade quadratica. Alias, seu livro En-
saio sobre a teoria dos numeros (uma
edicao em 1798 e outra em 1808) foi o primeiro tratado moderno a ser pu-
blicado sobre o assunto.

A geometria certamente nao estava entre as prioridades de Legendre.
No entanto, seu Elementos de Geometria, um texto que concilia rigor e preo-
cupacao didatica, numa reorganizacao bastante clara e agradavel dos Ele-
mentos de Euclides, com muitas demonstracées novas, mais simples, foi um
grande éxito editorial. S6 na Franca, antes da morte do autor, sairam vinte
edicoes, compreendendo cerca de 100 mil exemplares. Em 1809 foi feita no
Rio de Janeiro uma traducao para o portugués: a obra de Legendre seria um
dos livros adotados no “Curso Mathematico”, da Academia Real Militar, cria-
da no ano seguinte naquela cidade.

Durante cerca de quarenta anos Legendre lutou para provar o postulado V
de Euclides a partir dos outros, uma tarefa impossivel, como se sabe hoje. Fa-
Ihou sempre ao admitir, inadvertidamente, hipéteses equivalentes ao proprio
postulado. Mas mesmo nessa empreitada ingléria nao faltou competéncia e
engenhosidade ao seu trabalho.
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Adrien Marie Legendre (1752-1833)
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Semelhanca de
triangulos e poténcia
de ponto

I. Semelhanca de triangulos

179. Definig¢ao

Dois triangulos sao semelhantes se, e somente se, possuem os trés angulos
ordenadamente congruentes e os lados homélogos proporcionais.

A

w
Q
N

AABC ~ AAB'C' &

o W b
D
|

O I >
I

~ : semelhante

Dois lados homélogos (homo = mesmo, logos = lugar) sao tais que cada um
deles esta em um dos triangulos e ambos sao opostos a angulos congruentes.
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180. Razao de semelhanca

Sendo k a razao entre os lados homélogos,

k é chamado razao de semelhanca dos triangulos.
Se k = 1, os triangulos sao congruentes.

181. Exemplo:

Sendo dado que os triangulos ABC e A'B'C' sao semelhantes, que os lados do
segundo tém medidas A'B' = 3 cm, A'C' = 7 cm e B'C' = 5 cm e que a medida do
lado AB do primeiro € 6 cm, vamos obter a razao de semelhancga dos triangulos e os
outros dois lados do primeiro triangulo.

B
c=6 S ¢ =3 a =5
A b C A b =7 C
'B'C" a_»b_c a_b_6_
AABC ~ AA'B'C' = N 5—7—3—2
A razao de semelhanca € 2.
2 -2 - a=10
a b 5
====2 = b
5 7 2 -2 = b-14

Os outros dois lados do primeiro triangulo medem BC = 10 cm e AC = 14 cm.
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182. Propriedades

Da definicao de triangulos semelhantes decorrem as propriedades:
a) Reflexiva: AABC ~ AABC
b) Simétrica: AABC ~ ARST < ARST ~ AABC

AABC ~ ARST
c) Transitiva: ARST ~ AXYZ [ = AABC ~ AXYZ

183. Teorema fundamental

Se uma reta € paralela a um dos lados de um triangulo e intercepta os ou-
tros dois em pontos distintos, entao o triangulo que ela determina € semelhante
ao primeiro.

Hipotese Tese

DE/BC = AADE ~ AABC

Demonstracgao: A

Para provarmos a semelhanca entre
AADE e AABC, precisamos provar que eles
tém angulos ordenadamente congruentes e
lados homélogos proporcionais:

19) Angulos congruentes B C

DE//BC = (D=BekE =C)(angulos correspondentes)
entao, temos: D = =CeAcomum (1)

29) Lados proporcionais

Pelo teorema de Tales, temos:

AD _ AE
AB = AC D, E

Por E construimos EHF paralela a AHB
com F em BC. B F C
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Paralelogramo BDEF = DE = BF

AE  BF AE _ DE
Teorema de Tales = AC — BC = AC T BC

AD AE DE
Logo, 75 =ac “BC @
3¢) Conclusao
(1) e(2) = AADE ~ AABC

184. Exemplo:

Um triangulo ABC tem os lados AB =
=12 cm, AC = 13 cm e BC = 15 cm. A reta
I<D_)E paralela ao lado BC do triangulo determina
um triangulo ADE, em que DE = 5 cm. Vamos
calcular AD = x e AE = .

Basta aplicar o teorema fundamental:

DE // BC - X _Y _5 _ _ 13
/ = AADE~AABC = 5 =53 =75 = x=dey=-—3
Logo,AD=4cmeAE=%cm.

EXERCICIOS

445.0s triangulos ABC e A'B'C' da figura sao semelhantes (AABC ~ AA'B'C').

Se a razao de semelhanca do 12 para o0 2¢ é % determine:

a) a,bec b) a razao entre os seus perimetros

A A
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446.0s triangulos ABC e PQR sao semelhantes. Determine x e y.

A
Q
28 10
X 8
R
B 20 C y P

447.Se o AKLM é semelhante ao AFGH, determine x.

K
F
18 /\
L 42 M G X H

448.0s trés lados de um triangulo ABC medem 8 cm, 18 cm e 16 cm. Determine
os lados de um triangulo A'B'C' semelhante a ABC, sabendo que a razao de
semelhancga do primeiro para o segundo é igual a 3.

449. Se DE é paralelo a BC, determine x nos casos:
b) x = AD

a) A
E
6
C
D E
8 36
3 27
B X C
D 10 B A

450. % um A@Cgbemos que AE= 20m,BC =30 me AC = 25 m. Se D esta em
AB, E em AC, DE € paralelo a BC e DE = 18 m, determine x = DB ey = EC.
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452,

453.

454,

455.

456.
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Mostre que, se a razao de semelhancga entre dois triangulos € k, entao a razao
entre seus perimetros é também k.

Solucao

Dados os triangulos semelhantes ABC e A'B'C' e sendo k a razao de
semelhanca, temos:

A
e b
B a C

2p=a+b+c 2p' =a' +b' + ¢
a = ka'

a_ b v o b=k

a b @ .
c = ke

2p a+b+c_ka'+kb'+kc'_k(a'+b'+c')_k
2p' a'+b'+c¢  a +b +c = a+b +c

Dois triangulos ABC e A'B'C' sao semelhantes. Sabendo que o lado AB do
triangulo ABC mede 20 cm e que seu homélogo A'B' do triangulo A'B'C' mede
40 cm, determine o perimetro do triangulo ABC, sabendo que o perimetro do
triangulo A'B'C' é 200 cm.

O perimetro de um triangulo € 60 m e um dos lados tem 25 m. Qual o perimetro
do triangulo semelhante cujo lado homélogo ao lado dado mede 15 m?

Os lados de um triangulo medem 8,4 cm, 15,6 cm e 18 cm. Esse triangulo é
semelhante a um triangulo cujo perimetro mede 35 cm. Calcule o maior lado do
segundo triangulo.

Num triangulo ABC os lados medem AB = 4 cm, BC = 5¢cm e AC = 6 cm. Cal-
cule os lados de um triangulo semelhante a ABC, cujo perimetro mede 20 cm.

Um tridngulo cujos lados medem 12 m, 18 m e 20 m é semelhante a outro cujo
perimetro mede 30 m. Calcule a medida do menor dos lados do triangulo menor.
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457. Na figura, AB = 2(BC) e BE = 14. D
Calcule CD, sabendo que BE // CD. E
AB = 2a,BC = a X
14
BE=14e CD = x
¢ a B 2a A

458.As bases de um trapézio medem 12 m e 18 m e os lados obliquos as bases
medem 5 m e 7 m. Determine os lados do menor triangulo que obtemos ao
prolongar os lados obliquos as bases.

II. Casos ou critérios de semelhanca

185. 1° caso

“Se dois triangulos possuem dois angulos ordenadamente congruentes, en-
tao eles sao semelhantes.”
Hipotese Tese
AABC, AA'B'C'

A=A B=8 } = AABC ~ AA'B'C'

Demonstracgao:

Vamos supor que os tridngulos ndo sdo congruentes e que AB > A'B'.
_Seja D um ponto de AB tal que AD = A'B' e o triangulo ADE comD =B' e Eno
lado AC.
A A

O

m
@
N

| =
@)

" D=8)3 AADE = AAB'C'
= AABC ~ AA'B'C'
} =

5
l
>
5]
O
Il
>
vy}

[wwkd

oo O
L
U)

D = DE // BC = AABC ~ AADE

(ool
i
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186. Esquema e exemplo de aplica¢ao do 1° caso

Esquema:
A A=AL _, AABC ~ AAB'C' =
B =B
</ [p a_»b _c¢c _
= au - bl - CI - k
B C
Isto é:

Se dois triangulos tém dois angulos ordenadamente congruentes, entao eles
sao semelhantes e dai decorre que tém lados homdlogos proporcionais.
(“2 angulos congruentes = triangulos semelhantes = lados proporcionais")

Exemplo:

Na figura ao lado, dado que S = B,
AB = 10 cm, BC = 8 cm, AC = 14 cm e
AS = 5 cm, vamos calcular RS = xe AR =y.

(Note que |<?_)S nao € paralela a <BTE))

A
S
R
C B
Iniciamos por notar que o angulo A é
comum a dois triangulos. A seguir separamos A A
estes triangulos colocando nas figuras os
14
y 10
R
C B B

“dados" e os “pedidos”. 5

X

X
A é comum A N B B 8
14

—
*
=
>
<
o1

Logo,RS=4cmeAR =7 cm.

(*) Nos numeradores colocamos os lados de um dos tridngulos e nos denominadores os homélogos do outro.
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187. 2° caso

“Se dois lados de um triangulo sao proporcionais aos homdélogos de outro
triangulo e os angulos compreendidos sao congruentes, entao os triangulos sao
semelhantes.”

A demonstracao € analoga a do 1¢ caso, usando-se o caso de congruéncia LAL
(em lugar de ALA) e o teorema fundamental.
O esquema deste caso € o0 que segue:

A

_b _
_I_bl_k

AI

P2
i

188. 32 caso

“Se dois triangulos tém os lados homaologos proporcionais, entao eles sao
semelhantes.”

A demonstracao deste caso € analoga a do 1° caso, usando-se 0 caso de con-
gruéncia LLL (em lugar de ALA) e o teorema fundamental.
0O esquema deste caso € o que segue:

A b

B

I
(wold
I

I
o

—.=—=%=k — AABC ~ AAB'C' = (A=A'B
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189. Observacdes:

Com base nos casos de semelhanca, podemos ter os resultados seguintes.

Se a razao de semelhanca de dois triangulos é k, entao:
a razao entre lados homdlogos € k;
a razao entre os perimetros € k;
a razao entre as alturas homélogas € k;
a razao entre as medianas homélogas € k;
a razao entre as bissetrizes internas homoélogas é k;
a razao entre os raios dos circulos inscritos € k;
a razao entre os raios dos circulos circunscritos € k;

a razao entre dois elementos lineares homélogos é k;
e 0s angulos homoélogos sao congruentes.

EXERCICIOS

459. Se angulos com “marcas iguais” sao congruentes, determine as incégnitas nos
casos:

a) b)
10 X « 8
12 6 3 6
8 y 6 y

460.Se o = f3, determine x e y nos casos:
a)
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461.Determine x € y nos casos:
a)

462.Sendo r e s retas paralelas, determine x nos casos:

21

463.Se AB // ED, DE = 4 cm, CD = 2 cm e BC = 6 cm, calcule a medida de AB.
A

464.Na figura abaixo, AB é paralelo a DE.
a) Prove que os triangulos ABC e EDC sao semelhantes.
b) Sendo AB = 5, AC = 6, BC = 7 e DE = 10, calcule CD.

A B

D E
465. Na figura ao lado, determine o valor de x. A
5 //
/
A

[——

8

C
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466. Calcule o valor de x, sabendo que a figura
ao lado € um paralelogramo.

467. Na figura, as medidas sao AB = 8 cm,
BC = 3 cm e AE = A5 cm. ACaIcuIe
x = DE, sabendo que ACE = ADB.

468. Nas figuras, determine x.

a)8/
Vi

469. Dada a figura, determine o valor de x.

470. Na figura ao lado, consideremos os qua-
drados de lados a e b (a > b). Calcule o
valor de x.

471.Na figura ao lado, consideremos os qua-
drados de lados x, 6 e 9. Determine o peri-
metro do quadrado de lado x.

9 | Fundamentos de Matematica Elementar
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472. Determine a medida do lado do quadrado da C
figura. E D
4 -1 []
-
A ; B
6

473. Prolongando-se os lados obliquos as bases de um trapézio, obtemos um ponto
E e os triangulos ECD e EAB. Determine a relacao entre as alturas dos dois
triangulos, relativas aos lados que sao bases do trapézio, sendo 12 cm e 4 cm
as medidas das bases do trapézio.

M

474, As bases de um trapézio ABCD medem 50 cm e

S
z

30 cm e a altura 10 cm. Prolongando-se os lados RN
nao paralelos, eles se interceptam num ponto E. De- I,’ i \\
termine a altura EF do triangulo ABE e a altura EG do c/ 16 _“\p
triangulo CDE (vide figura). / ! \

A : B

-

475. Num triangulo is6sceles de 20 cm de altura e %O cm de base esta inscrito um

retangulo de 8 cm de altura com base na base do tridngulo. Calcule a medida
da base do retangulo.

476. Determine x e y.

4
3 - X
-]
6 y
[T
9
16
477. Na figura, temos: AB = 8, BC = 15,AC =17 e A D
EC = 4. Determine x = DEey = CD.
X
y
E
B C
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478.Na figura ao lado, o quadrado DEFG A
esta inscrito no triangulo ABC. Sendo G .
BD = 8 cm e CE = 2 cm, calcule o pe-
rimetro do quadrado.

B b E C

479. Num retangulo ABCD, os lados AB e BC D C

medem 20 cm e 12 cm, respectivamen-

te. Sabendo que M € o ponto médio do £

lado AB, calcule EF, distancia do ponto

E ao lado AB, sendo E a interse¢ao da

diagonal BD com o segmento CM. A M F B
480. Na figura, determine x.

8 10
10

481.Consideremos um triangulo ABC de lado BC = 10 cm. Seja um segmento CDin-
terno ao triangulo tal que D seja um ponto do lado AB. Sabendo que BD = 4 cm,
e os angulos BAC e BCD sao congruentes, determine a medida de AD.

482.Pelos pontos A e B de uma reta tracam-se perpendiculares a reta. Sobre elas
tomam-se os segmentos AC = 13 cm e BD = 7 cm. No segmento AB = 25 cm
toma-se um ponto P tal que os angulos APC e BPD sejam congruentes. Calcule
a medida de AP.

483. Considere a circunferéncia circunscrita a um triangulo
ABC. Seja AE um diametro dessa circunferéncia e AD
a altura do triangulo. Sendo AB = 6 cm, AC = 10 cm
e AE = 30 cm, calcule a altura AD. D
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484.Calcule R, raio da circunferéncia circunscrita ao trian- A
gulo ABC da figura, sendo AB = 4, AC = 6 e AH = 3.

485.Dois circulos de raios R e r sao tangentes exteriormente no ponto A. Sendo C e
D os pontos de tangéncia de uma reta t externa, com os dois circulos, determi-
ne a altura do triangulo ACD relativa ao lado CD.

486.0 ponto O € a intersecao das diagonais AC e BD de um losango ABCD. Prolonga-se
o lado AD até um ponto F de modo que DF = 4 m. Se OF encontra CD em E e
ED = 2 m, determine o lado do losango.

487.De um triangulo ABC sabemos que o angulo A é o dobro do angulo C, que
AB = 6 m e que AC = 10 m. Determine BC.

488.Na figura, as semirretas PA e PB s3o tangentes
a circunferéncia. Se as distancias entre Q e as
tangentes s@o 4 e 9, ache a distancia entre Q e a
corda AB.

489. As retas t e ¢ sao tangentes as circunferéncias em
A. Determine AB em funcao de a = BC e b = BD.

490.Na figura ao lado, RQ é perpendicular a PQ, PQ
é perpendicular a PT e TS é perpendicular a PR.
Prove que: R
(TS) - (RQ) = (PS) - (PQ)
\ .

206 Fundamentos de Matematica Elementar | 9




SEMELHANCA DE TRIANGULOS E POTENCIA DE PONTO

III. Poténcia de ponto

190. vamos estudar a poténcia de um ponto P em relacdo a uma circunferéncia A.

19 caso: P é interior a A 292 caso: P é exterior a A

aERN Y P

S

__ Em casos como os das figuras acima dizemos que RS é uma corda e que RP e
PS sao suas partes; PX € um “segmento secante” e PY é sua parte exterior. Com
isto, vamos a uma:

191. Deducgao (para os dois casos)

Se por P passam duas retas concorrentes que interceptam a circunferéncia
em A, B, C e D, respectivamente, temos:

@
Considerando os triangulos PAD e PCB:
P comum (ou 0.p.v.)
. . BD — APAD ~ APCB = & _PD
A=C= - PC PB

= (PA) - (PB) = (PC) - (PD)
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192. Enunciados

No 1¢° caso: “Se duas cordas de uma mesma circunferéncia se interceptam,
entao o produto das medidas das duas partes de uma € igual ao produto das
medidas das duas partes da outra”.

No 2¢ caso: “Se por um ponto (P) exterior a uma circunferéncia conduzimos
dois ‘segmentos secantes’ (PA e PC), entéo o produto da medida do primeiro (PA)
pela de sua parte exterior (ﬁ) € igual ao produto da medida do segundo (%) pela
de sua parte exterior (PD)".

193. Generalizagao do 1° caso

Consideremos as cordas ﬁ, ﬁ, E_F, @, . MN que se interceptam em P.

Com o resultado anterior e tomando AB para comparacgao, temos:

(PA) X (PB) = (PM) X (PN) ‘

Donde concluimos que, fixados o ponto P e a circunferéncia, (PA) X (PB) é
constante, qualquer que seja a corda AB passando por P. Este produto (PA) X (PB) é
chamado poténcia do ponto P em relacao a circunferéncia.

Logo,

(PA) X (PB) = (PC) X (PD) = (PE) X (PF) = (PG) X (PH) = ...
... = (PM) X (PN) = Poténcia de P em relacao a circunferéncia A (O, r).
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194. Generalizagao do 2° caso

Consideremos o segmento secante PA,
sua parte exterior PB e um segmento PT tangen-
teaA.

Analisando os triangulos PAT e PTB, vem:

P comum
. TB}! = APAT~ APTB =
A=t=—
2
PA  PT
= = =5 = (PN X (PB) = (PT):

Com o resultado anterior, e procedendo de modo analogo ao feito no 1¢ caso,
temos:

(PA) X (PB) = (PC) X (PD) = (PE) X (PF) = ... = (PM) X (PN) = (PT)> =
= Poténcia do ponto P em relagao a circunferéncia A (O, r).

EXERCICIOS

491.Em cada caso, determine a incognita.

a) ’ b) 4 3
S
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o ) N
X
X
2
d) f)
/

492. Determine o valor de x nas figuras abaixo.

b)
b) C
V4l O’
D

494.Na figura, calcule as medidas das cordas BD e CE.

B E
AB = 3x %
AC=4x — 1 V
AD=x+1

AE = x
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496.

497.

498.

9 |
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Solugao

(AB) X (AD) = (AC) X (AE)
3x(x + 1) = (4x — 1)x

x = 0 (nao serve) oux = 4
BD=3x+x+1=17;
CE=4x—-1+x=19

Determine o valor de x nas figuras abaixo.
b)

a) A
2
C ’ /
/X
B
Determine o raio do circulo nos casos:
a) b) m .
M

Na figura, sendo ED: EC = 2 : 3, AE = 6 e EB = 16, c A
calcule o comprimento de CD.
B D

Determine a medida do segmento DE da figura,
sabendo que AB € o diametro da circunferéncia, B

D
0 ponto de tangéncia do segmento BC a circunfe-
réncia e DE é paralelo a BC.

11
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Solugao
Poténcia de ponto = (BC)?=9:-25 = BC =15

BC AC 15 25

DE_AD — DE_ 10 LE=E

Semelhanca =

499. Calcule a poténcia de um ponto P em relagcao a uma circunferéncia de centro O
e raio r, em funcao da distancia d entre O e P e do raio r.

Solucao

Conforme vimos nos itens 193 e 194, qualquer corda (ou segmento se-
cante) serve para nos dar a poténcia x de P em relacao a circunferéncia.

No 1¢ caso: x=(PA)x (PB) = (d + 1) X (r—d)=r2 — a2
No 2¢ caso: x=/PA)Xx(PB)=(@d+nNx@d—-r=0d—r

Nos dois casos: x = |d? — r?|.

500. Na figura ao lado, calcule pot A + pot B + pot C. A

Observacao:
pot A = poténcia de A em relacdo a A

C

501.Por um ponto P distante 18 cm de uma circunferéncia, traca-se uma secante
que determine na circunferéncia uma corda AB de medida 10 cm. Calcule o
comprimento da tangente a essa circunferéncia tracada do ponto P, sabendo
que AB passa pelo centro da circunferéncia.
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502. Determine o raio do circulo menor inscrito num qua- B
drante do circulo maior, da figura ao lado, sendo 2R o r
diametro do circulo maior.

D,

503. Duas cordas AB e CD interceptam-se num ponto P interno a uma circunferéncia.
Determine a medida do segmento BP, sabendo que os segmentos CP, DP e a
corda AB medem, respectivamente, 1 cm, 6 cm e 5 cm.

504. Num circulo duas cordas se cortam. O produto das medidas dos dois segmentos
da primeira corda é 25 cm?2. Sabe-se que na segunda corda o menor segmento

vale % do maior. Determine a medida do maior segmento dessa segunda corda.

505.AB e Eséo duas cordas de medidas iguais, pertencentes a um circulo. Uma
corda AD intercepta a corda BC num ponto P. Prove que os triangulos ABD e APB
sao semelhantes.
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Triangulos
retangulos

I. RelagOes meétricas

195. Elementos

Considerando um triangulo ABC, retangulo em A, e conduzindo AD perpendi-
cular a BC, com D em BC, vamos caracterizar os elementos seguintes:

BC = a: hipotenusa,

AC = b: cateto,

AB = c: cateto,

BD = m: projecao do cateto ¢

. sobre a hipotenusa,

CD = n: projecao do cateto b

. sobre a hipotenusa,

AD = h: altura relativa a hipotenusa.

Note que, para simplificar, confundimos um segmento com a sua medida. As-
sim, dizemos que a é a hipotenusa, podendo ser entendido que a é a medida da
hipotenusa.
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196. Semelhancgas

Conduzindo a altura AD relativa & hipo-
tenusa de um triangulo retangulo ABC, obte-
mos dois triangulos retangulos DBA e DAC
semelhantes ao triangulos ABC.

De fato, devido a congruéncia dos angulos indicados na figura acima,

B = 1 (complementos de C) e

C = 2 (complementos de B)
temos:
AABC ~ ADBA AABC ~ ADAC ADBA ~ ADAC

A A A
1
2
1
B C B -D Dk 2 C

pois eles tém dois angulos congruentes.

Logo:

[AABC ~ ADBA ~ ADAC]
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197. Relagoes métricas
a) Deducao

Com base nas semelhangas dos triangulos citados no item anterior e com os
elementos ja caracterizados, temos:

A A A
¢ ° </ |h h °
B C B :
a m D D = C
(a b
-~ Th = bc = ah (4)
AABC ~ ADBA = <%:% = c2=am (2)
b ¢
h = m = ch =bm (6)
(a b )
" = b an (1)
a c
AABC ~ ADAC = <F:W = bc = ah (4)
b c
\T_T = bh=cn (5)
(¢ h
" = bh = cn (5)
c m
ADBA ~ ADAC = <F=T = c¢h =bm (6)
h _m 2 _
"o = h?=mn (3)

r

Resumindo as relacdes encontradas, excluindo as repetidas, temos:

—_

3)h?=m-n
4)b-c=a-h

o
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b) Enunciados

Média proporcional dos segmentos r e s dados € o segmento x que, com 0s
segmentos dados, forma as seguintes proporcoes:

r X X S

Dessas proporcoes segue que:
x2=r-souaindax ="r-s
A média proporcional de r e s coincide com a média geométrica de r e s.

Em qualquer triangulo retangulo:

1°) cada cateto € média proporcional (ou média geométrica) entre sua projecao
sobre a hipotenusa e a hipotenusa.

b2=a-n c2=a-'m

2°) a altura relativa a hipotenusa é média proporcional (ou média geométrica)
entre os segmentos que determina sobre a hipotenusa.

h2=m-n

32) o produto dos catetos € igual ao produto da hipotenusa pela altura relativa
a ela.

4°) o produto de um cateto pela altura relativa a hipotenusa € igual ao produto do
outro cateto pela projecao do primeiro sobre a hipotenusa.
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c) Teorema de Pitagoras

[A soma dos quadrados dos catetos € igual ao quadrado da hipotenusa.]

b? + ¢ = a?

Demonstracao:

Para provar esta relacéo basta somar membro a membro (1) e (2), como segue:

b>=a-n +
) = b?2+cP=am+an = b2+c2=am+n) =
cc=a-°'m [

a

= b2+ c?=a?

d) Observacoes

12) As trés primeiras relagcdes métricas

b2=a-n (1)
c2=a-m (2
h2=m-n (3)

sao0 as mais importantes.

Delas decorrem todas as outras. Por exemplo, fazendo (1) X (2) membro a
membro e usando a (3), temos:

b2-c2=an-am = b?-c?=a2-mn = b?>:-c®2 = a%2-h? =
—~ b-c=a-h (3) 4

22) Num triangulo retangulo, a soma dos inversos dos quadrados dos catetos
€ igual ao inverso do quadrado da altura relativa a hipotenusa.

1 1 1
it w
De fato:
i+l_02+b2_ a2 a1
b2 c2 b2 - 2 - b2 - 2 o a2 - h2 h2
— —
L4y 4
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32) Reciproco do teorema de Pitagoras

Se num triangulo o quadrado de um lado € igual a soma dos quadrados dos
outros dois, entao o triangulo € retangulo.

Hipotese Tese
AABC em que a2 = b%2 + ¢c2 = AABC é retangulo
Demonstracao:

A P
C b n m
B c M [ N
a p

Construindo o triangulo MNP, retangulo em M e cujos catetos MN e MP
sejam respectivamente congruentes a AB e AC, temos:

AMNP retanguloem M = m?2 = n? + p?

Comon=Dbep=c,vemm? = b2+ c2

Logo, m? = a2, ou seja, m = a.

Entao, pelo caso LLL, AABC = AMNP e, como AMNP é retangulo em M, o
AABC é retangulo em A.

EXERCICIOS

506. Determine o valor de x nos casos:

a) c) ;
/O\ 4
X
X 3
b) d) E
5 i 13 3 6
X X
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507. Determine x em funcao de a nos casos:

a) /O\ b)
2a

508. Determine x nos casos:

a) c)

X 29

b) d)
/O\ X +2 ;
X + 1

509. Determine x nos casos:

a) b) X
6 X
245
8 4 ° :

o . 3

510.Escreva 10 relacoes métricas com os ele-
mentos indicados na figura.

511.Determine x nos casos:

a) /‘E\ b)
X 6
4 . 9 -

12 X
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12 4 3 X

512.Na figura, determine os elementos x, y, z e t.

513. Determine x € y n0Ss casos:

b)
8
y
X %X’—’ 12
514. Determine o valor de x.
a) b)
X 12
4
6y5 45

515. Calcule os elementos y, z, t e x na figura ao lado.

516. Determine o raio do circulo nos casos:

a) b) a5
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517. Determine x nos casos:

a) triangulo isésceles b) triangulo equilatero
15 15
X 10
18

518. Determine o valor de x nos casos:
a) retangulo b) quadrado

12 6

519. Determine o valor de x nos trapézios isésceles.
a) 8

520. Determine o valor de x nos trapézios retangulos.

a) 9 c) 17
[ [-1
10
X X
] X + 8
17 (-]
X
b d X
) 8 - ) o
X
5 3 8
[ ]
X 32

222 Fundamentos de Matematica Elementar |

9



TRIANGULOS RETANGULOS

521. Determine o valor de x nos losangos.
= ) I - b)

30

522. Determine o valor de x nos paralelogramos.

a) 10 b) --
X 17 8
—F----e-
7
523. Determine a altura do trapézio da figura.
10
8 221
20
524. Determine o valor de x nos casos.
a) c) A
4 e
X
b) Ny d)
» a5/ NS
10

9 | Fundamentos de Matematica Elementar 223



TRIANGULOS RETANGULOS

525. Determine o valor de x nos casos:
a) C)

\\“

b)

x
e

Solucao do item d

Tracando os raios que vao até os pontos de contato, obtemos um trapézio
retangulo cuja altura é x.

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo sombreado, obtemos:
X+12=8 = x2=63 = x=3V7

526. Determine o raio do circulo nos casos:

3) o) 18
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527. Determine o valor de x nos casos:

) ! b) AB = 15

528. Determine o raio do circulo nas figuras:

a) Trapézio retangulo de bases b) AH=25m,BC=30me
10me 15 m AB = AC

D B

529. Determine o valor de x nos casos:

«P ‘/X |

530. Determine o raio do circulo, nos casos, se o triangulo retangulo possui:
) catetosde6me8m um cateto de 8 m e hipotenusa
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531.

532.
533.
534.

535.
536.
537.

538.
539.

540.

541.

542.

Determine o valor de x nas figuras:
a) b)

24
Determine a diagonal de um quadrado de perimetro 20 m.

Determine a diagonal de um retangulo de perimetro 20 m e base 6 m.

O perimetro de um losango € 52 m e uma diagonal mede 10 m. Calcule a outra
diagonal.

Determine a altura de um triangulo equilatero de perimetro 24 m.
Determine o perimetro de um tridngulo equilatero de altura 6 m.

O perimetro de um triangulo isoésceles é de 18 m e a altura relativa a base
mede 3 m. Determine a base.

Determine a menor altura de um triangulo cujos lados medem 4 m, 5 m e 6 m.

Determine a altura nao relativa a base de um triangulo isésceles de lados 10 m,
10 me 12 m.

A altura de um retangulo mede 8 m, a diagonal excede a base em 2 m. Calcule
a diagonal.

O perimetro de um retéangulo é de 30 m e a diagonal mede 5\/§m. Determine
os lados desse retangulo.

A altura relativa a base de um triangulo is6sceles excede a base em 2 m. De-
termine a base, se o perimetro € de 36 m.

Solucao
Sendo 2x a medida da base (para sim-
plificar os calculos) e considerando as
medidas indicadas na figura, temos:
a a

h h=2x+2 h=2x+2

2x = 2a = 36 = ja =18 — x =
X X X2 + h? = a2 X2 + h? = a2
2X
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544.

545,

546.

547.

548.

549.

550.

551.

552.

553.
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X2+ (2x +2)2= (18 — x> =

X2+ 4x?°+ 8x + 4 =324 — 36x + X2 =

42 +44x —320=0 = x2+11x—80=0 =x=5
A base mede 10 m.

L J U

Cada um dos lados congruentes de um tridngulo is6sceles excede a base em
3 m. Determine a base, se a altura relativa a ela € de 12 m.

A diferenga entre as medidas das diagonais de um losango de 68 m de perime-
tro € 14 m. Determine as diagonais desse losango.

As bases de um trapézio retangulo medem 3 m e 9 m e o seu perimetro é de
30 m. Calcule a altura.

Calcule a altura e as projecoes dos catetos sobre a hipotenusa, no triangulo
retangulo de catetos 12 cm e 16 cm.

Calcule a hipotenusa, a altura relativa a hipotenusa, e as projecoes dos catetos
sobre a hipotenusa de um triangulo retangulo de catetos 3 e 4.

Dado um triangulo equilatero de lado a, calcule sua altura.

Uma escada de 2,5 m de altura esta apoiada em uma parede e seu pé dista
1,5 m da parede. Determine a altura que a escada atinge na parede, nessas
condicoes.

A altura relativa a hipotenusa de um triangulo retangulo mede 12 m. Se a hipo-
tenusa mede 25 m, calcule os catetos.

Num triangulo ABC, retadngulo em A, a altura relativa a hipotenusa mede
1,2 cm e a hipotenusa mede 2,5 cm. Sendo m e n, respectivamente, as projecoes

. . m
do maior e do menor cateto sobre a hipotenusa, calcule re

Dois ciclistas partem de uma mesma cidade em direcdo reta; um em direcéo
leste e o outro em diregcao norte. Determine a distancia que os separa de-
pois de duas horas, sabendo que a velocidade dos ciclistas € de 30 km/h e
45 km/h, respectivamente.

As bases de um trapézio is6sceles medem 12 m e 20 m, respectivamente. A
soma dos lados nao paralelos € igual a 10 m. Quanto mede a altura?
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554,

555.

556.

557

558.

559.

560.

561.

562

563.

564.

565.

As bases de um trapézio is6sceles medem 7 cm e 19 cm e os lados nao para-
lelos 10 cm. Calcule a altura desse trapézio.

Em um trapézio retangulo, a soma das bases € de 16 cm, sendo uma delas os

%da outra. Determine a altura, sabendo que o lado obliquo mede 5 cm.

Na figura ao lado, calcule a altura do trapézio B r C
retangulo ABCD.

. Sabendo que a soma dos quadrados dos catetos com o quadrado da hipotenusa

de um triangulo retangulo € igual a 200, determine a medida da hipotenusa des-
se triangulo.

Calcule o perimetro do triangulo is6sceles de 16 cm de base e 6 cm de altura.

Determine a altura de um trapézio de bases 24 cm e 10 cm, sabendo que os
lados nao paralelos medem respectivamente 15 cm e 13 cm.

A base maior e um dos lados obliquos as bases de um trapézio isésceles cir-
cunscritivel a um circulo sao respectivamente iguais a 18 cm e 13 cm. Determi-
ne a medida da altura do trapézio.

Uma corda comum a dois circulos secantes mede 16 cm. Sendo 10 cme 17 cm
as medidas dos raios dos circulos, determine a distancia entre seus centros.

. Seja um ponto P, externo a circunferéncia. A menor distancia desse ponto a circun-

feréncia vale 6 cm e a maior distancia desse ponto a circunferéncia vale 24 cm.
Determine o comprimento do segmento tangente a circunferéncia, por esse ponto.

Dois circulos de raios 12 cm e 20 cm s&o tangentes externamente. Determine
o comprimento do segmento PQ, tangente comum aos dois circulos, sendo P e
Q pontos de tangéncia.

Um trapézio isésceles circunscritivel tem bases medindo 8 cm e 16 cm. Calcule
a altura do trapézio.

Prove que o diametro de um circulo inscrito em um trapézio isésceles é média
geométrica entre as bases do trapézio.
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567.

568.

569.

570.

571.

572.

573.

574.

TRIANGULOS RETANGULOS

Calcule a medida do raio do circulo, na figura ao E

lado, sabendo que AD = 12 cm, AE = 15 cm e B
AB = 8 cm. A :

Num triangulo isésceles de altura 8, inscreve-se uma circunferéncia de raio 3.
Calcule a medida da base do triangulo.

Sobre a hipotenusa AB de um triangulo retangulo ABC é construido um segun-
do trigngulo retangulo ABD, com hipotenusa AB. Se BC = 1, AC = b e AD = 2,
calcule BD.

No trapézio ABCD ao lado, a diagonal AC é perpendicular A B
ao lado obliquo AD. Sendo CD = 25 cm e AD = 15 cm,
determine a medida da altura do trapézio.

D C
Determine a medida da diagonal AC do trapézio retan- D C
gulo da figura ao lado, sabendo que as bases medem |- !
respectivamente 4 cm e 9 cm e que o lado BC mede i
N34 cm. - :
A M B

0 segmento AB tem suas extremidade A e B como pontos de tangéncia as
circunferéncias de centros O, e 0,. Sendo 15 ¢cm e 3 cm os raios dessas circun-
feréncias, respectivamente, e 24 cm a distancia entre seus centros, determine
0 segmento AB.

Determine a medida da hipotenusa de um triangulo retangulo sendo 24 m o seu
perimetro e % m a medida da altura relativa a hipotenusa.

Considere-se uma semicircunferéncia de diametro AOB = 2r. Construimos in-
ternamente duas novas semicircunferéncias com diametros OA e OB e uma
circunferéncia tangente a essas trés semicircunferéncias. Calcule a medida do
raio dessa circunferéncia.

Do mesmo lado de uma reta sao tracados trés circulos tangentes a reta e tan-
gentes entre si dois a dois. Sabendo que dois deles tém raio igual a 16, calcule
0 raio do terceiro.
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575.

576.

577.

578.

579.

580

581.

582.

583.

.Sejam dois circulos tangentes entre si, internamente,

Um octégono regular é formado cortando-se triangulos retangulos isésceles nos
vértices de um quadrado. Se o lado do quadrado mede 1, quanto medem os
catetos dos triangulos retirados?

lado. Sendo E o centro do circulo menor, F o ponto de tangén- \
cia entre os dois circulos e a o lado do quadrado, determine

o raio do circulo menor em fungao de a. \OJ

B C

A/

Consideremos dois circulos tangentes como na figura ao

Considere um quadrado Q de lado a e cinco circulos de mesmo raio r interiores
a Q, dos quais um é concéntrico com Q e tangente exteriormente aos quatro
outros, e cada um destes tangencia dois lados consecutivos de Q. Determine a
medida de r em funcao da medida a do lado quadrado.

Na figura, determine o raio da circunferéncia, sabendo
que AC e AD tangenciam a circunferéncia nos pontos C C
e D, respectivamente, e que BE = 12 cm e AE = 54 cm.
B
L A

Dois teleféricos, T, e T, partem de uma estacéo E situada num plano horizontal,
em direcao aos picos P, e P, de duas montanhas. Determine a distancia entre
P, e P,, sabendo que os teleféricos percorreram 1500 m e 2900 m, respectiva-
mente, € que a primeira montanha tem 900 m de altura e a segunda 2000 m
e que os pés das montanhas e E estdo em linha reta.

como na figura ao lado. Sendo PQ = 8 cm e ST = 3 cm,
calcule a medida de RQ.

_ . . R
Num circulo de centro O e raio R, considera-se uma corda AB = DX Calcule a

medida do raio do circulo inscrito no setor circular OAB.

Sobre os lados de um quadrado, desenhamos externamente quatro triangulos
is6sceles com alturas relativas as bases iguais a 3 cm. Determine o perimetro
do quadrado, sabendo que os vértices dos quatro triangulos pertencem a uma

mesma circunferéncia de raio igual a 3(\/5 + 2) cm.

Doisgad@os ABCD e CDEF tém em comum o lado CD. Tracamos as diago-
nais AC e EC.
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585.

586.

587.

588.

589.

590.
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Sendo AM = % AC e EP = % CE, com M em AC e P em CE, determine o seg-
mento PM, em funcao do lado a dos quadrados.

Determine a distancia entre os pés da altura e da mediana relativas a hipotenusa

de um triangulo retangulo de (18 + 6\/§ )m de perimetro, sabendo que as projecoes
dos catetos sobre a hipotenusa sao diretamente proporcionais aos ndmeros 1 e 3.

Determine o perimetro de um triangulo, sabendo que a mediana e a altura, relati-
vas a hipotenusa, medem respectivamente 4 cm e 2\/§ cm.

Dado o triangulo retangulo ABC de catetos AB e AC respectivamente iguais a
80 c¢m e 60 cm, considere a altura AH e a mediana AM relativas & hipotenusa do

a hipotenusa do triangulo.

Determine a altura relativa a base de um triangulo is6sceles em fungao da base
a e do raio do circulo inscrito r.

Determine a bissetriz interna, relativa a hipotenusa de um triangulo retangulo
de catetos b e c.

Solucao

Seja x a medida da bissetriz AS relativa a hipotenusa. Por S tracemos
um segmento paralelo a um dos catetos, b, por exemplo.
Note que os triangulos BAC e BPS sao semelhantes. Entao:

X
y=——

\2 =
cy = bc — by

=bc—b - — = xb+xc=\/§bc = X= \/Ebc

'\5 N b+c

Num triangulo isésceles ABC, M é um ponto qualquer da base BC. Demonstre que:
(AB)* — (AM)?> = (MB) - (MC)

Determine o perimetro de um triangulo isésceles em fungao da projecao
a da altura relativa a base do triangulo sobre um dos lados congruentes, e em
funcao dessa altura h.
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591.Em um quadrado ABCD tomamos um ponto E, sobre o lado E, tal que
1 — — — —
AE = 7 AD, e o ponto O, médio de AB. Sendo OP perpendicular a CE, em que P
€ 0 pé da perpendicular tomado sobre CE, prove que:

(OP)* = (EP) - (CP)

592. Consideremos um triangulo ABC e as bissetrizes AD interna e AE externa ao

triangulo. Prove que:
VAD? + AE2 _ VAD? + AE? _

CD BD

2

593. Seja um semicirculo de diametro AB = 2r, e as tangentes AX e BY ao semicirculo.
A tangente em um ponto C, qualquer, da semicircunferéncia encontra AXem D e
BY em E. Demonstre que:
(CD) - (CE) =r?

II. Aplicagoes do teorema de Pitagoras

198. Diagonal do quadrado D C

Dado um quadrado de lado a, calcular sua diagonal d.
Sendo ABCD o quadrado de lado a, aplicando o teore- d 1a
ma de Pitagoras no AABC, temos:

?=a2+a = d*=2a = | d=a\2 A p B

A
199. Altura do triangulo equilatero .
Dado um triangulo equilatero de lado a, calcular sua altura h.
Sendo ABC um triangulo equilatero de lado a, M o ponto
médio de BC, calculamos AM = h aplicando o teorema de Pitago- —

ras no AAMC. %
a 2 a2 332
h2+<7>=a2 N hzzaz_T - h2= = h:623

200.Seno, cosseno e tangente de 30°, 45° e 60°

Sendo o a medida de um dos angulos agudos de ¢
um triangulo retangulo, pondo-se: b a
. 03
A C B
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seno de o = sen o = Lcateto oposto _ b sen o = b
o= %= Thipotenusa a’ %= A
no d _ _ cateto adjacente _ ¢ _c
cosseno de oo = cos o = hipotenusa 5 cos o a
_ _ _catetooposto b _ b
tangente de o0 = tg o = =5 adjacente ¢’ go=-;
€ usando os resultados anteriores, temos:
sen 45° = —2& = g
a2
cos 45° = —— = % a a2
a2
45°
tg45° = = =1 m
a a
3
a —
sen 60° = 2 _ E
- a2 J
a J
—_ 1 ’ a
cos60°——2 == EPYE
a 2 S
III 600
2 . e =
o _ _ a
tg 60° = —5— - V3 2
2
a
o__ 2 _ 1
sen 30° = = — 72 ,
] A
. 2 3 ; a
cos 30° = =— K
a 2 /
;S ayv3
a \/_ /2
tg 300 = 2 = —3 __________ _—
B S -
a¥s 2
2
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201. Triangulos pitagoricos

Veremos como obter tridngulos retangulos cujos lados sao medidos por nime-
ros inteiros, triangulos estes chamados pitagéricos.

Calculemos a hipotenusa a de um triangulo retangulo com um cateto b = 2xy
e outro ¢ = x2 — y2,

@)

a=x*+y?
b = 2xy y

A c=x*-y? B

a2 = (2xy)? + (2 —y)? =42 + x* — 2x%y? + ¥yt =
= a@=x'+2x’+y = a=Kx+y) = a=x>+y?
Entao, temos:

Tomando x e y inteiros, primos entre si, um deles sendo par e x maior que Yy,
vem a tabela:

K Cateto Cateto Hipotenusa\
X y | x2—y? 2xy X2 + y2
2 1 3 4 5
3 2 5 12 13
4 1 15 8 17
4 3 7 24 25
5 2 21 20 29
5 4 9 40 41
6 1 35 12 37
6 5 11 60 61
7 2 45 28 53
7 4 33 56 65
7 6 13 84 85
U J

Fundamentos de Matematica Elementar | 9



TRIANGULOS RETANGULOS

Notemos que os triangulos retangulos cujos lados sao dados pelos ternos:
a) (3,4,5),(6,8,10), (9, 12, 15), (12, 16, 20)... sao semelhantes entre si;
b) (5,12, 13), (10, 24, 26), (15, 36, 39), (20, 48, 52)... sao semelhantes entre si;

c) (8,15,17),(16, 30, 34), (24, 45, 51), (32, 60, 68)... sao semelhantes entre
si, etc.

EXERCICIOS

594. Determine sen o. n0S casos:
a) b) c)
4 5 15 6 x-2
12

595. Determine cos o nos casos:

a) b) c) ]
8 N 12
] AN « ]
6 10
596. Obtenha tg o nos casos:
a) l\\ b) i
12
12 15
- a A o
15 6v3 25

597. Determine o valor de x nos casos:
a) b) c)
X 20 6 X 1043
X
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598. Determine o valor de x nos casos: ‘

a)
X
6
— 45° 300
b) [N d)
12
/[ 305 . 305
12

599. Determine os valores de x € y nos casos:

a) retangulo d) trapézio retangulo
6
1278 :
S |x y 1215
v 45
X
b) paralelogramo e) trapézio isOsceles
12 y
60°
X
y
_;ﬁ/_/

c) paralelogramo
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607.

608.

609.

610.

611.

612.

613.
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Um ponto de um lado de um angulo de 60° dista 16 m do vértice do angulo.
Quanto ele dista do outro lado do angulo?

Um ponto de um lado de um angulo de 30° dista 6 m do outro lado. Determine a
distancia da projecao ortogonal desse ponto sobre este outro lado até o vértice
do angulo.

Um ponto P interno de um angulo reto dista 4 m e 8 m dos lados do angulo.
Qual a distancia entre P e o vértice desse angulo?

Um ponto interno de um angulo reto dista 4 m e 10 m dos lados do angulo. Qual
a distancia desse ponto a bissetriz desse angulo?

Um ponto P, interno de um angulo reto, dista, respectivamente, \/5 me2m
de um lado e da bissetriz do angulo. Determine a distancia entre P e o vértice
desse angulo.

Um ponto P, interno de um angulo de 60°, dista 6 m e 9 m dos lados desse
angulo. Qual a distancia entre P e a bissetriz do angulo?

Um ponto P, interno de um angulo de 60°, dista 3 m e 6 m dos lados do angulo.
Determine a distancia entre P e o vértice desse angulo.

Um ponto P, interno de um angulo de 30°, dista 3 m de um lado e 3\/5 m do
vértice do angulo. Quanto esse ponto dista do outro lado do angulo?

Um ponto P, externo de um angulo de 60°, dista 9\/§ m e 3\/5 m dos lados do
angulo, sendo que nenhuma destas distancias € até o vértice do angulo. Qual
€ a distancia entre P e a bissetriz do angulo?

Em um triangulo retangulo, o quadrado da hipotenusa é o dobro do produto dos
catetos. Calcule um dos angulos agudos do triangulo.

Pelo vértice de um quadrado ABCD de lado a, toma-se no interior do quadrado
um segmento BS que forma um angulo igual a 30° com BA, com S em AD. Deter-
mine AS e BS.

Um observador vé um edificio, construido em terreno plano, sob um angulo de
60°. Se ele se afastar do edificio mais 30 m, passara a vé-lo sob angulo de 45°.
Calcule a altura do edificio.

Os lados AB e AC de um triangulo ABC medem respectivamente a e 2a, sendo
45° o0 angulo formado por eles. Calcule a medida da altura BD e o lado BC do
triangulo, em fungao de a.
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614.

615.

616.

617.

618.

619.

620.

621.

622.

623.

As bases de um trapézio retangulo sao b e 2b e um dos angulos mede 60°.
Calcule a altura.

Um dos angulos agudos de um trapézio isésceles mede 60°. Sendo os lados
nao paralelos congruentes a base menor do trapézio € m a medida da base
maior, determine o perimetro do trapézio em funcao de m.

Determine o angulo que a diagonal de um trapézio isésceles forma com a altura
do trapézio, sabendo que a altura do trapézio € igual a sua base média multipli-

cada por \/5
A base maior de um trapézio isésceles mede 100 cm e a base menor 60 cm.

Sendo 60° a medida de cada um de seus angulos agudos, determine a altura e
0 perimetro do trapézio.

Determine tg o, sabendo que E € ponto médio do D C
lado BC do quadrado ABCD.

2a E

A B

Determine o raio de um circulo inscrito num setor circular de 60° e 6 dm de raio.

Seja AB = 3r, tangente em A a uma circunferéncia de centro O e raio r. Traca-se
por B a tangente BC, que tem C por ponto de contato. Calcule a distancia de C

a reta AB,

Consideremos um triangulo retangulo ABC, onde a medida de um angulo agudo
€ a.. Determine a medida do raio da circunferéncia inscrita em funcao de o e da
hipotenusa a.

Um paralelogramo tem lados respectivamente iguais a 10 cm e 8 cm. Sabendo
que um de seus angulos internos vale 120°, calcule o perimetro do quadrilatero
convexo formado pelas bissetrizes de seus angulos internos.

Nas figuras temos um quadrado e um triangulo equilatero. Determine as incégnitas.

a) y b)
NS \x
\

6 6
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Triangulos quaisquer

Relag¢oes métricas e calculo de linhas notaveis

202.Teorema dos senos

Os lados de um triangulo sao proporcionais aos senos dos angulos opostos
e a constante de proporcionalidade é o diametro da circunferéncia circunscrita ao
triangulo.

Demonstracao:

Dado um AABC, consideremos a circunferéncia circunscrita. Seja O o centro
dela e R 0 seu raio:
A A

R />
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Tracando o diametro BD, temos:
D= % e, como A = I32_C decorre que D = A.

No ADCB retangulo em C, vem:

~ a - a a
senD—2R = senA—2R = senA_zR
Procedendo de modo anéalogo, temos: b — =2Re c — = 2R.
sen B senC

"
B

Dai a expressao da lei dos senos:

aA= bA= CA=2R
sen A senB sen C

Nota

Caso A seja obtuso, em lugar de D = A, teremos D = 180° — A, o que nao al-
tera o resuItAado, pois sen(180° — A) = sen A, como € sabido da Trigonometria.

Caso A seja reto, também vale a relagao, visto que sen 90° = 1.

EXERCICIOS

624. Sabendo que sen(180° — x) = sen x e cos(180° — x) = —cos X, determine:
a) sen 120° c) cos 135° e) sen 135°
b) cos 150° d) sen 150° f) cos 120°
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625.

626

627.

628.

629.

630.

631.

9 |
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Determine o valor de x nos casos:

a) b) X

45° 45° 15°

X

30°

12

. Determine o raio da circunferéncia circunscrita ao triangulo nos casos:

LTI g
\\
N, N —
Obtenha o valor de x nos casos:
a) ABCD é paralelogramo b) ABCD é trapézio is6sceles

A B A D
NV
X 12
X
30°
15° 45°
D . C B C

Determine o angulo x nos casos:

a) b)
12,/ 12¢2
45°

Num triangulo ABC s&o dados A = 60°, B = 45° e BC = 4 cm. Determine a
medida de AC.

1)

Num triangulo obtusangulo e isdsceles, os angulos da base medem 30° cada um.
Determine a base do triangulo, sabendo que os lados congruentes medem 10 cm
cada um.

O triangulo ABC é obtusangulo com A = 120°, BC = 2V3 dm e AC = 2 dm.
Determine a medida do angulo do vértice B desse triangulo.

Sl
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632. Se os lados de um triangulo ABC medem a, b e ¢, prove que:
a+b senA+senB
b sen B
em que A e B s30 os angulos dos vértices A e B do triangulo e a, b e ¢, os lados
opostos respectivamente aos vértices A, B e C desse triangulo.

. . a—b senA—senB
633. No mesmo exercicio anterior, prove que: b = 5 .
sen

634. Sejam a, b e ¢ os lados opostos aos vértices A, B e C de um triangulo ABC.

senA —senB a+b
sen C b

dos vértices A, B e C do triangulo considerado.

Prove que: ,em que A, B e C s3o igualmente os angulos

203. Relagoes métricas

(a) Num triangulo qualquer, o quadrado\
do lado oposto a um angulo agudo é
igual a soma dos quadrados dos ou-
tros dois lados, menos duas vezes o
produto de um desses lados pela pro-

L jecao do outro sobre ele. )

Hipotese Tese
A <90° m = proj. de b sobrec = a?=b?+ ¢?> — 2cm

( )
b) Num triangulo obtusangulo qualquer,

0 quadrado do lado oposto a um an-
gulo obtuso € igual a soma dos qua-
drados dos outros lados, mais duas
vezes o produto de um desses lados
pela projecao do outro sobre ele (ou
sobre a reta que o contém).

Hipotese Tese
A >90° m = proj. de b sobrec = a?=Db?+ c?>+ 2cm
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Demonstracao (conjunta — para 0s dois casos):

Conduzindo CD = hc = altura relativa ao lado ¢, vem:

ACDB: a? = h2 + (c = m)?

= a=b -’ +c2*x2cm+m =
ACDA: h?2 = b2 — m?

= [a2:b2+02+2cm](1) ou [a2=b2+02—2cmj(2)

204. Teorema dos cossenos

Em qualquer triangulo, o quadrado de um lado € igual a soma dos quadra-
dos dos outros dois lados menos duas vezes o produto desses dois lados pelo
cosseno do angulo por eles formado.

O _2D

No AABC: a?> = b? 4+ ¢ — 2cm (1) i No AABC: a?> = b2 + ¢ + 2cm  (2)

No ACDA: cos A = % = : No ACDA: cos (180° — A) = % =
= m=b-cosA ::>—cosA=%:>m=—b-cosA
Substituindo m em (1): | Substituindo m em (2):
a2 = b2+ c2 — 2¢(b - cos A) | a2 = p2 + ¢2 + 2¢(—b - cos A)

|

Para os dois casos:

[aQ = b2 + ¢2 — 2bc - cos Aj

9 | Fundamentos de Matematica Elementar



TRIANGULOS QUAISQUER

Analogamente, temos:

[b2=a2+c2—2ac'cosl§] [cz=a2+b2—2ab~cos(3]

que sao as expressoes do teorema dos cossenos ou lei dos cossenos.

205. Reconhecimento da natureza de um triangulo

Conhecendo-se as medidas dos lados de um triangulo e chamando a maior
delas de a e as outras duas de b e ¢, lembrando que

[Ib—c|<a<b+cJ

reconhecemos a natureza de um triangulo, com base nas equivaléncias abaixo:

a2 < b? +c?2 = triangulo acutangulo
a2 =b? + c?2 = triangulo retangulo
a2 >b? + ¢> = triangulo obtusangulo

cujas demonstragdes imediatas sao decorrentes dos dois itens anteriores.

EXERCICIOS

635. Determine o valor de x nos casos:

a) b)
10
636. Determine x e y n0s casos:
a) b)

5 205
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637.Calcule a altura h, relativa ao lado BC, nos casos:

a) b) a
'h
_____ o
B 6 C
638. Determine o valor de x nos casos:
a) c)
14

120°

10 X
60°
16
b) d)

33 . 4 150° 6

45°

7

639. Determine a medida x do angulo nos casos:

a) /\ b)
5 7 3 X
8

640. Se as diagonais do paralelogramo da figura me-
dem 20 cm e 32 cm e formam um angulo de 60°,
determine os lados do paralelogramo.

~
x
(%]

641. Reconhega a natureza de um triangulo:
a) cujos lados medem 6, 12 e 13;
) cujos lados medem 6, 10 e 12;
) cujos lados medem 5, 12 e 13;
d) cujos lados estao narazao 3:4:4,5;
) cujos lados sao inversamente proporcionais a 3, 4 e 6.
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642

643.

644.

645.

646.

647.

648.

649.

650.

651.

652.

653.

.Reconheca a natureza de um triangulo cujos lados sao inversamente propor-
cionais aos nimeros 3,4 e 5.

Os lados de um triangulo medem 15 m, 20 m e 25 m. Determine a altura rela-
tiva ao maior lado.

Os lados de um triangulo medem 12 m, 20 m e 28 m. Determine a projegao do
menor sobre a reta do lado de 20 m.

Os lados de um tridangulo medem 7 m, 24 m e 25 m. Determine a altura relativa
ao lado menor.

Determine o lado BC de um triangulo acutangulo ABC, em que AC = 7 cm,
AB = 5 cm e a projecao de AC sobre AB mede 1 cm.

Determine a medida do lado AB de um triangulo ABC, obtusangulo em A, sendo
BC = 8 cm, AC = 5 cm e a projecao do lado AB sobre AC igual a 3 mm.

Determine a medida do lado B_C_de um triangulo ABC, em que AC = 10 cm,
AB = 6 cm e a projecao do lado BC sobre AC vale 10,4 cm.

A base de um triangulo mede 10 cm, e os outros dois lados 14 cm e 8 cm,
respectivamente. Determine as projecoes desses dois lados sobre a base do
triangulo.

Determine a projecao do lado BC sobre o lado AC de um triangulo ABC, em que
BC =12 cm,AC = 16 cme AB = 18 cm.

Em um tridangulo ABC é possivel ter simultaneamente:
a2 = Db? + c? + 2bm e ¢® = b? + a? + 2bn sendo m projecao de ¢ sobre b e n,
projecao de a sobre b? Justifique.

Na figura ao lado, calcule o valor de x. A
23 x
B 30° C
4
No triangulo ABC da figura, o lado AB C
mede 12 c¢m, o lado BC mede 9 cm e o
lado AC mede 6 cm. Calcule o cosseno 6 9
do angulo o.
¢ B
A 12
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654.

655.

656.

657.

658.

659.

660.

661.

662.

663.

9 |
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Calcule o perimetro do triangulo da figu- A
ra ao lado.
5 X
60°
B 3 C
Calcule o perimetro do triangulo ABC, da A
figura ao lado.
X + 2
X
120°
B X + 1 c

Determine o valor de x, sabendo que x + 5,3 — x € X + 7 sao as medidas dos
lados AB, BC e AC de um triangulo ABC cujo angulo B vale 120°.

Uma corda AB de medida ¢ determina sobre uma circunferéncia um arco de
120°. Determine a distancia do ponto B ao diametro AC desse circulo.

Na figura, AB é igual ao raio do circulo de cen-
tro O, BC = 26 e BH € perpendicular a AC. Cal-
cule HC.

7

B

\

Determine a diagonal maior de um paralelogramo, em que dois de seus lados

consecutivos formam um angulo de 45° e medem respectivamente 5\/5 cme
10 cm.

Sabendo que os lados consecutivos de um paralelogramo medem 4 cm e 5 cm
e uma das diagonais mede 6 cm, determine a medida da outra diagonal.

Dois lados consecutivos de um paralelogramo medem 8 m e 12 m e formam um
angulo de 60°. Calcule as diagonais.

A mediana AM de um triangulo ABC mede 6 cm, divide o lado oposto em dois seg-
mentos iguais a 12 cm e forma com esse lado dois angulos que diferem de 60°.
Determine as medidas dos lados desse triangulo.

Existe o triangulo ABC tal que BC = 10cm,AC =1cme 3 = 30°,emque Béo
angulo oposto ao lado AC?
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664.

665.

666.

667.

668.

669.

670.

Dois lados consecutivos de um paralelogramo tém por medidas a e b e uma das
diagonais tem por medida c. Determine a medida da outra diagonal.

Prove que: “Num triangulo qualquer, o quadrado do lado oposto a um angulo
agudo € igual a soma dos quadrados dos outros dois lados, menos duas vezes
0 produto de um desses lados pela projecao do outro sobre ele”.

Prove que: “Em um tridangulo obtusangulo, o quadrado do lado oposto ao angulo
obtuso € igual a soma dos quadrados dos outros dois, mais duas vezes o pro-
duto de um desses lados pela projecao do outro sobre ele”.

Se, em um triangulo, o quadrado de um lado € igual @ soma dos quadrados dos
outros dois lados menos o produto desses dois lados, calcule o angulo interno
que os mesmos dois lados formam.

Sobre os lados de um triangulo retangulo ABC de lados 6 cm, 6\/§ cme 12 cm
construimos trés quadrados externos. Calcule a medida dos lados do triangulo
determinado pelos centros desses quadrados.

B

As medidas dos lados do quadrilatero ABCD sao
AB = BC =10 m,CD = 16 m e AD = 6 m. Deter- A
mine BD.
C
D

Um ponto interno de um triangulo equilatero dista
5 cm, 7 cm e 8 cm dos vértices do triangulo. De-
termine o lado desse triangulo.

206. Calculo das medianas de um triangulo

Sendo dados os lados a, b e ¢ de um triangulo, calcular as trés medianas,

m,, m em:

AADC a \? a

Dobtuso [ = P*=miH (5] 25X
a
2

AAADB 2 — 2 a ’
Dagudo = C—ma+7 _2

b? +¢>=2m2 + 2 —
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2

a
b>+c?=2m;+ 5 = 2(b*+c*)=4m; +a’=

= [ma = %\/2(b2 T &) = 321

Analogamente:

[mb = %\/2(a2 T &) = bQ} [mc = %\/2(a2 + b?) — cz}

Se D for reto, é imediato. Basta aplicar a relagao de Pitagoras.

Exemplo:

Dado um triangulo de lados a = 5, b = 7 e ¢ = 8, calcular as trés medianas,
m,m e m:

m =%\/2(b2+ 0?) — @ =%\/2(49 + 64) — 25 =%\/ﬁ

a

m, = =2 + o) — b = =225 + 64) — 49 = =129

b

m =%\/2(a2+b2)—02=%\/2(25+49)—64 =%\/8 =21

C

Nota

Poderiamos obter estas medianas sem usar as formulas, substituindo-as pelas
relacoes usadas em suas deducdes ou pela lei dos cossenos. No exemplo anterior,
calculemos diretamente a mediana m_.
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No ACBM: 52 =m2+ 4> —-2-m_-4-coso =
= mZ+8m_ -cosa=9 (1)

No ACAM: 72 =m2+ 42 —2-m_- 4 -cos(180° —a) =
= 7?=mi+4—-2-m -4(-cosa) = m2+8m_ -cosa =33 (2)

Fazendo (1) + (2):

m:—8-m -cosau+m;+8-m-cosa=9+33 = 2-m=42 =

= mc=\/2_1

2017. Calculo das alturas de um triangulo

Num triangulo ABC conhecem-se as medidas dos lados a, b e c. Calcular as
trés alturas.

C C

c

)
]
!
]
: "o
! !
| 8 al
D C D A C B

AADC: h2 = b?> - m? (1)

Relagao métrica AABC = a?=b?+c?*2cm =

b’ + ¢ — a?
= m=—t20 (2)
2
2 2 _ 2 4b22_b2+ 2 __ n2)\2
(Q)em(l);hgzbz_(%>:h§: c (4020 a?) _

= 4c¢?h?2 = [2bc + b? + ¢ — @?] [2bc — b? — ¢? + &%] =

[(b%2 + 2bc + ¢?) — a2] - [@® — (b2 — 2bc + ¢?)] =
[(b+c)—a’] [a®—(b—c)P]=
[b+c+a)(b+c—a)[a+t+b—-—c)(a—b+c)] =

= 4c’h?=(a+b+c)(-a+b+c)l@a—-b+c)@a+b—-c) (3

250 Fundamentos de Matematica Elementar | 9



TRIANGULOS QUAISQUER

Fazendo:

a + b + ¢ = 2p (notar que p é semiperimetro do triangulo)

temos:
2p
/_/%
-a+b+c=-a+b+ct+a—a=at+b+c—2a=2@p—a)
a—-b+c=a—-b+ct+b-—b=a+b+c—2b=2p—Db)
at+tb—-c=a+b—-c—c=a+b+c—2c=2(p—2c¢)

Entao, substituindo em (3):

4c’h?=(@+b+c)(—a+b+c)@a—b+c)(a+b—c)
Hf_/

o J

2p 2p—a) 2p-b) 2(p-0)

4c?h2=2p-2(p—a)-2(p—hb)-2(p—c) =

2
= {hf?Vp(p —a)(p—b)(p — ¢) }

Analogamente:

2
{hbzg\/p(p —a)(p—hb)(p—c) } {hf%\/p(p —a)(p—b)(p—c) }

Exemplo:

Dado um triangulo de lados a = 5, b = 7 e ¢ = 8, calcular as trés alturas,
h,h eh:
a’ ''b c

p=10
a=5 p-a=5 Vp(p —a)(p — b) (p — ¢) =
b= 7 pb—b=3 -10-5-3-2 =
c = 8 p—¢c =2 =10\/§
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hf%\/p(p—a)(p—b)(p—c) =%'10\/§=4*/§ = ha=4\/§
2 20V3 20V3
h, ==V —a)(—b)(p—0) -5 1003 =22= 5 h =22
2 2 V3 V3
hc=7\/p(p—a)(p—b)(p—c) =§-10\/_=57 = hCZST

Nota
Nem sempre as expressoes acima trazem simplificagdes de calculo. As vezes
€ conveniente substituir essas formulas pelas relacoes usadas em suas deducgoes.

Exemplo:
Os lados de um triangulo medem \/E V10 e 5. Qual o comprimento da altura
relativa ao lado maior?

Aplicando o teorema de Pitagoras, vem:

2
AMDB:h2 +x2=(\VB) = n+x=5 (1)

2

AADC: 2 + (5 — x? = (V10] =
= h?2-10x+x2=-15 (2)
(1) —(2):10x =20 = x=2
Substituindo x = 2 em (1):
h2+22=5 = h?=1 = h=1.

Sl O

208. Relagao de Stewart

Dado um triangulo ABC e sendo D um ponto do lado AB (vide figura), vale a re-
lagdo: a%y + b?x — z%c = cxy.

Demonstracao:

ABCD:a?=x?>+22% 2xm (1)
AACD : b2 =y2 4+ 22 F 2ym (2)

-y = a2y=x2y+22yi2xym} .
(2) - x = b3 = xy? + z2x * 2xym

a?y + b2 = xy(x +y) +22(x +y) =

= [a2y D2 —72C = cxy]
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Exemplo de aplicacao:

Calcular o raio x na figura ao lado.

TRIANGULOS QUAISQUER

Temos as circunferéncias A(0, 3), 1,(0,, 2), 1,(0,, 1) e A,(0,, x).

No trigangulo 0,0,0,, temos:

0,0,=3,
0,0,=2+x,
0,0, =1 +x
e ainda:

00, =1,
00,=2e
00, =3 —x

Aplicando a relacao de Stewart, vem:

(0]
27*
X
2 o,
o 2 + X
1
(0}

L+x2-14+2+x2-2-—3—-x2-3=1-2:-3 = 286x=24 =

= X=7.

Nota

Podem-se calcular as medianas de um triangulo usando as relagdes de Stewart.

209. Calculo das bissetrizes internas de um triangulo

No triangulo ABC conhecem-se as
medidas dos lados a, b e c.

Determinemos as medidas das
trés bissetrizes internas s, s, € s_ na fi-
gura ao lado.

Dados: a, b, ¢; incognitas: x, y, s,

X+y=a

s, bissetriz = == =

Considerando a relacdo de Stewart no AABC
b’ + ¢c>x —s2-a=x-y-a
e substituindo x e y pelos valores calculados acima, vem:
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(o ab ac
b2~—L+C2'—'&—52' = . .
b+c b+c oA b+c b+cﬁ(
= b%(b + ¢) + bc3b + ¢) —bca? = s2(b + ¢)? =
= (b +c)?s2 =bc[b(b +c)+cb+c)—2a% =
= (b+c)P?s2=nbc[(b+c)?—2a’] =
= (b+cPs2=bcb+c+a)b+c—a) =
2p 2(p — a)

= [sa=b_2|_ Vbcp(p—a)}

®

Analogamente:

[ssaQCVacp(p—b)} [s -— Vabp(p-c)}

Exemplo:

Dado um triangulo de lados a = 5, b = 7 e ¢ = 8, calcular as trés bissetrizes
internas: s, s e s..

2p=20 = p=10;p—a=5;p—b=3ep—c=2

2 \[bcp(p—a):i\[781o :ﬂ
c 15 3

S:

a " b+
s, = —=—acp(p — b) _2 5 g 103 - 408
a+c 13 13
s ——2 Vamp-og-2v5 7 10257
° a+b 12 3

210. Calculo das bissetrizes externas de um tridngulo

Num triangulo ABC conhecem-se as medidas
dos lados a, b e c. Determinar as medidas das bis-
setrizes externas s!, s, e s! na figura ao lado.
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Dados: a, b, ¢ incognitas: x, y, s.

X—y=a
a
5 X:bab
X _ Y X7y X _ Y ¢
b "¢ T b-c b ¢  |y-_2¢
b—c

Considerando a relacao de Stewart no AAS'C
b?%y +s2-a—cx=a-y-x
e substituindo x e y pelos valores calculados acima, vem:

b2 - EC +s;2-;z{—c2‘ )a/b :/a(. ac ab =

b—c b—c b—c . b—c
b%c(b — ¢) + s (b — ¢)> —bc*(b — ¢) = bca®? =
(b —c)’s? =bc[a®> — b(b —¢c) +c(b —c¢)] =

(b —c)ys? =bcl[a> — (b —¢c)’] =

(b —cys?=bcla+b—-c)(@a-—b+c) =

L

2(p—c¢) 2(p—b)

= s = 2 \/bc(p—b)(p—c)
b—c

Observando que:

se b >ctomaseb —c

se b < ctoma-sec — b,

a diferenca b — ¢ deve ser tomada em mdédulo.

Se b = ¢, a expressao de s, nao tem sentido, o
que ocorre pelo fato de a bissetriz do angulo externo do
vértice de um triangulo isésceles ser paralela a base.

s =—2beip—b)(p — 0)
° |b—c|

Conclusao:

Analogamente:

s = —E ol \/ac(p —a)(p —c) s =

-
b |a c | _

mem—mm—m
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Exemplo:

Dado um triangulo de lados a = 5, b = 7 e ¢ = 8, calcular as trés bissetrizes
externas: s, s; e s.

2p =20 = p=10;p—a=5p—-b=3ep—-c=2

2 2 —
s, = Vbe(p —b) (p —¢) ==V7-8-3-2 =8V21
lb — cl 1
N - — -2 58553520
sb—la_cl\/ac(p a)(p—c) =3V5-8:52 =3
, 2 2
st = Vab(p —a)(p —b) =—=V5-7-5-3 =521
la — bl 2
671. Determine a medida da mediana AM do triangulo A
ABC aplicando a formula da mediana e depois cal-
cule usando a relacédo de Stewart. 6 10
B C
M
12
672. Determine a medida da bissetriz AS aplicando a for- A
mula da bissetriz interna e depois calcule usando o
teorema da bissetriz e a relacao de Stewart. 4 6
B S C
5
673. Determine a medida da bissetriz externa AP .
do AABC aplicando a férmula da bissetriz e A e
depois calcule usando o teorema da bisse- 5 i\
triz e a relacao de Stewart. 12 N
B ) C"""""_":= P
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674.Determine o valor de x nos casos:
a) b)

2 6 6 3

675. Determine a razao entre a soma dos quadrados das medianas de um triangulo
e a soma dos quadrados dos lados desse triangulo.

676. Calcule as alturas de um triangulo cujos lados medem 6 m, 10 m e 12 m.

677.0s lados AB, AC e BC de um triangulo ABC medem, respectivamente, 5 cm,
6 cm e 7 cm. Determine a altura e a bissetriz interna relativa ao lado AC e a
bissetriz externa relativa ao lado AB.

678.Dados os lados a, b e ¢ de um tridngulo ABC, calcule a distancia do vértice A ao
ponto M que divide a base BC em segmentos iguais a m e n.

679. Se AS é bissetriz interna do triangulo ABC, deter- A
mine x e y.

680. Se AP é bissetriz externa do trian-
gulo ABC, determine x e y.

681. Deduza as formulas que dao as trés medianas m_, m_, m_de um triangulo, em
funcao dos lados a, b e c.

682. Deduza as férmulas que dao as trés alturas h_, h , h_de um triangulo em fungao
dos lados a, b e c.

683. Deduza as expressoes que fornecem as bissetrizes internas S, S, S, de um
triangulo em funcao dos lados a, b e c.

684. Dados os trés lados a, b e ¢ de um triangulo, obtenha s, s;, s., deduzindo as
formulas que fornecem as bissetrizes externas.
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Poligonos regulares

Conceitos e propriedades

211. Definicao

Um poligono convexo € regular se, e somente se, tem todos os seus lados
congruentes e todos os seus angulos internos congruentes.

A A , B
o) ' ]
: L] : L]
B C D C

Assim, o triangulo equilatero é o triangulo regular e o quadrado € o quadrilatero

regular.
Um poligono regular € equilatero e equiangulo.
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212. Propriedades

Dividindo-se uma circunferéncia em n (n = 3) arcos congruentes, temos:
a) todas as cordas determinadas por dois pontos de divisao consecutivos, reuni-
das, formam um poligono regular de n lados inscrito na circunferéncia;
b) as tangentes tragadas pelos pontos de divisao determinam um poligono regu-
lar de n lados circunscrito a circunferéncia.

Demonstracao:

1°) Da parte a) Comn=5

<

Sejam A, B, C, D, ..., M e N 0s n pontos de divisdo da circunferéncia A. O po-
ligono ABCD ... MN é de n lados e € inscrito, pois todos os vértices pertencem a
circunferéncia A (tome o pentdagono ABCDE para fixar as ideias).

Sendo

—_— e — e

AB =BC =CD =DE =... = VN =4,

entao

B=BC=CD=DE=..=MN=NA (1)

pois, numa mesma circunferéncia, arcos congruentes subentendem cordas con-
gruentes. o o

Os angulos A, B, C, D, ...,M e N sao congruentes (2),
pois cada um deles é angulo inscrito em A e tem por medida metade da soma de
(n — 2) dos arcos congruentes em que A ficou dividida.

De (1) e (2) concluimos que ABCD ... MN é um poligono regular de n lados
inscrito na circunferéncia A.
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No caso do pentagono, por exemplo, temos:

D'

Pelos pontos de divisdo A, B, C, D, ..., M e N conduzimos tangentes a A e ob-
temos o poligono A'B'C'D' ... M'N' de n lados e circunscrito a A, pois todos os seus
lados sao tangentes a circunferéncia (tome o pentagono A'B'C'D'E' para fixar as
ideias).

Os triangulos A'AB, B'BC, C'CD, D'DE, ..., M'MN e N'NA s&o

— isésceles, pois cada um dos angulos A, B,C,D, ..., Me N desses triangulos
tem medida igual a metade da medida de uma das partes congruentes AB, BC, CD,
DE, ..., MN , NA em que foi dividida a circunferéncia (sao angulos de segmento ou semi-
inscritos) e

— congruentes pelo caso ALA, visto que sendo ABCD ... MN um poligono regu-

lar (parte a), e os lados AB, BC, CD, ..., MN, NA desses triangulos sao congruentes.

Da congruéncia dos triangulos decorre que

A=B'=C=D=..=M=N (1)
€, por soma conveniente, temos:
AB'=BC'=CD' =..=MN=NA (2

De (1) e (2) concluimos que ABCD ... MN é um poligono regular de n lados cir-
cunscrito a circunferéncia A.
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213. Poligono regular é inscritivel

Todo poligono regular € inscritivel numa circunferéncia.
ou
Dado um poligono regular, existe uma unica circunferéncia que passa pelos
seus vértices.

Demonstracao:

Seja ABCD ... MN o poligono regular (tome o pentagono ABCDE para fixar as
ideias).

b

D~_' “c¢

Pelo pontos A, B e C tracemos a circunferéncia A e seja O o seu centro.
Provemos que A passa pelos demais vértices D, E, ..., M e N do poligono.
Comecemos provando que D € A.

Consideremos _os triangulos OBA e OCD. Esses tridngulos sao congruentes
pelo caso LAL, pois AB = CD (lados do poligono regular), OB = OC (raios da circunfe-
réncia) e considerando o triangulo isosceles BOC (angulos da base congruentes) e,
ainda, que os angulos B e C do poligono sao congruentes, por diferenca decorre que
OBA = OCD.

AOBA=AOCD = OA=0D = De A

De modo analogo temos que E € A (basta considerar AOCB e AODE), ...
Me AeNe A, e o poligono ABCD ... MN € inscrito na circunferéncia A.

Da unicidade da circunferéncia que passa por A, B e C sai a unicidade de A por
A, B,C,D,...,M,N.
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214. Poligono regular é circunscritivel

Todo poligono regular é circunscritivel a uma circunferéncia.
ou
Dado um poligono regular, existe uma unica circunferéncia inscrita no poligono.

Demonstracao:

Seja ABCD ... MN o poligono regular. Em vista do teorema anterior, ele é inscri-
to numa circunferéncia A. Seja O o centro dessa circunferéncia.

Os lados ﬁ, @, ﬁ, cees W, NA s3o cordas congruentes de A, por isso distam
igualmente do centro O.

Sendo A', B', C', D', ..., M', N' os respectivos pontos médios dos lados

AB, BC, CD, ..., MN, NA, temos:

OA'=0B'=0C'=0D'=...= OM' = ON'
(distancia do centro a cordas congruentes)
donde se conclui que O é o centro de uma circunferéncia A' que passa pelos pontos
A',B', C', D, ...,MeN".
E ainda, sendo:
OA' L AB, OB' L BC,0C' L CD, OD' L DE, ..., OM' 1 MN e ON' L NA, temos
que ABCD ... MN tem lados tangentes a A'.

Conclusao: o poligono regular ABCD ... MN € circunscrito a circunferéncia A'.
Unicidade de A': se existisse outra circunferéncia inscrita no poligono ABCD... MN,
ela passaria pelos pontos A', B', C', ... e seria, entao, coincidente com A'.

215. Nota

As duas Ultimas propriedades (itens 213 e 214) sao reciprocas da primeira
(item 212).
As circunferéncias inscrita e circunscrita a um poligono regular sao concéntricas.
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216. Elementos notaveis

Centro de um poligono regular é o cen-
tro comum das circunferéncias circunscrita e
inscrita.

Apétema de um poligono regular € o
segmento com uma extremidade no centro e
a outra no ponto médio de um lado.

O ap6tema de um poligono regular € o
raio da circunferéncia inscrita.

apotema

217. Expressao do angulo céntrico

Todos os angulos céntricos de um poligono regular (vértices no centro e lados
passando por vértices consecutivos do poligono) sao congruentes; entao a medida
de cada um deles é dada por:

_360° ou g - Aretos
¢ n u c n

a

218. Diagonais pelo centro

Se um poligono regular possui um nimero par de lados, ele possui diagonais
passando pelo centro: sao as que unem vértices opostos. Se ele possui um ndmero
impar de lados, nao ha diagonais passando pelo centro.

EXERCICIOS

685. Determine as medidas dos angulos x, y € z nos casos:

a) hexagono regular b) pentagono regular
ZAN
g
)

v
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686.

687.

688.

689.

690.

691.

Na figura temos um triangulo equilatero e um
quad[ado inscritos no mesmo circulo. Determi-
ne AOP, sendo AB paralelo a PQ. 1)
P % Q
A B
Na figura, AB é lado do pentadecagono regular e PQ o lado do hexagono regular,

inscritos na mesma circunferéncia. Determine AQP, sendo AB e PQ paralelos.

B Q

Determine o ndmero de lados de um poligono regular convexo, cujos angulos
internos medem 179° cada.

Determine a medida do angulo formado pelos prolongamentos dos lados AB e
CD, de um poligono ABCDE... regular de 30 lados.

Dados dois poligonos regulares, com (n + 1) lados e n lados, respectivamente,
determine n, sabendo que o angulo interno do primeiro poligono excede o angu-
lo interno do segundo em 5°.

Solucao
Se a diferenga dos angulos internos é de 5°, a diferenga entre o angulo exter-
no do 2¢ poligono e o angulo externo do 1° também é de 5°. Entao:

(o) o
$—$=5° = 2nh+1)—-72n=nn+1) =2 NP+n-72=0 =
= (n=—-90un=_8)

Resposta: n = 8.

Quantas medidas, duas a duas diferentes, obtemos quando medimos as diago-
nais de um:

a) hexagono regular;
b) octégono regular;
c) decagono regular;
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692.

693.

694.

695.

696.

697.

698.

699

700.

9 |

POLIGONOS REGULARES

e

dodecagono regular;

heptagono regular;

eneagono regular;

poligono de n lados, para n sendo par;
poligono de n lados, para n sendo impar?

S =5 D

)
)
Ao medir as diagonais de um poligono regular foram encontradas 6 medidas,
duas a duas diferentes. Determine a soma do angulos internos desse poligono.

De um poligono regular ABCDE... sabemos que o angulo ACB mede 10°. Quan-
tas diagonais desse poligono nao passam pelo centro?

0 angulo ADC de um poligono regular ABCDEF... mede 30°. Determine a soma
dos angulos internos desse poligono.

As mediatrizes do lados AB e CD de um poligono regular ABCDEF... formam um
angulo, que contém B e C, de 20°. Quantas diagonais desse poligono passam
pelo centro?

As bissetrizes dos angulos internos A e E de um poligono regular ABCDEFG...
sao perpendiculares. Qual a soma dos angulos internos desse poligono?

As mediatrizes dos lados AB e DE de um poligono regular ABCDE ... formam
um angulo, que contém B, C e D e excede o0 angulo externo desse poligono em
20°. Quantas medidas, duas a duas diferentes, obtemos ao medir as diagonais
desse poligono?

As retas que contém os lados AB e EF de um poligono regular ABCDEFG... for-
mam um angulo, que contém C e D e é o dobro do angulo externo do poligono.
Quantas diagonais tem esse poligono?

. A diferenca entre o numero de lados de dois poligonos regulares é 4 e a

diferenca entre os seus angulos externos é 3°. Determine o ndmero de lados
desses poligonos.

Lembrando que no triangulo equilatero o ortocentro,
o baricentro, o incentro (centro da circunferéncia ins-
crita) e o circuncentro (centro da circunferéncia cir-
cunscrita) sao coincidentes e que o baricentro divide

1 2
a mediana em duas partes que medem 3€3 desta, v!
sendo 6 m o lado do triangulo equilatero, determine:
a) a altura do triangulo; C) o raio r da inscrita;
b) o raio R da circunscrita; d) o ap6tema do triangulo.
Fundamentos de Matematica Elementar 265



POLIGONOS REGULARES

701. Lembrando que no quadrado a diagonal passa

pelo centro, sendo 8 m o lado do quadrado, = <
determine: A
a) a diagonal; I R

b) o raio R da circunscrita; \ r /!
C) o raio r da inscrita; o [0

d) o apétema do quadrado.

702.Lembrando que no hexagono regular as diago-
nais maiores passam pelo centro e determi-
nam nele 6 triangulos equilateros, sendo 6 m
o lado do hexagono, determine:
a) a diagonal maior;
b) o raio R da circunscrita;

C) o raio r da inscrita;
d) a diagonal menor;
e) o apdétema do hexagono.

219. Calculo de lado e apotema dos poligonos regulares

Indicaremos por € a medida do lado do poligono regular de n lados e por a_a
medida do apétema do poligono regular de n lados.

Exemplo:

l4

& :
L N

Problema 1. Dado o raio do circulo circunscrito, calcular o lado e o ap6tema do
quadrado.
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Na figura, dado o R, calcularo ¢, e 0 a,.

L, A L, B

YRVNEE

Problema 2. Dado o raio do circulo circunscrito, calcular o lado e o apétema do
hexagono regular.
Na figura, dado o R, calcularo £, e o a,.

7N /N
L Y\

360°

No AAOB, temos: AOB = =60°| ., 9=A=B=60° =

6
OA=0B = A=8

= AAOB é equilatero = =R

a, € a altura do triangulo equilatero de lado R =
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Problema 3. Dado o raio do circulo, calcular o lado e o ap6tema do triangulo

equilatero.
Na figura, dado R, calcule o ¢, e 0 a,.

A A

Note que, sendo BC = ¢,, entdo CD = ¢, = R e AD é diametro.
AACD, retangulo em C = 2 = (2R — R? = | €, = R\3
R

O € o baricentro do AABC = 2-a,=R = a, =%

Problema 4. Dado o raio do circulo circunscrito, calcular o lado do decagono

regular.
Na figura, dado o R, calcular o €.

Sendo AB = ¢,, entdo AOB = 1—10 - 360° =36° = A=B=72°

Conduzindo BC, bissetriz de B, vem:
ABAC ¢é isésceles (A = C = 72°) = BC = ¢,,
ACOB ¢ isésceles (0 = B = 36°) = OC = BC = ¢,
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Entdo: OC = € eCA=R— €
Aplicando o teorema da bissetriz interna (B_C € bissetriz no AAOB), vem:

€, R—¢
R 2B, =RR-{) = & +RE, -R=0=

10

_—R*VRE+ 4R _ —RERV5

10 2 2

= {

Desprezando a solugao negativa que nao convém, temos:

V5 — 1
b= —F5—R

220. Nota: segmento aureo

Definicao
x € a medida do segmento aureo a

de um segmento de medida a se, e so-
mente se,

X L p ) ) . ~
A razao a € dita aurea e x € também a medida do segmento maior da secc¢ao

aurea do segmento de medida a, ou apenas segmento aureo de a.

De%= a _X,obtemosx2+ax—a2=0.
N ) V5 — 1
Resolvendo a equacao, obtém-se x = —s a

Em vista da definicao e da deducao do problema 4, em que se tem

€, R—{,

10
I —

R ¢

10

concluimos que o ¢, € o segmento aureo do raio.
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Problema 5. Dado o raio do circulo circunscrito, calcular o lado do pentagono
regular.

Dado R, calcular o ¢,.
Inicialmente provaremos a seguinte propriedade:

O ¢, € hipotenusa de um triangulo retangulo cujos catetos sao o €, e o €, (¢,
g, €, relativos a um mesmo raio R).

Seja AB = ¢,, e na reta AB um ponto C tal que AC = R.

Considerando a circunferéncia de centro A e raio R, o angulo central A = 72°

_ 1
faz corresponder OC = €, (basta notar que 72° = 5 360").

Conduzindo por C a tangente CD & circunferéncia A de centro O e raio R,
temos:

Poténcia de C em relacdo a A: (CD)2 = (CA) x (CB) =

R R_€1o

problema

= (CDP?=RR ~ {,)) ZFme> CD=¢,

Considerando o triangulo ODC, retangulo em D, temos:
0C = ¢, = hipotenusa, CD = ¢, = cateto e OD = R = ¢, = cateto
Calculo do €

Aplicando o teorema de Pitagoras, vem:

RH(M.

2
2= 2 4 (2 = (2= 5 R>:>

2
= 2= (10 - 2V3) :>£€5=% 10—2\/€J

270

Fundamentos de Matematica Elementar | 9



POLIGONOS REGULARES

Problema 6. Deduzir a formula geral do apétema. Isto €, dados R e €, calcular a,.

€2
AAMO retanguloem M = a2 = R? — 4n = [an = %\/4R2 = Zﬁ}

Exemplo:

Para calcular o a,, em funcao do raio R da circunferéncia circunscrita, basta

substituir €_por €, (610 = @ . R).

E, assim procedendo, obtemos [alo = % 10 + 245 ]

Analogamente, substituindo o €, por € <€5 = % V10 — 2\/5) na expressao
de a , obtemos:

Lasz%(ﬁ+1)}

Problema 7. Deduzir uma expressao que da o €, em funcao de ¢ e de R (raio
da circunferéncia circunscrita).

Usaremos o simbolo ¢, para indicar o lado do poligono regular de 2n lados.

Seof éof,o0f, éof,.

Seof éof,o0f, éo{ e assim pordiante.
n 6 2n 12
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Notemos que de um modo geral temos:

AABC, retangulo em B, relagdes métricas = €2 = 2R(R — a)

1
Substituindo a, por - \4R? — £2 (problema 6), vem:
2 =2R (R - %V4R2 - €ﬁ) = {2 =R <2R — \/4R2 — €ﬁ> =
= [62n = \R(2R — y2R" — ) ]

an.{ I—I T
th _

Observacao

A expressao do €, nos indica que, sabendo o valor, por exemplo, do £,
pode-se obter o de € ,; com o de €, em lugar do ¢ , obtém-se o de ¢,,; com o de ¢,
em lugar do €_, obtém-se o de €,, e assim por diante.

247 4

EXERCICIOS

Nos exercicios a seguir, em geral ndo é necessario usar as formulas deduzidas
neste capitulo e sim calcular os elementos pedidos com base num esbogo de
figura, diagonal de quadrado e altura de triangulo equilatero.
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703.

704

705.

706.

707.

708.

709.

710.

711

712.

713.

714

POLIGONOS REGULARES

Determine o raio da circunferéncia circunscrita ao poligono regular de 12 m de
lado nos casos:

a) quadrado b) hexagono ¢) triangulo
.Determine o lado do poligono regular inscrito em uma circunferéncia de raio
6 m, nos casos:

a) quadrado b) hexagono c) triangulo

Determine o ap6tema (ou raio da circunferéncia inscrita) do poligono regular de
lado 6 m, nos casos:

a) quadrado b) hexagono ¢) triangulo

Determine o lado do poligono regular de 6 m de apétema nos casos:

a) quadrado b) hexagono c) triangulo

Determine o raio da circunferéncia inscrita no poligono regular, sabendo que o
raio da circunscrita € 12 m, nos casos:

a) quadrado b) hexagono c) triangulo

Determine o raio da circunferéncia circunscrita ao poligono regular, sabendo

que o raio da circunferéncia inscrita € 6 m, nos casos:

a) quadrado b) hexagono ¢) triangulo
Dado um triangulo equilatero de 6 cm de altura, calcule:
a) o raio do circulo inscrito; c) o ap6tema;
b) o lado; d) o raio do circulo circunscrito.
No hexagono regular ABCDEF da figura, o lado
mede 5 cm. Calcule:
a) o apétema;
b) o raio do circulo inscrito; F ( C
c) a diagonal AC.
\ J
E D

.Determine a razao entre o perimetro do quadrado inscrito em um circulo de raio

R e o perimetro do quadrado circunscrito a esse mesmo circulo.

Determine a relagao entre os raios de dois circulos, sabendo que no primeiro esta
inscrito um triangulo equilatero e no segundo esta inscrito um quadrado, e que 0s
perimetros do triangulo e do quadrado sao iguais.

Determine a razao entre o apétema do quadrado e o apétema de um hexagono
regular, inscritos em um circulo de raio R.

.Dado o raio R de uma circunferéncia, calcule o lado e o ap6tema do octégono

regular inscrito.
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715.

716.

717.

718

719.
720.

721

722.

.Deduza a férmula que da o lado do decagono regular

Qual é a razao entre o perimetro de um triangulo equilatero com altura igual ao
raio de um circulo para o perimetro do triangulo equilatero inscrito nesse circulo?

Calcule a medida do segmento AV do tridangulo isésceles BCA, circunscrito a uma
circunferéncia de raio unitario, sabendo que o diametro da circunferéncia é igual
ao segmento maior da secgao aurea da altura do triangulo BCA, sendo V o ponto
médio da altura AM relativa a base.

Se o raio de uma circunferéncia mede 2 m, determine
o lado ¢ do decagono regular inscrito nela. (Use os tri-
angulos isésceles da figura e o teorema da bissetriz
interna.)

inscrito em um circulo de raio R.
Usando o resultado do problema anterior, determine sen 18°.

Sabendo que o lado do pentagono regular inscrito em um circulo é a hipotenu-
sa de um triangulo retangulo cujos catetos sao os lados do hexagono regular
e do decagono regular inscritos no mesmo circulo, determine o lado do penta-
gono regular inscrito em um circulo de raio R.

.Usando o resultado do problema anterior, determine sen 36°.

Determine cos 36°.

Solucao

Considere um decagono regular inscrito em uma circunferéncia de raio R.
Note que o angulo central ao qual esta oposto o ¢,, mede 36°.
Aplicando a lei dos cossenos, temos:

€2, =R? + R? — 2RR cos 36° A
2
(E R) = 2R? — 2R? - cos 36°
2 R R
@ R? = 2R? — 2R? cos 36°
6 — 2V5 = 8 — 8 cos 36° ——
({0153 -
4 cos 36° =5 + 1 1
5
cos 36° = %
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723.

724

725.

726.

7217.
728.

729.

730.

731.

732.

9 |

POLIGONOS REGULARES

Sabendo que sen (90° — «) = cos o, determine:

a) cos 72° b) cos 54° c) sen 54°
. Determine:
a) sen 72° b) cos 18°

Usando a lei dos cossenos, determine o lado do octégono regular inscrito em
um circulo de raio R.

Use a resposta do problema anterior e determine o raio do circulo circunscrito
a um octégono regular de lado €.

Determine as medidas das diagonais de um octégono regular de lado ¢.

Na figura, temos um decagono regular
de lado ¢. Determine:

a) o raio da circunferéncia circunscrita;
b) a diagonal AE;
c) a diagonal AC;
d) a diagonal AD.

No triangulo da figura, determine x em

funcao de a.
<) X

a
No triangulo da figura, determine x em
funcao de a.

X
a
36°

Determine a diagonal de um pentagono X
regular de lado €.
Na figura temos um pentdgono regular de lado €. A N8B

b) Determine o lado do pentagono sombreado.

a) Mostre que o pentagono sombreado € regular. ‘4
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POLIGONOS REGULARES

LEITURA

Hilbert e a formalizag¢ao da geometria

Hygino H. Domingues

Somente na segunda metade do século XIX, portanto mais de dois
milénios apés a publicacao dos Elementos, comegam a surgir tentativas sérias
de aprimorar, sob o ponto de vista de estruturagcao logica, a geometria
elementar de Euclides. Dois motivos principalmente atrairam a atencao de
varios matematicos nesse sentido: de um lado, a preocupacao generalizada
com o rigor légico que animou a matematica no século XIX; de outro, a
descoberta das geometrias nao euclidianas mostrando que Euclides, afinal,
nao era necessariamente o dona da verdade.

O primeiro grande passo nesse sentido foi dado por Moritz Pasch (1843-
1930) em suas Ligoes de Geometria, de 1882. Pasch observou que definicoes
como a de ponto dada por Euclides (“Ponto € aquilo que nao tem partes”) nao
encerram a questao. O que vém a ser “partes”? E, para evitar a possibilidade
de ocorréncia de circulos viciosos ou do chamado regressus in infinitum, admi-
tiu como primitivos (sem definicao) os conceitos de ponto, reta e plano —
além do de congruéncia de segmentos, na primeira edi¢ao de seu livro. A ca-
racterizacao desses conceitos era feita por meio de axiomas em cuja
formulagao Pasch admitia que a experiéncia tinha algum papel. Nas deducoes
subsequentes, porém, de maneira nenhuma a intuicao poderia intervir.

ULLSTEIN BILD/OTHER IMAGES - BRASIL

David Hilbert (1862-1943).
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A despeito do trabalho notavel de Pasch, a fundamentacao mais feliz e de
maior influéncia da geometria euclidiana € devida a David Hilbert (1862-1943).
Hilbert nasceu na Prussia, perto de Konigsberg, em cuja universidade ingressou
em 1880, obtendo seu doutoramento cinco anos depois, sob a orientacao de
F. Lindemann (1852-1939). Poucos anos depois, em 1893, em carreira rapida
e brilhante, sucedia seu ex-orientador como professor titular em Konigsberg.
Convidado por F. Klein (1849-1925), em 1895 transferiu-se para Gottingen,
onde ficou até encerrar sua vida académica em 1930.

No inverno de 1898-1899, Hilbert proferiu uma série de conferéncias
que marcariam sua abordagem axiomatica da geometria euclidiana. O material
dessas conferéncias seria publicado ainda em 1899 num pequeno texto (Fun-
damentos da Geometria) que, em edicdes posteriores, além de atualizagoes,
recebeu varios apéndices. Na linha de Pasch, Hilbert toma como primitivos os
conceitos de ponto, reta e plano, os quais considera interligados por trés rela-
¢oes nao definidas: “estar em”, “entre” e “congruéncia”. E os axiomas que
embasam sua geometria sao 21, divididos em cinco grupos: incidéncia, or-
dem, congruéncia, paralelismo e continuidade. Desde as primeiras linhas,
Hilbert busca salientar o carater formal de sua geometria, procurando despo-
jar de qualquer contetdido material os entes com que lida.

Com seu grande prestigio, a énfase de Hilbert no método axiomatico
abstrato fez dele o principal representante do formalismo, corrente que pro-
cura afastar a matematica de qualquer conotacao intuitiva, concebendo-a
tao somente como a ciéncia das deducdes formais. Nessas condicoes, para
Hilbert e seus seguidores, torna-se vital a demonstracao da consisténcia
(auséncia de contradicdes) das axiomaticas formalizadas — como a da sua
geometria, por exemplo.

Em 1904, por intermédio da geometria analitica, Hilbert provou que a
geometria € consistente se a ciéncia da aritmética € consistente. Na década
de 20 do século passado, criou a metamatematica, um método que pretendia
estabelecer a consisténcia de qualquer sistema formal, baseado numa légica
supostamente acima de qualquer objecao.

Em 1931, porém, o jovem légico-matematico Kurt Godel (1906-1978)
provou que a consisténcia da aritmética nao pode ser estabelecida no ambito
da matematica. Esse resultado, sem duvida, abalou fortemente o formalismo.
Mas de maneira nenhuma tirou Hilbert do pedestal dos grandes matematicos
de todos os tempos.
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A

Comprimento da
circunferéencia

Conceitos e propriedades

Neste capitulo daremos uma nogao sobre o céalculo do perimetro do circulo e
do comprimento da circunferéncia.

Serao citadas trés propriedades que nos conduzirao ao resultado visado. Nao
serao feitas demonstracoes rigorosas de tais propriedades, porém ficara clara a
percepcao das conclusdes, além da sequéncia logica que se deve seguir.

221.Propriedade 1

Dada uma circunferéncia qualquer, o perimetro de qualquer poligono conve-
X0 nela inscrito € menor que o perimetro de qualquer poligono a ela circunscrito.

Esta propriedade € geral, mas é suficiente trabalhar com poligonos regulares
para percebé-la.
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COMPRIMENTO DA CIRCUNFERENCIA

Seja uma circunferéncia de raio R. Consideremos um quadrado inscrito e o
quadrado circunscrito correspondente.

ZON
N7

Note que RvV2 e

RV2

sao lado e ap6tema do quadrado inscrito, enquanto 2R e

R sao, respectivamente, lado e apétema do quadrado circunscrito.
Sendo p, e P, os respectivos perimetros, temos p, < P,.
Dobrando-se o nimero de lados (e isso é possivel, vide formula do €2n), temos:

p, <pgeP,<P,eaindap, <p, <P, <P,

Repetindo-se a operagao acima, e ela pode ser repetida indefinidamente, temos:

p4<ps<p16<p32<...<P32<P16<P8<P4

O resultado acima foi obtido iniciando-se com o quadrado. Trabalhando com
poligono regular de n lados, temos resultado analogo, sendo bom notar que:

P, e R, perimetro e apétema do
poligono circunscrito, €;

p, € a_, perimetro e apétema do
poligono inscrito;
sao relacionados por semelhanca entre
triangulos, como segue:

L, R P, R
¢ a P a

n n n n

(Notemos que, conhecendo p, a_ e
R, calculamos P_.)
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COMPRIMENTO DA CIRCUNFERENCIA

Assim, temos também:
Pg <P, <P, <P <..<P<P, <P, <P,
De um modo geral, mantendo constante a circunferéncia, aumentando-se o
numero de lados, o perimetro dos poligonos regulares inscritos (p,) cresce enquanto

o perimetro dos poligonos regulares circunscritos (P ) decresce, permanecendo sem-
pre p, < P.. Afigura a seguir ilustra esse fato.

Ps

Py

Ps

Ps Ps ‘

| o

Ps ! Lo i
Resumo : b A :
| Ps P Ps P Po Py P P

r
CRESCE DECRESCE
222.Propriedade 2

Dada uma circunferéncia qualquer e fixado um segmento k, arbitrario, po-
dem-se construir dois poligonos, um inscrito e outro circunscrito a circunferéncia,
tais que a diferenga entre seus perimetros seja menor que o segmento k fixado.

Essa propriedade é geral, mas pode ser "percebida" através de poligonos regu-
lares, com mais de quatro lados, como segue:

Sejam:

p, € a_, perimetro e apétema do inscrito

P. e R, perimetro e apétema do circunscrito
Conforme ja vimos, pela semelhanca sai:

P

n

P,

R
an
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COMPRIMENTO DA CIRCUNFERENCIA

Com propriedades de proporcdes, vem:

P.—p, R—a, P, 2R
P~ R T gR7A)
Mas, para todo n maior que 4, temos:

P, <P, portanto, P < 8R 2R 2R

e, dai, vem:
8R
P-p<Rg R-a)=
2R

=P —p <8R -a)

Aumentando-se indefinidamente o ndmero de lados (dobrando-se, por exem-
plo), a diferenca R — a_ tende para o segmento nulo. Entao,

P, — p, <k, sendo k fixado.

P, P, P P P, P; P, P

223. Nota

As duas propriedades vistas, aliadas ao postulado da continuidade, traduzem
0 enunciado:

Dada uma circunferéncia qualquer, existe um unico segmento que € maior
que o perimetro de qualquer dos poligonos convexos inscritos € menor que o pe-
rimetro de qualquer dos poligonos circunscritos a essa circunferéncia.

224. Definicoes

a) Dada uma circunferéncia, o segmento maior que os perimetros de todos os
poligonos convexos inscritos € menor que os perimetros de todos os poligonos cir-
cunscritos € chamado segmento retificante da circunferéncia, ou circunferéncia
retificada ou ainda perimetro do circulo definido pela circunferéncia.
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COMPRIMENTO DA CIRCUNFERENCIA

Pn
B CA B C A
< B
e
A C B
| p" |

circunferéncia retificada

b) O comprimento do segmento retificante da circunferéncia, ou circunferéncia
retificada ou perimetro do circulo, € chamado comprimento da circunferéncia.

225. Propriedade 3

A razao entre o perimetro do circulo e seu diametro € um ndmero constante
representado por .

Sejam duas circunferéncias de comprimento C e C' e raios R e R', respectiva-
mente, e consideremos poligonos regulares de mesmo numero de lados inscritos e
circunscritos nessas circunferéncias.

Com a nomenclatura usada até aqui gracas a semelhanca entre os poligonos,
vem:

Devido as propriedades anteriores, vem:

p,<C<P ep,<C <P
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COMPRIMENTO DA CIRCUNFERENCIA

Donde:
b, ¢ P, P ¢ P
2R 2R “ 2R ® 2R 2R T 2R
Logo:
c C
2R 2R

Chamando essa razao de 1, vem:

C
b
226. Observacao

Para se ter uma nocao do nimero w € s6 analisar a tabela abaixo.

4 p, P,
f 2R 2R
6 | 3.00000 | 3.46411 | N— ndmero de lados de um poligono
12 | 3,10582 3,21540 regular

24 3,13262 3,15967 P, — perjmetro dos .Circu.nscritos
48 3.13935 3,14609 p,— pgrlmetrg dos mAscrl.tos

26 3,14103 3,14272 R — raio da circunferéncia
\192 3,14145 3,14188 j

Observe, pela tabela, como vai “nascendo” o ndmero .

Pela tabela chegamos até | 3,141 |45 < 7 <|3,141|88.

Pode-se pensar que a tabela acima foi obtida usando o fato de que, sabendo o
£, pela formula do €, , sabe-se o € ,; sabendo-se o £, sabe-se o {,,, € assim suces-
sivamente.

Note que conforme se aumenta o nimero de lados obtém-se valores aproxima-
dos de w com maior precisao (vao surgindo os algarismos do ndmero ). Com um
poligono de 192 lados, chegamos a 4 algarismos do ndmero .

Por ser (til, temos:

w = 3,1415926535... % = 0,3183098861...

127 127 247

227. Comprimento de um arco de circunferéncia

[O comprimento de um arco de circunferéncia () é proporcional a sua medida (oc).]
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Para o em graus:

360° 217R frrRoc
180
Para oo em radianos:

2 rad 27R
o rad 14 }=> €=R

Em particular, numa circunferéncia de raio unitario, o comprimento de um arco
€ numericamente igual a sua medida em radianos.

228. Observacio

Chama-se radiano (rad) todo arco de
circunferéncia cujo comprimento é igual 1 radiano
ao comprimento do raio da circunferéncia

que o contém.

Numa circunferéncia (comprimento = 2wR) ha 2 radianos e por conseguinte:

_360° _ ioqe 5 L _ 4g00 — B7047"
1rad = = —— = 180° X —- = 180° x 0,31831 = 57°17'38,4...

EXERCICIOS

733. Determine o comprimento da circunferéncia nos casos:
a) b) c)
4 cm
| —
\ 8 cm
10 cm
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COMPRIMENTO DA CIRCUNFERENCIA

734. Determine o comprimento do arco menor AB, dado o raio de 90 cm e o angulo
central correspondente, nos casos:

a) A b) C)

735. Determine o comprimento da linha cheia nos casos (0s arcos sao centrados em
0,,0,e0,):

a) b) AO,B é triangulo equilatero de
12 cm de lado.

736. Determine o perimetro da figura sombreada nos casos:

a) Os arcos tém raios de 12 me b) ABCD é um quadrado de 48 m
sao centrados em A, B e C. de lado e os arcos sao centra-
dosemA, B,CeD.

A D
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7317.

738.

739.
740.

741.

742.

743.

744.

Se os angulos de vértices 0,, 0,, 0,, 0, e O, medem, respectivamente, 90°, 72°,
135°, 120° e 105° e os raios das circunferéncias de centros nesses vértices
medem, respectivamente, 18 cm, 35 cm, 24 cm, 36 cm e 48 cm, determine o
comprimento da linha cheia AB.

O tracado de uma pista representada na
figura ao lado € composto dos arcos de cir-
cunferéncias AB, BC, CD e DA, centrados
respectivamente em 0, 0,, O, e O,. Se os
triangulos 0,0,0, e 0,0,0, sao equilateros
de 60 m de lado e AB = 120N3 m, deter-
mine o comprimento da pista.

A D
Um circulo tem 4 cm de raio. Calcule o comprimento de sua circunferéncia.

Dé o raio de uma circunferéncia cujo comprimento € igual ao de uma semi-
circunferéncia de 5 cm de raio.

O comprimento de uma circunferéncia é de 12,56 cm aproximadamente. Calcu-
le o raio. Adote 7 com duas casas decimais.

O comprimento de uma circunferéncia é de 12w cm. Determine o raio de outra
circunferéncia cujo comprimento é a quarta parte da primeira.

Dada uma circunferéncia de diametro d, calcule o comprimento de um arco cujo
angulo central correspondente é:

a) 30° c) 60° e) 120° g) 150°

b) 45° d) 90° f) 135°

Se o raio de uma circunferéncia aumenta 1 m, quanto aumenta o comprimento?
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745.

746.

7417.

748.

749.

750.

751.

752.

753.

754.

755.

756.

COMPRIMENTO DA CIRCUNFERENCIA

Aumentando em 2 m o raio de uma circunferéncia, em quanto aumentara o seu
comprimento? O que ocorre com o comprimento se o raio for aumentado em
3 m? E se o raio for aumentado a metros?

A circunferéncia C, de raio R, e perimetro p, = 103, € concéntrica a circunferén-
cia C,, de raio R, e perimetro p, = 1 + 10°. Calcule R, — R..

Duplicando o raio de uma circunferéncia, o que ocorre com seu comprimento?

Um arco de comprimento 2R de uma circunferéncia de raio 2R subentende um
arco de quantos graus?

Quanto aumenta o raio de uma circunferéncia quando seu comprimento aumen-
ta 5 metros?

Em quanto aumenta o comprimento de uma circunferéncia cujo raio sofreu um
aumento de 50%7?

Determine o angulo que subentende um arco de 2 cm de comprimento numa
circunferéncia de 1 cm de raio.

Se o raio de um circulo aumenta em k unidades, o que ocorre com o0 comprimen-
to da circunferéncia?

Um arco de circunferéncia de comprimento 2wR, de uma circunferéncia de raio
G, que angulo central subentende?

As rodas de um automoével tém 32 cm de raio. Que distancia percorreu o auto-
movel depois que cada roda deu 8000 voltas?

Solucao

C=2mR = C=2w 32 = 64w
d=8000C = d=8000 X 647 = d = 512000

Resposta: 512000 m cm = 16085 m.

Uma pista circular foi construida por duas circunferéncias concéntricas, cujos
comprimentos sao de 1500 m e 1200 m aproximadamente. Quanto mede sua
largura?

Um ciclista percorreu 26 km em 1 h e 50 minutos. Se as rodas da bicicleta tém
40 cm de raio, quantas voltas aproximadamente deu cada roda e quantas por
minuto?
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757.

758.

759.

760.

761.

762.

763.

764.

765.

766.

767.

As rodas dianteiras de um carro tém 1 m de raio e dao 25 voltas ao mesmo tem-
po em que as traseiras dao 20 voltas. Calcule o raio das rodas traseiras e quanto
percorreu o carro depois que as rodas dianteiras deram 100 voltas cada uma.

Os ponteiros de um reldégio medem 1 cm e 1,5 cm, respectivamente. A circun-
feréncia descrita pelo ponteiro maior tem comprimento maior que a circunfe-
réncia descrita pelo ponteiro menor. Determine essa diferenca.

Um menino brinca com um aro de 1 m de didametro. Que distancia percorreu o
menino ao dar 100 voltas com o aro?

Um carpinteiro vai construir uma mesa redonda para acomodar 6 pessoas sen-
tadas ao seu redor. Determine o diametro dessa mesa para que cada pessoa
possa dispor de um arco de 50 cm de mesa.

As rodas dianteiras de um caminhao tém 50 cm de raio e dao 25 voltas no mes-
mo tempo em que as rodas traseiras dao 20 voltas. Determine o diametro das
rodas traseiras.

Uma pista circular esta limitada por duas circunferéncias concéntricas cujos
comprimentos valem, respectivamente, 3000 m e 2400 m. Determine a largura
da pista.

Para ir de um ponto A a um ponto B posso percorrer a semicircunferéncia de diame-
tro AB e centro O. Se percorrer as duas semicircunferéncias de diametros AO e OB,
terei percorrido um caminho maior ou menor?

Quantas voltas da uma das rodas de um carro num percurso de 60 km, saben-
do que o diametro dessa roda € igual a 1,20 m?

Uma corda determina em um circulo um arco que mede 80°. Sendo 20 cm o com-
primento desse arco, determine a medida do raio desse circulo.

O comprimento de um arco AB € 1 cm, o angulo central do setor circular deli-
mitado por esse arco mede 60°. Determine o raio do circulo ao qual pertence
esse setor.

Na figura ao lado, calcule a medida do B
angulo central o, sabendo que os arcos

AB e CD medem respectivamente 100 cm

e 80 cm, e que CA = DB = 25 cm. Os (o]

arcos AB e CD s3o centrados em O.
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768.

769.

770.

771

772.

773.

774.

775.

=]

COMPRIMENTO DA CIRCUNFERENCIA

Num circulo uma corda de 3 cm dista 2 cm do centro. Calcule o comprimento
da circunferéncia.

Determine o comprimento de uma circunferéncia circunscrita a um quadrado de
4 cm de lado.

Uma corda AB, distando 3 cm do centro de um circulo de diametro 12 cm, de-
termina nesse circulo dois arcos. Determine a razao entre a medida do maior e
a do menor arco desse circulo.

.Calcule o comprimento de uma circunferéncia inscrita em um quadrado de

10 cm de diagonal.

O comprimento de um circunferéncia € de 8t cm. Determine o raio da circunfe-
réncia e o perimetro do quadrado inscrito.

Na figura ao lado, os trés circulos tém
mesmo raio r igual a 10 cm. Determine
0 comprimento da correia que envolve
os trés circulos.

Na figura ao lado, determine o compri-
mento da corrente que envolve as duas
rodas, sabendo que o raio da roda me-
nor mede 2 cm € o raio da roda maior
4 cm e a distancia entre os centros das
duas rodas mede 12 cm.

Sejam um circulo ¢ de centro O, de raio Al
R = 1, diametro AA' e a tangente t em
A ao circulo ¢. Sendo AB um lado do he-
xagono regular inscrito em ¢, a mediatriz

de AB corta a reta t em C. Construamos 0
sobre t o segmento CD = 3R. Mostre
que o comprimento A'D é um valor apro- B 300 ¢
ximado de .
t R e
CTV A 2 D
3R
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A

Equivaléncia plana

I. Definicoes

229.Poligonos contiguos ou adjacentes

Dois poligonos sao chamados contiguos ou adjacentes quando tém em co-
mum somente pontos de seus contornos.

A R
D E \%
B
C
F S X
G Y
ABC e DEFG sao contiguos. RST e UVXY nao sao contiguos.

Neste capitulo estamos considerando como poligono toda a regiao do plano
também chamada de regiao poligonal.
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230.Soma de poligonos

a) Soma de dois poligonos contiguos

Chama-se soma de dois poligonos contiguos a superficie constituida pelos
pontos desses poligonos comuns e 0s nao comuns a eles.

I

Temos, entao: A e B contiguos.

xeE(A+B) © (xeAoux € B),ou,ainda,A+ B=AUB

b) Soma de dois poligonos quaisquer

Soma de dois poligonos quaisquer, A e B, é definida como sendo a soma dos

poligonos contiguos A' e B' em que A' é congruente a A e B' é congruente a B.

A=A

A B'=8B
(A + B) = (A' + B")
= congruente

231.Equivaléncia entre poligonos
Dois poligonos sao chamados equivalentes ou equicompostos se, e somente

se, forem somas de igual nimero de poligonos dois a dois congruentes entre si.
Em simbolos:
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Notemos que A e B sdo somas de n poligonos e que cada poligono-parcela T,
de A é congruente a um poligono-parcela S, de B e reciprocamente.
O simbolo = esta sendo usado para a equivaléncia.

- \
. //) T3 53 51 \

T,=S,T,=5,T,=S5,T,=S,

A_T1+T2+T3+T4 = A=B
B=S,+S,+S,+8,

Por extensao, dois poligonos congruentes sao equivalentes.

232.Propriedades

12) Reflexiva: A=A
22) Simétrica: A=~B o B=A
32) Transitiva: A =B

B%C}:A%C

42) Uniforme:
“Somas de poligonos dois a dois equivalentes entre si sao superficies equiva-

lentes entre si.”
Em simbolos:

<T~&A 2],=E ):AzB

Exemplo:
T,=S,T,=8S,

A=T,+T, |= A=
B=S,+85,
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52) Disjuntiva — postulado de De Zolt:

“Um poligono, que € soma de dois ou mais outros, nao é equivalente a nenhu-
ma das parcelas.”

Exemplo:

fooeo )

A=B+C=A#BeA=#C

233.Notas

12) As propriedades 1, 2, 3 e 4 sao de demonstracoes imediatas em vista da
definicao de equivaléncia.

22) A propriedade 5 nao tem demonstracao (é postulado) e também pode ser
colocada como segue:

Dados dois poligonos P e Q quaisquer, de trés possibilidades ocorre uma
(e uma s0):

ou P é equivalente a Q: P = Q;
ou Q é equivalente a uma parte de P:

P=P +P,eP =Q
ou P é equivalente a uma parte de Q:

Q=0,+0Q,eQ=~P

II. Reducgao de poligonos por equivaléncia

234.Teorema

Dois paralelogramos de bases e alturas respectivamente congruentes sao
equivalentes.
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Demonstracao:

Sem perda de generalidade, consideremos os paralelogramos ABCD e ABC'D'
com base AB e com alturas congruentes.
Podem-se apresentar trés casos:

1¢ caso: CD e C'D' tém um segmento comum

V V

ABCD = ABC D'

22

29 caso: CD e C'D' tém s6 um ponto comum

=1l D c =D 3
=1 } | 1

(I I Iy = (I I ) "

ABCD =~ ABC'D' A B

3¢ caso: CD e C'D' ndo tém ponto comum

Por aplicacao dos casos anteriores, da propriedade transitiva e do postulado
de Arquimedes:

“dados dois segmentos, existe sempre um multiplo de um deles que supera o
outro”,

temos:
ABC'D' = ABC"D" = ... = ABCD = ABCD = ABC'D'
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235. Nota

Devido ao teorema da pagina 293, temos em particular que:
“Todo paralelogramo € equivalente a um retangulo de base e altura respectiva-
mente congruentes as do paralelogramo”.

i h

,T'
b b
236.Teorema
Todo triangulo € equivalente a um paralelogramo de base congruente a do
triangulo e altura metade da altura do triangulo.

Demonstracao:

Pelo ponto médio E de AB conduzimos ED paralela a BCe completamos o pa-
ralelogramo BCDE.

|s|||}
n=1J+

~ h
(14 1) = (11 + 1) = ABC = BCDE

237.Nota
Em vista do resultado acima e do anterior temos em particular que:
“Dois triangulos de base e alturas ordenadamente congruentes sao equivalentes”.
AV VV, = AV V'V,

9 | Fundamentos de Matematica Elementar 295



EQUIVALENCIA PLANA

238.Teorema

“Dado um poligono convexo com n lados (n > 3), existe um poligono convexo
com (n — 1) lados que lhe é equivalente”.

Seja dado o poligono Pol (V,V,V.V, ...V ) e seja V' a intersecao da reta V.V, com

a reta paralela a V1V3 por V..

Pol (V,V,V,V, ... V.) = AV,V,V, + Pol (V,V.V, ... V.)

1727°3%4 """ 1°2°3 1°3°4 n

Pol (V,V'V, ... V.) = AV,V'V, + Pol (V,V.V, ... V)
= Pol (V,V,V,V, ... V,) = Pol (V,V'V, ... V)
n lados (n — 1) lados

239.Nota

Em vista dos itens 234, 236 e 238, podemos reduzir por equivaléncia um po-
ligono de n lados (n > 3) a um triangulo equivalente, este a um paralelogramo equi-
valente e este a um retangulo equivalente. Entao, vale:

“Todo poligono € equivalente a um retangulo”.

240.Relacgao de Pitagoras por equivaléncia

Consideremos um triangulo retdngulo ABC de hipotenusa a e catetos b e c.

0O quadrado BCDE de lado a é o quadrado construido sobre a hipotenusa (ou o
quadrado da hipotenusa) e os quadrados ABRS de lado ¢ e ACVU de lado b sao os
quadrados construidos sobre os catetos (ou os quadrados dos catetos) (figura 1).
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D
Y C D
a
C
E
b a C 5 e \a
! G
U A c B b a
C
[ ¢ [
S R A B H l
figura 1 figura 2

Agora consideremos as construcoes auxiliares da figura 2. Devemos notar que:

BCDE é o quadrado de lado a.

AABC, AFCD, AGED e AIBE sao triangulos congruentes entre si que vamos
chamar de T.

ACFH é um quadrado de lado b congruente ao quadrado ACVU.

EIHG é um quadrado de lado ¢ congruente ao quadrado ABRS.

BCFGE € um poligono que vamos chamar de P.

Analisando o quadrado BCDE (figura 3) e a reuniao dos quadrados ACFH e EIHG
(figura 4), temos:

C b F
\\
\\
\\
\\\ P G C E
bl 1\ L
\ e
\\\ P - c
N e T
[ [
A H I
figura 3 figura 4

BCDE = P + 2T
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Dada a congruéncia dos quadrados, temos, entao:
BCDE = ACVU + ABRS
Ou seja:
“0 quadrado construido sobre a hipotenusa é equivalente a soma dos quadra-
dos construidos sobre os catetos.”
Ou ainda:
“0 quadrado da hipotenusa € equivalente a soma dos quadrados dos catetos.”

EXERCICIOS

776. Determine em cada caso quais figuras sao equivalentes:

a)
| \ [ \ Il
b) ]
i I
C)
' 1 NI THA
/
d) Il
| 11
/
\
e) \
\l 1 LLL
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777.Se G é o baricentro de um triangulo ABC, entao os triangulos GAB, GAC e GBC
sao equivalentes.

Solugao

B ; f C

Consideremos a mediana AM. Por terem bases congruentes e mesma
altura, sao equivalentes os triangulos ABM e ACM e pelo mesmo motivo
também o sao os triangulos GBM e GCM.

AABM =~ AACM = AGAB + AGBM = AGAC + AGCM =AGAB =~ AGAC
Analogamente sai AGAB =~ AGBC.
Dai vem AGAB = AGAC =~ AGBC.

778.Por que sao equivalentes os trés triangulos da figura
ao lado? L
\
X\
779. Os dois triangulos da figura ao lado sao equivalentes?
Em caso afirmativo, por qué? L
N

780. Na figura ao lado, o tridngulo € equivalente ao retan-
gulo? Em caso afirmativo, por qué? A

\ 4
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781.0 quadrado e o triangulo da figura ao lado sao equi-
valentes? Por qué? L

\/

782. 0s quatro triangulos da figura ao lado sao equivalen- i
tes? Por qué?

783. Se reduzirmos a metade a base de um triangulo, 0 que ocorrera com a altura
para que tenhamos triangulos equivalentes?

784.Qual a relacao entre os retangulos hachu- D C
rados da figura ao lado, se por um ponto
P sobre a diagonal tracamos segmentos
paralelos aos lados do retangulo ABCD?

A B

785. Por um ponto de uma diagonal de um paralelogramo tracam-se paralelas aos
lados. Prove que dois dos paralelogramos que se obtém sao equivalentes.

786. 0 pentagono ABCDE e o quadrilatero FEDC
da figura ao lado sao equivalentes? Por
qué?

787.Como deveriamos proceder para transformar um poligono convexo de 100 la-
dos em um triangulo equivalente?

788. Construa um poligono convexo de (n — 1) lados, equivalente a um poligono
convexo de n lados (n > 3).
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789. Diga que relacao ha entre P, P, e P..

C b C b
a_.-"
b ’//’ P3 b
/
/
/
/
a/
¢ P> /¢
/
/
/
/
/
/
C b

790. Os quadrilateros ABCD e A'B'C'D' sao retangulos. Mostre que, se os triangulos
PAB e P'A'B' sao equivalentes, entao os retangulos também sao equivalentes.

C D P
C D P
B A B' A
791. Foram construidos dois quadrados, um so- D
bre a hipotenusa e outro sobre um cateto
de um triangulo retangulo, como mostra a A
figura. Prove que o quadrado e o retangulo C
sombreados sao equivalentes.
B - G

792. Usando o exercicio anterior, prove que “o quadrado construido sobre a hipotenu-
sa € equivalente a soma dos quadrados construidos sobre os catetos” (relacao

de Pitagoras).

301
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planas

I. Areas de superficies planas

241. Definigéo

Area de uma superficie limitada é um nimero real positivo associado & super-
ficie de forma tal que:

19) As superficies equivalentes estdo associadas &reas iguais (nimeros
iguais) e reciprocamente.

A =B < (Area de A = Area de B)
2°) A uma soma de superficies esta associada uma area (nimero) que € a
soma das areas das superficies parcelas.
(C=A+ B) = (Area de C = Area de A + Area de B)

3?) Se uma superficie esta contida em
outra, entao sua area € menor (ou igual) que a
area da outra.

A

B C A = Area de B < Area de A
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242.Razao entre retangulos

a) Teorema

“A razao entre dois retangulos de bases congruentes

[tes) € igual a razao entre suas alturas (ou bases).”

(ou alturas congruen-}

Hipotese Tese
{ley h) {&ZL

R, (b, h,) R, h,
Demonstracgao:

1¢ caso: h1 e h2 s3o0 comensuraveis

| b |
I I
b
x |
X X
h1
X X X X
X X
R, R,
Entao, existe um submldiltiplo de h, e de h,
h =p-x| = h
1 1 p
_ = 1 — == 1
h,=a- X} { h, a W
Construindo os retangulos X(b, x), temos:
1 : 1 _ P
R, = X}i{R__ g @

De (1) e (2) vem:
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2° caso: hl e h2 sao incomensuraveis

R,
T "
m+ 1 Y Y
m{ |y Y h, nyly Y h,
y y
T, —

Entdo, ndo existe segmento submdiltiplo comum de h, e h,.
Tomemos um segmento y submudiltiplo de h, (y “cabe” um certo nimero inteiro

n de vezes em h,, isto &, h, = ny).
Por serem h, e h, incomensuraveis, marcando sucessivamente y em h_, temos

que, para um certo nimero inteiro m de vezes:
my <h, <(m+ 1)y

Operando com as relagoes acima, vem:

A
&

m-y<h <m+1)-y = m h, m+ 1
nty=h,=n-y W ShH ST

Construindo os retangulos Y(b, y), temos:

m-Y<R <mM+1)-Y] = m R m+1
1 1

— _ = — —— - 4
n-Y=R,=n-Y } n<R2< n (4)

Ora, sendo y submdiltiplo de h,, pode variar; dividindo y aumentamos n e, nes-
tas condicoes,
m m-+ 1
— e ——
n n

h

formam um par de classes contiguas que definem um uUnico ndmero real, que é h_l
2

pela expressao (3) e é R—l pela expressao (4).
2

Como esse nuimero € unico, entao:
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b) Teorema
“A razao entre dois retangulos quaisquer € igual ao produto da razao entre as
bases pela razao entre as alturas.”
Hipotese Tese
R, (b, hl)} R R, b, h,
R h BT b
, (b, hy) R, b, h,
hz RZ R hz
b, I b,
i
Demonstracao: !
I
Construamos um retangulo auxiliar '
R(b,, h,). Aplicando duas vezes o teorema an-
terior, vem:
RN R h
R h2 Multiplicando Rl . b1 hl 1 !
R b1 Rz bz h2
R2 b2
b

II. Areas de poligonos

243. Retangulo

Dado o retangulo R(b, h) e fixado o quadrado Q(1, 1) como unitério, temos:

Area do retangulo R(b, h) =
h R 1| Q
—A = R(b, h)
~ %R Q1) b !
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Em vista do item 242, vem

R(b, h) = b h = A, = (medida de b) - (medida de h)

ATQLn ~ 1 1

que sera representada simplesmente por:

244. Quadrado

Dado um quadrado de lado a,
Q(a, a), temos:

=7 . — a2 a

pois o quadrado € um retangulo particular. o

245. Paralelogramo

Dado o paralelogramo P(b, h), conforme vimos no item 235, ele é equivalente
a um retangulo cuja base mede b e altura mede h. Logo:
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246. Triangulo

Dado o triangulo T(b, h), conforme vimos no item 235, ele € equivalente a um

paralelogramo cuja base mede b e altura mede % Logo:

Nota
Area do triangulo equilatero de lado a. Um triangulo equildtero de lado a tem

e sua area S é entao:

altura h = av3

2
1 av3
S = 2 a- D) =
241. Trapézio
Dado o trapézio T (b,, b,, h), ele € a soma de dois triangulos T,(b,, h) e T,(b,, h).
bZ
+
h = h T h
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248. Losango

Dado o losango L(d,, d,), conduzimos as diagonais e, pelos vértices, as parale-
las as diagonais.

A=A =

L (4 triangulos) 2

Nota

O losango € paralelogramo e por-
tanto sua area também é dada por:

A =b-h
249. Poligono regular
Sendo:
n = numero de lados
m = medida do ap6tema
£ = medida do lado
p = semiperimetro -]
e

Seja um poligono regular de n lados de medidas iguais a € e de ap6tema de
medida m.
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Podemos decompor esse poligono em n triangulos de base ¢ e altura m.

Ent&o:
_ 2
pol_n.AT %
n-t-m
A=€'m :>ApoI: 2
T 2

Sendo n - £ = 2p (perimetro), vem:

2-p-m
ApoIZT:> Ap0|=p-m

Nota

Area de um hexagono regular de lado a.

Um hexagono regular de lado a € a reuniao de 6 triangulos equilateros

de lado a.
2
Sendo S = a ;/5 a area do triangulo, temos:
a2\/§
Ahexa’gono =6-S = Ahexa’gono =6- 4

3\3
= [ Ahexa‘gono = 2 a? J

EXERCICIOS

793. Determine a area dos poligonos nos casos abaixo, sendo o metro a unidade
das medidas indicadas.

a) quadrado b) retangulo c) paralelogramo
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d) losango g) trapézio ) tridngulo
5 \
8 /
10
6

e) quadrado h) paralelogramo k) triangulo

5

2
f) I) tridangulo

8 6
10

794. A area do poligono é dada entre parénteses, em cada caso. Determine x.

a) quadrado (36 m?)  c¢) retangulo (24 m?) e) trapézio (18 m?)

X + 2

X -
X + 2 L]

X + 4

b) quadrado (50 m?) d) trapézio (10 m?) f) paralelogramo (32 m?)
/ _ X + 2 _
X//// \ \ / ;
//, X
- 6 2X
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795. Na figura temos um quadrado ABCD p
inscrito no triangulo PQR. Se QC ¢
igual ao lado do quadrado, RD = 3 m, A B
a altura, relativa a AB, do triangulo
PAB € igual a 4 m e a area do triangu-
lo PQR é de 75 m?. Determine o lado R Q
do quadrado.

796. Determine a area do retangulo nos casos a seguir, sendo a unidade das medi-
das o metro.
a) b) c)

797. Determine a area do paralelogramo nos casos a seguir, sendo o metro a unida-
de das medidas.

a) b) c)
10 '
/\ N
3 4 18 8

798. Determine a area do triangulo nos casos a seguir, sendo o metro a unidade das

medidas.
a) c) e)
8
8 8 g
17 = e ]
b) d) f)
>
10 10 6 35 12
[
12
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g) h i

) )
A 45°
18 7

799. Determine a area do losango nos casos a seguir, sendo o metro a unidade das
medidas indicadas.
a) b

13

800. Determine a area do trapézio nos casos a seguir, sendo 0 metro a unidade das
medidas indicadas.

a) 10 c) 3 e) 43

’J 6 6

17 s 2J13 30°
al ol
18 3
b) 10 d) 6 f) 4
6
13 13 60° 30°
ol 60°
% 10

801. Determine a area de um trapézio isésceles com bases de 4 m e 16 m e perime-
tro de 40 m.
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802.Mostre que a area de um quadrilatero de diagonais perpendiculares, que me-
dem a e b, é dada por ﬂ.

2
Solugao
Como a area do quadrilatero é
igual a soma das areas dos trian-
--------------- gulos e h, + h, = a, temos:
h, b-h, b-h,
g a AQ = > + > =
| h, o
! = A =5 +h)=
I |
I 1
b b ab
= AQ=§(8) = AQ=7

803. Determine a area do quadrilatero nos casos a seguir, sendo o metro a unidade
das medidas indicadas.

a) b)

T_/
N
=)

60°
2V5

N
=]
w

804. A area de um retangulo é 40 cm? e sua base excede em 6 cm sua altura. Deter-
mine a altura do retangulo.

805.Um retangulo tem 24 cm? de area e 20 cm de perimetro. Determine suas di-
mensoes.

806. A base de um retangulo € o dobro de sua altura. Determine suas dimensoes,
sendo 72 cm? sua area.

807. As bases de um trapézio isésceles medem, respectivamente, 4 cm e 12 cm.
Determine a area desse trapézio, sabendo que o semiperimetro do trapézio é
igual a 13 cm.

808.Uma das bases de um trapézio excede a outra em 4 cm. Determine as medidas
dessas bases, sendo 40 cm? a area do trapézio e 5 cm a altura.
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809.

810.

811.

812.

813.

814.

815.

816.

817.

818.

819.

820.

. ) ~ . 2 . .
As diagonais de um losango estao entre si como = Determine a area desse

losango, sabendo que a soma de suas diagonais € igual ao perimetro de um
quadrado de 81 cm? de éarea.

O perimetro de um losango € de 60 cm. Calcule a medida de sua area, sabendo
que a sua diagonal maior vale o triplo da menor.

Determine a area de um losango, sendo 120 cm o seu perimetro e 36 cm a
medida da sua diagonal menor.

Com uma corda de 40 m de comprimento construimos um quadrado e com a
mesma corda construimos depois um trapézio isdésceles cuja base maior é o
dobro da menor e cujos lados obliquos tém medidas iguais a base menor. De-
termine a razao entre a area do quadrado e a area do trapézio.

Determine o lado de um quadrado, sabendo que, se aumentamos seu lado em
2 cm, sua drea aumenta em 36 cm?.

Determine a area de um quadrado cujo perimetro € igual ao perimetro de um
retangulo cuja base excede em 3 cm a altura, sendo 66 cm a soma do dobro da
base com o triplo da altura.

Um quadrado e um losango tém o mesmo perimetro. Determine a razao entre
a area do quadrado e do losango, sabendo que as diagonais do losango estao

. 3 . L.
entre si como 5 e que a diferenca entre elas € igual a 40 cm.

Determine a area de um retangulo em fung¢ao de sua diagonal d, sabendo que
a diagonal € o triplo de sua altura.

az\/g

A

Mostre que a area de um triangulo equilatero de lado a é dada por A =

Determine a area de um triangulo equilatero com:
a) perimetro de 30 m. b) altura de 6 m.

Determine a area de um hexagono regular nos casos:
a) Seu lado tem 8 m. b) Seu ap6tema tem 2\/5 m.
c) Sua diagonal menor mede 12 m.

Determine, em cada caso, o raio do circulo circunscrito a um:
a) quadrado de 16 m?.

b) hexagono regular de 54\/§ m2.

¢) triangulo equilatero de 36\/§ m2.
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823.

824,
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Determine a area do:

a) quadrado inscrito em um circulo de 5 m de raio.

b) hexagono regular inscrito em um circulo de raio 4 m.

) tridngulo equilatero inscrito em um circulo de raio 6 m.
) quadrado circunscrito a um circulo de raio 4 m.
)
)

D QO O

hexagono regular circunscrito a um circulo de raio 6 m.

f) triangulo equilatero circunscrito a um circulo de raio 5 m.

Determine, em cada caso, o raio do circulo inscrito em um:
a) quadrado de 24 m?2,
b) hexagono regular de 6\/_ m?2.

¢) triangulo equilatero de 9\/_ m?2.

Da-se um trapézio ABCD de bases AB = a, CD = b com a > b e de altura
h. Demonstre que a diferenca entre as areas dos triangulos que tém por ba-
ses AB e CD respectivamente e por vértice oposto a interse¢ao das diagonais

& (a —2b) h.

Solucao

Tese: S, — S, = @ _2b) h

Demonstracao: h

Considerando o AOAD de area S,, temos:

Area AABD = S, + S, = a2h
_ h  bh _(a—bh
o S, 2 2 2

bh
Area AACD = S,+8S,= >
Determine a area do quadrado DEFG A
inscrito no triangulo ABC ao lado, b
sendo BC = 15 m e altura relativa ao E
lado BC igual a 10 m.

BF G ¢
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825.

826.

827.

828.
829.

830.

831.

832.

833

834.

835.

836.

837.

838.

Determine a area do triangulo ABC ao lado, B
sendo AE = 10 m,AD = 8 me EB = 5 m.

Na figura ao lado temos dois quadrados. Deter-
mine a area do quadrado maior.

6m 9m

Determine a area de um triangulo is6sceles de perimetro 36 m se a altura rela-
tiva & base mede 12 m.

Determine a area de um retangulo de diagonal 15 m e perimetro 42 m.

As bases de um trapézio retangulo medem 3 m e 18 m e o perimetro, 46 m.
Determine a area.

A altura de um trapézio isésceles mede 3\/5 m, a base maior, 14 m e o
perimetro, 34 m. Determine a area desse trapézio.

As bases de um trapézio medem 4 m e 25 m e os lados obliquos medem 10 m
e 17 m. Determine a area desse trapézio.

De um losango sabemos que uma diagonal excede a outra em 4 m e que esta,
por sua vez, excede o lado em 2 m. Determine a area desse losango.

.A diagonal de um trapézio isésceles € bissetriz do angulo da base maior. Se a

altura desse trapézio mede 3\5 m e o perimetro, 48 m, determine a area dele.

Um lado de um quadrado € corda de uma circunferéncia e o lado oposto é tan-
gente a ela. Determine a area do quadrado, sendo 10 m o raio do circulo.

A diagonal maior de um trapézio retangulo é bissetriz do angulo agudo. Se a
altura e a base maior medem 5 m e 25 m, determine a area desse trapézio.

A base de um triangulo is6sceles excede a altura em 10 m. Se a area do trian-
gulo € 300 m?, quanto mede a altura relativa a um dos lados congruentes?

Uma diagonal de um losango mede 40 m e a sua altura 24 m. Determine a area
desse losango.

As medianas relativas aos catetos de um triangulo retangulo medem 273 m
e 4V13 m. Determine a area desse triangulo.
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839. Determine a menor altura e a area de um triangulo de lados 5 m, 3\/5 me 10 m.

840. Considere um triangulo retangulo e a circunferéncia inscrita nele. Se o ponto de
contato entre a hipotenusa e a circunferéncia determina na hipotenusa segmen-
tos de 4 m e 6 m, determine a area do triangulo.

841.Suponhamos que se percorra um triangulo num sentido determinado e que se
prolongue, nesse sentido, cada lado de um comprimento igual ao préprio lado
que se prolonga. Demonstre que a area do triangulo que tem por vértices as ex-
tremidades dos prolongamentos € igual a sete vezes a area do triangulo dado.

842.Mostre que a razao entre as areas de dois triangulos de bases congruentes é
igual a razao entre as alturas relativas a essas bases.

843.Mostre que as medianas de um triangulo determinam nele seis triangulos de
areas iguais.

844.Determine a area do triangulo sombreado em fung¢ao da area k do triangulo
ABC nos casos a seguir, sabendo que os pontos assinalados em cada lado o
dividem em partes iguais (congruentes).

a) A c) A
B /\ C B / ; N C
b) A d) A
B é ; N C B /(\c
845, Determine a area da regiao sombreada em funcao da area k do paralelogramo

ABCD nos casos a seguir, sabendo que os pontos assinalados sobre cada lado
o dividem em partes de medidas iguais.

A /W
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846.

847.

848.

849.

850.

851.

852.

853.

854.

Na figura, ABCD € um paralelogramo A B
de area S e M é ponto médio de CD.
Determine a area da regiao sombrea-
da em funcao de S.

D M C
Se a area do triangulo ABC € k e os A
pontos assinalados em cada lado o
dividem em partes iguais, determine
a area do triangulo sombreado em
funcao de k.
C B

Se os pontos R, S, T, U, V e X dividem
AB, BC e AC, respectivamente, em
trés partes iguais, determine a area
do triangulo sombreado em fungao
da area k do triangulo ABC.

Determine a area de um octégono regular de lado €.
Determine a area de um decagono regular de lado .
Determine a area de um pentagono regular de lado €.

Determine a area de um retangulo cuja base e altura sao respectivamente o
lado e 0 ap6tema de um pentagono inscrito em uma circunferéncia de raio r.

Determine a area de um quadrado cujo lado € igual ao lado de um octégono
regular inscrito em um circulo de raio r.

A
Como mostra o desenho, o triangulo

ABC esta dividido em seis triangulos.
O numero indicado no interior de qua-
tro deles expressa a sua area. Deter-

mine a area do triangulo ABC. ' ﬂ
40 | 30

B

C
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II1. Expressoes da area do tridngulo

250. Area do triangulo em funcado dos lados e
respectivas alturas.

Em vista do item 246:

251. Area do triangulo em funcao dos lados.

ha
+b + |
Dados: a, b,cecomp = %, em ]
vista do item 207, temos: L]
b
1
S = ? aha

1
? aha

= s=Vo(p-a(p-bip-o )

h, = = \p(p-a)p-b)(p—o)

252. Area do triangulo em funcéo dos lados e
do raio r da circunferéncia inscrita.

S = SABC = SIBC + SIAC + SIAB =

cr a+b+c

br
2 2 2

ar
==+
2

= | S=pr
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253. Area do triangulo em funcdo dos la-
dos e do raio R da circunferéncia
circunscrita.

Para o calculo de h, (dados R, a, b e
¢), construimos o AABE com AE = 2R.

D=B(reto)
. AB ! = AADC~ AABE = e _ B, _Dbc
c-E="2 c 2R =~ R

254. Area do triangulo em funcao do raio de qualquer das circunferéncias ex-inscri-
tas. (Por exemplo: ex-inscrita tangente ao lado a, de raio r,.)

1
> ar,

/

ABC + SOBC
OAC + SOAB =

T

SABOC =

SABOC

Analogamente, temos:

[S=(p—b)rb] [S=(p—c)rcj
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255. Area do triangulo em funcdo de dois lados e do seno do angulo compreendido.

>

e ey
S R

o
lw)

No caso da primeira figura: S = % bh

mas no AADB: h = ¢ - senA

No caso da segunda figura: S = % bh

= S=%bc-sen/:\

mas no AADB: h = ¢ - sen (180° — A) = ¢ - senA

No caso do triangulo ser retangulo em A é imediato.
Assim, temos:

e 1 )
S = > bc - senA
_ Y,
e B
Analogamente: S = L ac - sen B S = L ab - senC
; ' _ 2 Y, 2

256. Notas
12) Usando a expressao da area do triangulo

1 ~
S—7a~b-senC

€ a expressao do teorema dos senos (lei dos senos),

a — = b — = c — = 2R, de onde sai: senC = L, temos:
senA senB senC 2R

_1 6 go L. o g abe
S—?ab senC:>S—2ab >R = S = AR
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22) Resumo das férmulas sobre area do triangulo

Il
N[
O
>

o
Il
NS
(@]
>
Il
2
©
k=3
©
|
Q
=
©
|
O
=
©
|
(2]
o
Il

32) As formulas S = pr, S = i—tlf, S=(p—-ay,S=(p—-br,e

S = (p — ¢)r, sdo mais usadas para o calculo dos raios. Assim,

ER—abCr— S i S f S
p’" 4S’a p-a'* p-b'c p-c

r:

EXERCICIOS

855. Determine a area do triangulo nos casos abaixo, sendo o metro a unidade das
medidas indicadas.

a) b) c)
10 6 120° "\ 6
6
30° -
12 8
856. Mostre que a area do paralelogramo da
figura € dada por b
S =absena a
a
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857. Determine a area do paralelogramo nos casos, sendo o metro a unidade das
medidas indicadas.

10
a) c)
10 8
30° \
18 45
b) d) AC = 16,BD = 24
A B
6
120° 60°
12
D C
858.Determine a area do trapézio da figura, A B
dados:AB=4m,AC=8meCD=12m.
30°
D C

859.Determine a area do quadrilatero da fi-
gura, dados: AB = 12 m,BD = 18 m e
CD = 12V2 m.

860. Mostre que a area de um quadrilatero com diagonais de medidas a e b, que

formam angulo o, é dada por S = % ab sen o.

861.Determine a area do triangulo nos casos abaixo. Use: S = \/p(p—a)(p—b)(p—c).
O metro € a unidade das medidas indicadas.

a) b) c)

9 | Fundamentos de Matematica Elementar 323



AREAS DE SUPERFICIES PLANAS

862. Determine o raio do circulo nos casos:
a) b)

NG
9

863.0s lados de um triangulo medem 6 m, 10 m e 12 m. Determine:
a) a sua area;
b) a sua menor altura;
C) a sua maior altura;
d) o raio da circunferéncia inscrita;
e) o raio da circunferéncia circunscrita.

864. Determine o raio da circunferéncia, dados: AB = 14 m,BC =10 me AC = 16 m.

865. Determine a area de um triangulo retangulo, sabendo que um dos catetos mede
10 cm e o angulo agudo oposto a esse cateto € igual a 30°.

~ A . 8
866. A razao entre a base e a altura de um triangulo é —. Sendo 52 cm a soma da
base com a altura, determine a area do triangulo.

867.Determine a area de um triangulo isésceles, sabendo que sua base mede 6a e
a soma dos lados congruentes 10a.

868. Determine a area de um triangulo isésceles de perimetro igual a 32 cm, saben-
do que sua base excede em 2 cm cada um dos lados congruentes.

869. Determine a area de um triangulo equilatero em funcao de sua altura h.
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871.

872.

873.

874.

875.

876.

8717.

878.

879.

880.

AREAS DE SUPERFICIES PLANAS

O apdétema de um tridangulo equilatero € igual ao lado de um quadrado de
16 cm? de area. Determine a drea do triangulo.

O perimetro de um triangulo retangulo € 90 cm. Determine a area do triangulo,
1

S . . 1 1
sabendo que seus lados sao inversamente proporcionais a —, 1o e 13

5

.A " . . 5 .
Em um tridngulo retangulo a hipotenusa € 3 do cateto menor, e o cateto maior

% do menor. Sendo 60 cm o perimetro do tridngulo, determine a sua area.

Calcule a area de um triangulo ABC do qual se conhecem os seguintes dados:
AC = b, AB = c e 0 angulo compreendido é igual a 150°.

Consideremos um triangulo retangulo isosceles ABC de catetos AB = AC = a e
um ponto E tomado sobre o prolongamento do cateto CA. Unindo B a E, temos o
segmento BE, que é paralelo a bissetriz AD do angulo reto A. Determine a area
do triangulo CBE em funcao de a.

Calcule a &rea do triangulo ABC, sendo AB = 4 cm, A = 30° e C = 45°.

Um triangulo equilatero ABC tem A
60 m de perimetro. Prolonga-se a base
BC e sobre o prolongamento toma-se
CS = 12 m. Une-se o ponto S ao meio N
M do lado AB. Calcule a area do qua-
drilatero BCNM.

B C S

Determine a area de um triangulo equilatero em funcao do raio R do circulo
circunscrito a esse triangulo.

Determine a area de um triangulo equilatero em fungao do raio r do circulo ins-
crito nesse triangulo.

A area de um triangulo retangulo é igual ao produto dos segmentos determina-
dos sobre a hipotenusa pelo ponto de contato do circulo inscrito ao triangulo.

A base de um triangulo mede 12 cm e sua altura 6 cm. Determine a razao entre
a area do triangulo e a area de um quadrado inscrito nesse triangulo, sabendo
que a base do quadrado esta apoiada sobre a base do triangulo.

881.Determine a medida do raio de um circulo inscrito em um triangulo isésceles de

9 |

lados 10 cm, 10 cm e 12 cm.
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882. Calcule o raio da circunferéncia circunscrita a um triangulo isésceles de base
6 cm, tendo outro lado medindo 5 cm.

883. Seja ABC um triangulo isésceles cujos lados congruentes medem 5 cm, sendo
6 cm a medida do lado BC (base do triangulo). Calcule a razao entre o raio do
circulo circunscrito e o raio do circulo inscrito nesse triangulo.

884.Determine o perimetro de um triangulo retangulo, sabendo que sua area € igual
a 36 cm? e que a hipotenusa é igual ao dobro da altura relativa a ela.

885. As diagonais de um paralelogramo medem 10 m e 20 m e formam um angulo
de 60°. Ache a area do paralelogramo.

886. Mostre que a soma das distancias de um ponto interno de um triangulo equila-
tero aos lados € igual a altura h do triangulo.

D C
887.Na figura, ABCD é um quadrado de lado a e ,/’
AE = b. Determine a area do triangulo AEB. P
b
<
A B
| I— |
|l a L
888. Determine a area dos quadrilateros nos casos:
A
a) A b)
4m D
D
10 m
4m
60°
60° . B He
B C 6v3m

889. 0s angulos de um hexagono convexo medem 120°. Determine a area desse
hexagono, sendo os lados opostos congruentes e medindo 4 m, 6 me 8 m.

890. As medianas de um triangulo medem 9 m, 12 m e 15 m. Determine a area do
triangulo.

891.. 0 ponto de intersecao das diagonais de um paralelogramo dista a e b dos lados
e o angulo agudo mede a. Determine a area.
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IV. Area do circulo e de suas partes

257. Area do circulo

Vimos no item 249 que a area de um poligono regular é o produto da medida
do semiperimetro pela do ap6étema.

Apol =p-m
Tendo em vista os itens 221, 222, 223, 224 e 225 do capitulo XVII, considere-

mos as afirmacoes abaixo:

12) Fixado um circulo, de raio R (didametro D), considerando os poligonos regu-
lares inscritos e os circunscritos nesse circulo, com o crescimento do nimero de la-
dos, as areas dos poligonos se aproximam da area do circulo, assim como 0s seus
perimetros se aproximam do perimetro do circulo (vide comprimento da circunferén-
cia) e os ap6temas se aproximam do raio do circulo. Podemos entao colocar, por
extensao:

22) A area do circulo € o produto de seu semiperimetro pelo raio.

A, =mR-R=mR?

258. Area do setor circular

Notemos que, quando dobramos o arco (ou angulo central), dobra a area do
setor; triplicando-se o arco (ou angulo central), a area do setor também € triplicada,
e assim por diante.

De modo geral, a area do setor € proporcional ao comprimento do arco (ou a
medida do angulo central).

Portanto, a area do setor pode ser calculada por uma regra de trés simples:
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a) Area de um setor circular de raio R e « radianos

27 rad —— wR?2 aR?
o rad Asetor = Asetor - 2

b) Area de um setor circular de raio R e « graus

_ wR%x
Asetor - 360

o’ ——A

setor

360° —— 7R?
=

c) Area de um setor circular em funcdo de R e do comprimento € do arco

(R
{——A =

setor

2mR —— wR?
=

setor 2

259. Observagio

Note que tanto a area do setor como a do circulo sao analogas a area do trian-
gulo e as figuras abaixo dao ideia disso.

27r

Ao % s 2w r = A = ar?

circulo

\\‘ P

setor

328
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260. Area do segmento circular

Calculo da area do segmento circular indicado na figura: R € o raio, o € a
medida do angulo central e € € o comprimento do arco.

A

segm - Aset OAB - AOAB

a) Usando h (que pode ser obtido
no AOBC)

b) Usando o em radianos

oR? 1 _FR —
Awen = 5~ 5 R-Rsena {Asegm =5 (o~ sen a)}

261. Area da coroa circular

A =qR? — 7wr? = [Acoroa = 1T(R2 - r2) ]

coroa
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V. Razao entre areas

262. Razao entre areas de dois tridangulos semelhantes

A
A s
a s
[}
b, b,
Area do triangulo ABC = S, Area do triangulo A'B'C' = S,
Tsllall bl hl ~
AABC ~ AA'B'C' = o k (razao de semelhanca)
2 2
%b1h1
%z D e s S e
2 ib h b2 h2 Sz
2 22

Conclusao: A razao entre as areas de dois triangulos semelhantes € igual ao
quadrado da razao de semelhanca.

263. Razao entre areas de dois poligonos semelhantes

Area de ABCDE...MN =S, Area de AB'C'D'...M'N' = S,
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ABCDE...MN ~ A'B'C'D'...M'N' = AABC ~ AA'B'C' e

) 1 1 —~ ) 1 ) AB — BC p—
AACD ~ AA'C'D' e ... e AAMN ~ AA'M'N' = AR - BC
_ _ MN _ ~
= TN k (razao de semelhanca)

Areas dos triangulos que compdem esses poligonos:

Area AABC = t,, Area AACD = t,, ..., Area AAMN =t

2

Area AA'B'C' = T, Area AA'C'D' = T,, ..., Area AA'M'N' = T__

2

Foi provado no item anterior que:

ti .
— =K =t=KTparai=1,2,3,..,n—-2

Entao:

S tttbttat ..+t

S, T 4T, 4T, 4. +T

2

k2T, + K2T, + K2T3 + ... + KT, » S, 5
T, +T,+T,+ .. +T _ S,

2

Conclusao: A razao entre as areas de dois poligonos semelhantes € igual ao
quadrado da razao de semelhanca.

264. observacao

A propriedade acima € extensiva a quaisquer superficies semelhantes e, por
isso, vale:

A razao entre as areas de duas superficies semelhantes € igual ao quadrado
da razao de semelhanca.
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EXERCICIOS

892. Determine a area do circulo e o comprimento da circunferéncia nos casos:

d) g)
\\\ 6 m 4}‘
N %
e)
8m
4m

6m 4m
@

893. Determine a area do circulo nos casos:

\

f)

a)
b)
c)

a) PA=4m,PQ=8m,s Lt b) BC =30 m,AM = 25 m
A
B
AN B c
Pl Q
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894. Determine a area da coroa circular nos casos:

a) b) c)
‘“ @ @
10m
IS 8m

895. Determine a area de cada setor circular sombreado nos casos abaixo, sendo

6 m o raio.
a) c)
40°
10m
b) d)
6m
70°

896. Determine as areas dos setores de medidas indicadas abaixo, sendo 60 cm o
raio do circulo.

a) 90° b) 60° c) 45° d) 120° ) 17° f) 5°15'

897. Determine a area do segmento circular sombreado, nos casos a seguir, sendo
6 m o raio do circulo.

cRERC
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898. Determine as areas dos segmentos circulares cujas medidas dos arcos sao
dadas abaixo, sendo 12 m o raio do circulo.
a) 60° b) 90° c) 135° d) 150°

899. Determine a area de um circulo, sabendo que o comprimento de sua circunfe-
réncia é igual a 8w cm.

900. Calcule a area de um setor circular de raio r e angulo central medindo:
a) 30° b) 45° ¢) 60° d) 90° e) 120° f) 135° g) 150°

901.. Calcule a area de um segmento circular de um circulo de raio R e angulo central
medindo:
a) 30° b) 45° ¢) 60° d) 90° e) 120° f) 135° g) 150°

902. Determine a area de uma coroa determinada por duas circunferéncias concén-
tricas de raios 15 cm e 12 cm.

903. Determine a area da regiao sombreada nos casos:

a) quadrado de lado 8 m d) quadrado de lado 8 m

7
N

b) hexagono regular de lado 6 m e) hexagono regular de lado 12 m

OO

¢) triangulo equilatero de lado 12 m  f) tridngulo equilatero de 6 m de lado

8 5
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904. Calcule a area da figura sombreada, sendo ABCD um

quadrado.

905. Determine a area da figura sombreada ao lado, em
funcao do raio r do circulo inscrito no triangulo equila-

tero ABC.

906.Na figura ao lado, o apétema do hexagono regular
mede 5\/§ cm. Determine a drea sombreada.

907. 0 ap6tema do triangulo equilatero ABC inscrito no cir-
culo mede \/5 cm. Calcule a area sombreada.

> @

>
>

N

\
/

=
~——

¥
\

>
@n
@

908. Calcule a area da parte sombreada, sabendo que o quadrilatero dado é um

quadrado.

a)
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909. Calcule a area da superficie sombreada.
a) quadrado b) retangulo ¢) quadrado

[

TI

910. ABCD, nas figuras abaixo, € um quadrado de perimetro 16 cm. Determine as
areas sombreadas.

a) D c b)

A

o

B

911.Determine a area sombreada, nas figuras abaixo, sabendo que os trés quadra-
dos ABCD tém lado medindo 2 cm.

a) b " —C b) D C
A B A B
912.Calcule a area sombreada, em funcao do lado a do D R C
quadrado ABCD. D
S l: \,\ Q

913. Determine a area da regiéo sombreada.

a) ABCD é quadrado c)
D a C 5 5
) (A
P DAYy
5 5
A a B
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d) A e) AABC € equilatero
ﬁsm
A B
914. Determine a area sombreada, na figura, sabendo que A

o lado do losango tem medida igual a sua diagonal
menor e que ambos medem 10 cm. Os arcos descri-
tos tém centros nos vértices do losango e raio igual a
metade do lado do losango. D B

915. Determine a drea sombreada, nas figuras abaixo, sendo AC o triplo de CB e AB
igual a 32 cm.

a) b)

>
N

N

916. Calcule a area da parte sombreada.

917. Nas figuras abaixo, determine a drea sombreada, sabendo que AB igual a 20 cm.
a) b)

A o B # i
A C O D B

AO = OB AC = CO = 0D = DB
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918.Na figura ao lado, AM, MB, BC, AD tém mesma
medida. Determine a area sombreada, sabendo
que o perimetro do retangulo ABCD mede 42 cm. o)
D C
<—L>
A v B

919. Calcule a area da figura sombreada.

<

920. Determine a area da figura sombreada, ao lado,
sabendo que AB foi dividido em quatro segmentos
congruentes, de medidas iguais a r.

A B
921.Na figura, o segmento AP & congruente ao seg- B
mento AC e a distancia AB mede r. Calcule a area
sombreada em funcao de r.
P A C
922. Na figura, ABCD é um quadrado. Determine a area D

sombreada em funcao de a, sendo a a medida de
um segmento tomado sobre o lado do quadrado, a

"

1 L.
3 do vértice C.
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E D
Fé % %C
A B

923. Seja ABCDEF um hexagono regular inscrito num
circulo cujo raio mede 1 cm. Calcule a area som-
breada.

924. Determine a area da figura sombreada, em fun-
cao de m.

925. Na figura ao lado, AC e AB sao tangentes a cir-
cunferéncia menor. Calcule a area sombrea-
da em funcao de r.

926. Determine a area sombreada ao lado, sabendo
que os raios dos circulos sao iguais e ABCD é
um quadrado de perimetro 16 cm.

927. Calcule a area da superficie sombreada.
a) b)
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928.Na figura ao lado, determine a area da parte som-

B
breada em funcao do raio r do circulo, sendo AB e BC >
os lados de um quadrado inscrito nesse circulo.

D

929. Na figura ao lado, C € o ponto médio de AB, que mede
8 cm. Determine a area sombreada, sabendo que o

angulo BOA mede 120°. A\C/ B
(6]

930.Em um circulo de 20 m de diametro, traga-se um an-
gulo central AOB de 30°. Sendo AC a perpendicular
baixada do ponto A sobre o raio OB, calcule a area da
parte sombreada.

AY
%

931.. Calcule a area da parte sombreada.

[))

a

932. Determine a area sombreada, sabendo que o raio co-
mum OO0' dos circulos mede 26 cm.

933.Determine a area sombreada na figura ao lado, sabendo
que a hipotenusa do triangulo retangulo ABC mede 10 cm.
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AREAS DE SUPERFICIES PLANAS

934. Determine a area e o perimetro da figura BED, inscri- A

ta no tridangulo retangulo ABC, sabendo que AC mede
10 cm, o angulo C mede 45° e que 0s arcos BD e ED D
tém seus centros, respectivamente, nos pontos C e A. .
A
R
P

m

935. Determine a area sombreada ao lado, sendo ABC um
triangulo equilatero e R o raio do circulo circunscrito
a esse triangulo.

B

C
936. Determine a area sombreada, na figura ao lado, em C
fungao do raio r do circulo inscrito no tridngulo retangulo

AN
0
N C
isésceles ABC.
937. Os pontos A, B e C sao centros dos trés circulos
tangentes exteriormente, como na figura ao lado. a
Sendo as distancias AB, AC e BC respectivamente Y
iguais a 10 cm, 14 cm e 18 cm, determine as
areas desses trés circulos.

938. Determine a razao entre as areas dos circulos circunscrito e inscrito em um
quadrado ABCD de lado a.

939. Unindo-se um ponto P de uma semicircunferéncia as extremidades do diametro,
obtemos um triangulo retangulo de catetos iguais a 9 cm e 12 cm, respectiva-
mente. Determine a razao entre a area do circulo e a area do triangulo retangulo.

940. Determine a razao entre as areas dos circulos inscrito e circunscrito a um hexa-
gono regular.
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AREAS DE SUPERFICIES PLANAS

941.

942.

943.

944,

945.

946.

947.

948.

Determine a area de um segmento circular de 60° de um circulo que contém um
setor circular de 6w cm? de area, sendo 2w cm o comprimento do arco desse setor.

Determine a razao entre as areas dos segmentos circulares em que fica dividi-
do um circulo no qual se traga uma corda igual ao raio do circulo.

Duas circunferéncias iguais de raio r, tangentes entre si, tangenciam interna-
mente uma outra circunferéncia de raio 3r. Calcule a menor das duas areas
limitadas por arcos das trés circunferéncias.

Calcule a area da superficie limitada por seis circulos de raio unitario com cen-
tros nos vértices de um hexagono regular de lado 2.

Num triangulo retangulo, a € a medida da hipotenusa, b e ¢ as dos catetos.
Constroem-se os semicirculos de diametros b e ¢ externos ao triangulo, e o se-
micirculo de diametro a circunscrito ao triangulo. As regides dos dois primeiros
semicirculos externos a terceira sdo chamadas "lunulas de Hipécrates". Mos-
tre que a soma das areas das linulas € igual a area do triangulo.

Sobre os lados de um triangulo retan-
gulo, tomados como diametros, cons-
troem-se semicircunferéncias externas
ao triangulo. Qual a relagcao entre as
areas dos semicirculos determinados?

Na figura ao lado, calcule a area som-
breada, sendo os dois circulos tangentes
entre si e tangentes as duas semirretas
nos pontos B, C, D, E, dado o angulo
DAE = 60°, e R o raio do circulo maior.

Sejam BD e CD as projecdes dos cate- A

tos AB e AC sobre a hipotenusa BC do

triangulo retangulo BAC. Determine a

area sombreada, sabendo que esses ca- D c
tetos medem, respectivamente, 1,5 cm

e2cm.
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949.Na figura ao lado, prove que a area S, é
igual a S, sendo ABCD um quadrado.

950. Sejam um semicirculo C de diametro AB = 2r,
um ponto M pertencente a AB e MP L AB.
Construamos os semicirculos de diametros
AM e MB. Os trés semicirculos limitam uma
superficie S (regiao sombreada). Mostre
que a area de S € igual a area do circulo de
diametro MP.

951. Calcule a area da parte sombreada, sendo
AB = t e r o0 raio do circulo maior.

952.Sejam A, B, C e D as areas sombreadas da
figura. Prove que S = A + B + C + D, onde
S é a area do quadrado MNPQ.

AREAS DE SUPERFICIES PLANAS

D C
S1
SZ
A B
P
A - B
M
A
B

M

4

N
Z

953. Qual a razao entre o raio de um circulo circunscrito € o raio de um circulo inscri-
to em um tridngulo ABC de lados a, b, ¢ e perimetro 2p?

954. Determine o raio do circulo circunscrito e os lados congruentes de um triangulo

isésceles ABC, cuja base BC mede 18 cm
circulo inscrito nesse triangulo.

, sendo 6 cm a medida do raio do

955. Dado um triangulo equilatero e sabendo que existe outro triangulo inscrito com

os lados respectivamente perpendiculares
entre as areas dos dois triangulos.

9 | Fundamentos de Matematica Elementar
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AREAS DE SUPERFICIES PLANAS

956.

957.

958.

959.

960.

961.

962.

963.

964.

965.

0 produto da medida de cada lado do triangulo pela medida da altura do vértice
oposto é constante. Demonstre.

Calcule a area de um retangulo, sabendo que cada diagonal mede 10 cm e
forma um angulo de 60°.

Determine a area de um quadrado cujo perimetro € igual ao perimetro de um

P . . . . T
hexagono regular inscrito numa circunferéncia de raio 5

Um losango e um quadrado tém o mesmo perimetro. Determine a razao da area
do losango para a area do quadrado, sabendo que o angulo agudo formado por
dois lados do losango mede 60°.

Paulo e Carlos possuem tabletes de chocolate de forma, respectivamente, qua-
drada e retangular. O tablete de Paulo tem 12 cm de perimetro e o tablete de
Carlos tem a base igual ao triplo da altura e perimetro igual a 12 cm. Sabendo
que os tabletes possuem mesma espessura e que Paulo propds a troca com
Carlos, verifique se é vantagem para Carlos aceitar a troca.

A que distancia do vértice A de um A
triangulo ABC, de altura, relativa a o T
BC, igual a h, devemos conduzir uma
reta paralela a BC para que a area do
trapézio obtido seja igual a 3 vezes a h
area do triangulo obtido?

A que distancia da base de um triangulo de altura, relativa a essa base, igual a
h devemos conduzir uma reta paralela a essa base para que o triangulo fique
dividido em partes de areas iguais?

As bases de um trapézio medem 8 m e 18 m e a sua altura 15 m. A que distan-
cia da base maior devemos conduzir uma reta paralela as bases para que os
dois trapézios obtidos sejam semelhantes?

Os lados de dois heptagonos regulares medem 8 m e 15 m. Quanto deve medir
o lado de um terceiro heptagono, também regular, para que sua area seja igual
a soma das areas dos dois primeiros?

Os perimetros de dois poligonos semelhantes P, e P, sdo 60 m e 90 m, respec-
tivamente. Se a drea de P, € de 144 m?, determine a area de P,.
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966.

967.

968.

969.

970.

971.

972.

973.

974.

975.

=]

AREAS DE SUPERFICIES PLANAS

Dois lados homoélogos de dois pentagonos semelhantes medem 6 cm e 8 cm,
respectivamente. Determine o lado do terceiro pentagono semelhante aos dois
primeiros, sabendo que sua area € igual a soma das areas dos dois primeiros
pentagonos.

Determine a area de um quadrado, sabendo que seu lado € segmento aureo do
lado do quadrado inscrito, num circulo de raio 10 cm.

Determine a area de um triangulo retangulo isésceles, sabendo que sua hipote-
nusa € igual a oitava parte do perimetro de um quadrado inscrito em um circulo
de raio 2r.

Determine a area de um quadrado inscrito e de um quadrado circunscrito a um
circulo de raio r.

Determine a razao entre a drea de um decagono regular inscrito em um circulo
de raio R e a area do pentagono regular inscrito nesse mesmo circulo.

Determine a area de um octégono regular, sendo 80 cm o seu perimetro.

Determine a area de um octégono inscrito em um circulo cujo raio mede 6 cm.

Determine a area da figura obtida quando so- C
bre os lados de um quadrado construimos qua-

tro triangulos equilateros, sabendo que essa A/ [R\B
figura esta inscrita em um circulo de raio R. l
Seja um circulo de diametro AB igual a 34 cm

e uma corda CD de comprimento 17\/5 cm
perpendicular a esse diametro por um ponto
M desse diametro, nao coincidente com o cen-
tro do circulo. Determine a area do quadrilate-
ro ACBD.

Determine a area de um quadrado inscrito num circulo em funcao da diagonal
menor d de um dodecagono regular inscrito no mesmo circulo.
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976.

977.

978.

979.

980.

981.

982.

983.

984.

985.

986.

Determine a razao entre a soma das areas de dois triangulos equilateros cons-
truidos sobre os catetos de um triangulo retangulo e a area de um quadrado
construido sobre a hipotenusa desse triangulo, sabendo que um dos catetos
mede 21 cm e o0 angulo agudo oposto a ele mede 30°.

Em um circulo de raio igual a 5 cm esta inscrito um retangulo de area igual a
25 cm?. Calcule o angulo formado pelas diagonais desse retangulo.

Sobre cada lado de um hexagono regular e externamente a este constréi-se um
quadrado. Unindo-se os vértices dos quadrados de modo a obter um dodecago-
no regular, determine a area desse dodecagono em fun¢ao do lado do hexagono
que esta inscrito em um circulo de raio R.

Sendo r o raio do circulo inscrito e r, I, I, 0s raios dos circulos ex-inscritos num
triangulo de area S, prove que:

S=Nr-r -rr,

Calcule a area S, sabendo que ABCD é um B A
quadrado e DEF é um triangulo, ambos de '
lados de medida a.

C ' D ' E

Determine a area de um quadrado inscrito em um triangulo equilatero em fun-
¢ao do raio R do circulo circunscrito a esse triangulo.

Determine a razao entre a area de um quadrado e a area de um triangulo equi-
latero inscritos num circulo de raio r.

Os lados de um triangulo retangulo sao proporcionais aos nimeros 3, 4 e 5.
A mediana relativa a hipotenusa tem medida igual ao raio de um circulo circuns-
crito ao triangulo. Determine a area do triangulo em fung¢ao do raio r do circulo.

As projecdes que os catetos de um triangulo retangulo determinam na hipote-
nusa medem 16 cm e 9 cm. Determine a razao entre a area do circulo inscrito
€ a area do circulo circunscrito a esse triangulo.

Determine a razao entre o raio do circulo circunscrito e o raio do circulo inscrito
em um triangulo ABC is6sceles de base BC = a, sendo 120° o angulo do vértice
do triangulo.

Determine o lado de um losango em fun¢ao do raio r do circulo nele inscrito, de
modo que a area do losango seja igual ao dobro da area desse circulo.
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987. Dois eneagonos regulares convexos tém lados respectivamente iguaisa 2 cm e
3 cm. Determine o lado do enedgono regular convexo cuja area € igual a soma

988.

989.

990.

991.

992.

=]

das areas dos dois primeiros.

Determine a area sombreada da figura em fun-
cao do raio r dos trés circulos interiores ao cir-
culo maior.

P e Q sao os centros dos circulos, na figura.
Sendo PQ = 6 cm, calcule a area sombreada.

Seja um segmento de reta AB de medida 4a e
ponto médio M. Constroem-se dois semicirculos
com centros nos pontos médios de AM e MB e
raios iguais a a. Com centros, respectivamente,
em A e B, raios iguais a 4a, descrevem-se 0s
arcos BC e AC. Calcule a érea da figura assim
construida (vide figura).

Consideremos o triangulo ABC, da figura ao lado,
cujos lados BC, AC e AB medem, respectivamen-
te, 13 cm, 15 cm e 14 cm. A altura CD mede
12 cm, e o triangulo AEF tem &rea igual a meta-
de da area do triangulo ABC. Determine a me-
dida do segmento AE, sendo EF paralelo a CD.

Determine a area sombreada em funcao do lado

a do triangulo equilatero, sabendo que os trés
circulos tém mesmo raio.
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993.

994.

995.

996.

997.

998.

Na figura ao lado, calcule a distancia BE, sabendo A B E
que a area do quadrado ABCD ¢ igual a 256 cm?, -
a area do triangulo ECF € igual a 200 cm?e EC é 7
perpendicular a CF. 7

Fl<

D C
Determine a area de um circulo inscrito em um setor circular de 60°, sendo

121 cm o comprimento do arco do setor.

Determine a area do quadrilatero formado pelas bissetrizes dos angulos in-
ternos de um paralelogramo ABCD, sabendo que os lados AB e BC medem,
respectivamente, 8 cm e 10 cm e que um de seus angulos mede 120°.

Consideremos o triangulo equilatero AEF, inscrito D E C
no quadrado ABCD de lado a. Calcule a area desse L]
triangulo, sabendo que CE é congruente a CF.

ABC é um triangulo equilatero cujo lado mede 8\/5 cm.

Determine a area do triangulo retangulo APM, sabendo
que MP 1 AB,DM 1 AC e AD 1 BC.

Determine a razao entre a area do triangulo ABC e a
area do triangulo MNP da figura ao lado, sendo que:

AM = MP' =P'B

O|UJ|
Z| ©

P

Nv

M =MA

N

N'C
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999. Calcule a area de um trapézio que se obtém ligando os pontos de tangéncia de duas
retas tangentes externas a dois circulos tangentes exteriormente, sabendo que os
raios dos circulos medem 9 cm e 4 cm, e a soma das bases do trapézio 24 cm.

1000. Entre os triangulos de mesma base e mesmo angulo do vértice oposto a essa
base, qual o de maior area?

1001.Num terreno em forma de triangulo retangulo, de catetos 32 e 27, quer-se
construir um edificio de base retangular, de lados paralelos aos catetos. Quais
devem ser as dimensodes da base do edificio de modo a haver maior aprovei-
tamento do terreno?

1002.Da-se um trapézio ABCD de bases AB = a, CD = b (a > b) e de altura h.
Demonstre que a diferenca das areas dos triangulos que tém por bases AB e
CD, respectivamente, e por vértice oposto o ponto de concurso das diagonais
_(@—=Db)-h
e —

1003.Calcule a area de um decagono convexo regular inscrito em um circulo de
raio 2 cm.

1004.No interior de um triangulo tomamos trés
circunferéncias de mesmo raio e tan-
gentes entre si e aos lados do triangulo,
como mostra a figura. Sendo o trian-
gulo retangulo de catetos BC = 3cm e
AC = 4 cm, determine o raio dessas
circunferéncias.

1005. Determine a area de um trapézio, sabendo que A B
seus lados paralelos sao formados por duas cor-
das situadas num mesmo semicirculo de 8 cm
de diametro e que uma das cordas € o lado de
um hexagono regular inscrito e a outra o lado
de um triangulo equilatero inscrito no circulo.

1006.0s lados de um triangulo ABC sao trés nimeros inteiros consecutivos. Deter-
mine as alturas relativas a esses lados, sabendo que o ndmero que mede a
area é o dobro do que mede o perimetro do triangulo.
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1007.Inscreva num circulo um retangulo de area a2. Mostre que esse retangulo é um
quadrado.

1008. A superficie de um triangulo retangulo € 120 cm? e sua hipotenusa vale a cm.
Determine os catetos e o menor valor que a pode tomar.

1009. Mostre que a soma das distancias de um ponto da base de um triangulo isés-
celes aos lados de medidas iguais é constante.

1010.Na figura temos um setor circular de 60° e raio
18 m e uma circunferéncia inscrita nele. Determi-
ne a area da regiao sombreada.

1014.Por um ponto P, interno de um triangulo, conduzimos retas paralelas aos
lados. Se as areas dos triangulos com um vértice em P, determinados por
essas retas e pelos lados do triangulo original, sao A, B, C, determine a area
do triangulo original.

1012.Na figura temos um quadrado de lado a. Os arcos tém
centros nos vértices do quadrado. Determine a area da
regiao sombreada.
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Respostas dos
exercicios

Capitulo I

.a) Vv
.a)F
.a) Vv
. 4 retas

b NP

b)V o)V
b)V  ¢F
b)V )V

d) Vv
d) Vv
d) Vv

a)V b) V

Capitulo II

18.
19.

6. a) 10cmb) 4cm c¢) 7cm d) 14 cm
7.a) 7
8.

9. a) 42
10.
11.
12,
13.
14.
15.
17.

b) 6
b) 32
b) 24

a) 11

8

3

Infinitos. Um unico.

a)F b)F ¢c)V dF eV fF
25

PA +PB = AB

AB =24 cm

BC = 8cm
CD=4cm

Sai por soma.
8cmou 32 cm

20. AB=35cmeBC =7cm
21. (36 cm e 9 cm) ou (60 cm e 15 cm)
22. 36 cm ou 45 cm ou 20 cm
23. (BM = MC, AB + BM = AM,

MC + CD = MD, AB = CD) = AM = MD
24. (AB = AC — BC,CD = BD — BC,

AC = BD) = AB =CD

(BM = MC, AB + BM = AM,

MC + CD = MD, AB = CD) =

25. A

Capitulo III

29. a) 31° 10’
b) 47° 30"
c) 65°41'3"
30. a) 46° 15'
31. a) 15°5' 15"
b) 10° 55
32. a) 21°11' 30"

33. a) 23°24' 27"
b) 10° 30' 55"

d) 111°3'
e) 31°

b) 26° 5"

c) 44° 44' 30"
d) 39°29' 15"
b) 31° 17' 30"
c) 10° 36' 44,4"

34. a) 20° b) 55° ¢) 60° d) 23° e) 25°
35. Sao adjacentes e suplementares.

37. a) 25°
38. a) 60°
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b) 120°

b) 30°
c) 120°
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39.
40.
41.
42.

43.
44.
45.
46.

47.

48.
49.
50.
51.
53.
54.
55.
56.
57.
59.
60.
62.
63.
64.
65.
66.
67.
68.
69.
70.
71.
72.
73.
74.

352

a) 15° b) 10°
ayF b))V ¢ F dF ¢eF
ayF b)F ¢ F dF eF
Sao complementares.
Nao sao adjacentes.
10°
40° e 80°
a) 65° b) 43° c) 52° 35'
a) 108° b) 39° c) 86° 45'
90° — x

7
180° — x

5

¢) 2(90° — x) h) 90° — %

d) % i 3(180" - %)

e) 3(180° — x)
60°

67° 30'
72°

36°

123°

55°

30°

111°

30°

80°

15°

50°

135° e 45°
60° e 120°
50°

40°

54°

70°

40° e 140°
156°

36° e b4°
135°

16° e 16°
108°

a) 90° — x f)

b) 180° — x g)

75. Duas semirretas de mesma origem que
formam um angulo de 180° sao opostas.

77.a+a+b+b=90°=a+ b =45°

78. 68°

79. 64° ou 144°

Capitulo IV

80. a)
)
81. a)
82. 12
83. x=8,y=6
84. 18

85. 20°

86. 50°

87. x = 85°%y = 50°
88.a)x=4,y=9

(=)}
m<

c) F F
d) F fyv
b) F

b)yx=4,y=3
89. 25 cm
90. 30me30m
91. a) 45 b) 39
92. 3m,6m,6m
93. a) LAL e) LAA,
b) LLL f) LAL ou ALA ou
) LAA, LAA,
d) LAA] g) caso especial
94. T, =T, (LAL) T,=T, (ALA)
T,=T,(LAL) To=T, (LLL)
T,=T, (LAL) T, =T, (LAA)
95. a) | =1l (LAL)
b) I = Il (ALA)
c) | = Ill (caso especial)
96. a) AABC = AADC (LAL)
b) AACB = AECD (LAA)
c) ACAB = AFDE (LAL)
d) AEBA = AECD (LLL) ou

AECA = AEBD (LLL)

97. Porque existem triangulos que tém ALL
(ou LLA) e nao sao congruentes. Por
exemplo, os triangulos ABC e ABC' da
figura abaixo:
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98. a = 10% B = 12°
99. 16; 8, AD = CD = AC = 32
100.14; 10; 1

101.10; 19; 1

102.60°% 9°

103.Use ALA.

104.Use ALA.

105.Use ALA.

106.ACBA = AFDE (LAA)
107. ABAC = AEAD (ALA)
108.Use LLL.

109.Use LAL.

111.Use ALA.

AM é€ bissetriz

112.H: {W é mediana

T: AABC é is6sceles
A

1) Tomemos P sobre a semirreta A_)M
com M entre Ae P e MP = AM.

2) AAMB = APMC pelo LAL.
Desta congruéncia obtemos:
BAM = CPM e AB = PC

3) De BAM = CPM e AM bissetriz, obte-
mos:
CPM = CAM, donde sai que AACP é
is6sceles de base AP. Entdo AC = PC.

4) De AB = PC e PC = AC obtemos AB =
= AC. Entdo o AABC ¢ is6sceles.

113.Nao, I8 — 51 <18 < 8 + 5 é falso.
114.18 cm ou 24 cm

6 26
115.g <X < ?
116.38 cm
117.15cm

119.Use o problema anterior e considere que
ao maior angulo esta oposto o maior lado.

120.Do mesmo modo que o resolvido 118.
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121.Use o anterior.

>
122.hip. > cat. = {a b

a>c
b+c
=S2a>b+c=>a> 5

123.Use a desigualdade triangular.
{a <b+c
a=a

at+tb+c
:>a<T

124.

=w2a<a+b+c=

A
/>
<>
-
(¢}
B > C
a>B,B>A=a>A
126.Use o resolvido anterior.

127.Considere os triangulos APN; BPM; MNC.

128.Considere o AACA' (vide figura).
2m, < b + ¢
2m, > |b — ¢l

129.Use o resultado do problema anterior.

CapituloV
130.a) 50° b) 60°
131.a) 60° b) 70°

132.a) x =120°%y=75°
b) x = 20° y = 50°

133.30°

134.160°

135.45°

136.7°12'

137.20°, 30°

353



RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

138.140°

139.180°

140.a) x = 50°,y = 60°,z = 70°
b) x = 40°y =z = 120°

176.a) 30°, 75°, 75°
b) 105°

178.48°, 72°, 60°

179.66°, 38°, 76°

c) 127°30'e 52°30'

141.a) 50° b) 40° 180.36°, 72°, 72°
142.a) 110° b) 120° 181.90°
143.a) 60° b) 50° 182.6 m
144'3) x= 282' y= gg: 183.Faca como o 48.
145 ; Zc; 60‘: ysg" 184.24°
-a ’ ’ o
b) 30°, 60°, 90° 185.20 )
146.a) 40° b) 45° ) 120° d) 105° ~ 186.195
147.a) 360° b) 900° 187.10 cm
148.a) 50° b) 36° c) 70° 188.
149.a) 30° e) 105°
b) 55° f) 25°
c) 80° g) x = 30°%y = 40°
d) 36° h) x = 15° y = 40°
151.x = 10° y = 150°
152.72°
153.100° . )
154.52° 1) Indiguemosas medidasAB=AC=be
’ R CD = a, donde obtemos BC = a + b.
155'190 2) Trgcemosﬁcom AP = b,de modo que
156.5 BAP = 60°. Obtemos desta forma o
157.60° triangulo equilatero APB de lado b.
158.15° 3) Consideremos agora os triangulos
159.80° PAD e ABC. Note que eles sao con-
160.110° gruentes pelo caso LAL.A
161.55°, 70° Logo: PD = AC = b e APD = 100°.
162.70° 4) De PD = b concluimos que o APBD
163.65° € isosceles. Note que neste triangulo
164.70" 195° EBD,Acomo P = 160°, concluimos que
o B=D=10° )
165.130° 5) Finalmente, de ABP = 60°,DBP = 10°e
166.116 CBA = 40°, concluimos que CBD = 10°.
167.120° 30° e 30°
168.20° Capitulo VI
169'28, 3 189.a) 70°, 40° b) 60°, 40°
170.« € externo no AABD e 3 € externo no R R
AACD. 190.a) 65 b) 61
171.20° 191.110°
172.2 m 192.40°
174.50° 193.a) 25° b) 145° c¢) 160° d) 40°
175.12° 195.80°
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196.70°
197.40°, 50°, 40°
198.20°
199.36°, 72°, 72°
201.a) 25°

10
202.7, 30
203.50°

3B

204.?

205.56°, 34°
206.80° e 10°
207.52°

208.Considere que a mediana relativa a
hipotenusa determina dois tridangulos

b) 20°

isésceles.
209. A
a X'B
B W H m B C

20 + 2B = 180°
a+ B =90°=A=90°

211.Use LAA .

212.Use LAL.

213.Use ALA.

214.De fato, elas formam sempre angulos
de 45° e 135°.

215.Use caso especial de congruéncia
(A retangulo).

217.Nao, pode ser paralela ao segmento.

218.Sendo M o ponto médio de AB, conside-
remos as re(g)s: a paralela a reta AB, por
P, e a reta PM.

219.cateto < hipotenusa; ha < b; ha <c

12 parte: use o anterior
220'H'{2€* parte: verifiqgue que
> —
221. . 2h, >b +c—a i
- 18 18°
L [
L x>
X [}
D
STA e C
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Sendo M o ponto médio de DE e indican-
do AB =/, temos DM = EM = /.

Note que também BM = /.

Desta forma concluimos que os triangu-
los ABM e BME sao isésceles. Indicando
os angulos das bases, obtemos x = 36°.

222,

C

Pelo ponto S trace SR perpendicular a

BC com R em BC.

Note que os triangulos BAS e BRS sao

congruentes.

Donde vem AS = RS. (1)

No tridngulo retangulo SRC, temos:

RS<SC (2

De (1) e (2) vem: AS < SC.

223.1) Note que B = C = 70°. Logo, BP é bis-
setriz de B.

2) No ABPC, temos B = 35°, C = 55°.
Entdo, P = 90°.

3) No ACBE, BP é bissetriz e altura.
Entdo, o ACBE é is6sceles de base
CE. Logo, P é ponto médio de EC.

4) Agora, como no ADEC, DP é mediana
e altura, concluimos que ele é tam-
bém isésceles de base EC. Entdo,
E=15°ex = 75°

Capitulo VII
224.a) 120° b) 75°
225.a) 130°, 70°, 95°, 65°

b) 55°, 105°, 70°, 130°
226.a) 35° b) 70°
227.a) 70° b) 100°
228.a) 220° b) 125°
229.180°
230.a) 80°, 105° b) 125°, 70°

231.140°, 40°

355
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232.115°

233.40°

234.34 cm

235.56 cm

236.a)V b)F ¢)V dF eF f)V

237.a) F b) V c) Vv d)y Vv

238.a) F b) F c) Vv

239.a)F c¢)F eV gF iV
b)F d)F i)v. hF jV

240.12cme 8 cm

241.109 cme 35 cm

242.30cme 12 m

243.50° 130°, 50°, 130°

244.70° 110°, 70°, 110°

245. Se um triangulo tem dois angulos comple-
mentares, entao ele € triangulo retangulo.

246.130°

247.60° 120°, 60°, 120°

248.70°

249.10 cm

250.40°, 40°, 140°, 140°

251.143°

252.70° 110°, 90°, 90°, 160°, 160°
4

253.@

254.a) 75°
255.a) 5
256.17
257.38 cm
259.losango: congruentes
retangulo: perpendiculares
260.congruentes e perpendiculares
262.16 cme 24 cm
263.10cm, 6 cm, 16 cm
264.a) 4
b)yx=3,y=4
c) x=10,y=13,z=19
dyx=20,y=6
265.Um triangulo retangulo que tem um an-
gulo de 45° é is6sceles.
266.Cateto oposto a um angulo de 30° é me-
tade da hipotenusa (use triangulo equi-
latero).
267.Use o paralelogramo que elas determi-
nam.

b) 15°
19

b)x=6,y=7

356

268. Use angulos adjacentes e suplementares.

269.Use triangulo is6sceles.

270.Use LAA.

271.Use base média do triangulo.

272.Use soma de angulos de triangulo,
soma dos angulos de quadrilatero e an-
gulos correspondentes.

273.Una E com o ponto médio de BC e
prolongue até encontrar AB e sua con-

gruéncia.

Capitulo VIII

274.a) V c) V e) F g F
b) V dy Vv f) F

275.a) equilatero
b) equilatero
c) retangulo
d) obtusangulo
276.a) 3 b) 7
277.x=7,y=12,z=5
278.Trace a diagonal BD e P € o baricentro
do tridngulo ABD, x = 8.
279.30°
280.25° 25°, 130°
281.70°
282.(50°, 50°, 80°) ou (65°, 65°, 50°)
283.a) x=4,y=6 b) 4
284.a) circuncentro e ortocentro
b) circuncentro
c) ortocentro
285.60°
13 12
ZSG.E ou 13
287.120°
288.5cm
289.10; note que P é baricentro do triangulo
ACD.
290.33 cm; note que os tridngulos RBQ e
SCQ séo isosceles.

o C. o E °© A
291.90 +§,90 + 2,90 + >

e) obtusangulo
f) retdngulo
g) acutangulo

c) 9

Capitulo IX

292.Use soma dos angulos do triangulo, de-
compondo o pentagono e o hexagono.
a) 540° b) 720°
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293.a) 70° b)110° ¢) 90° d) 120° e) 120°

294.a) 110° b) 52°30’ c¢) 50° d) 60°
295.a) 100° b) 150°
296.a) 60°, 120° c) 108°, 72°

b) 90°, 90° d) 120°, 60°
297.a) 66° b) 12°

298.a) x = 54°,y = 63°
b) x = 30° y = 45°
299.1260°
300.1440°
301.3240°
302.dodecagono
303.35
304.170
305.eneagono
306.undecagono
307.hexagono
308.150°
310.17
311.28
312.quadrilatero
313.Sim; quadrado.
314.90
315.20
316.5
317.zero
318.35
319.12
320.20
321.144°
322.90
323.14
324.300°
325.5
326.6
328.heptagono
329.8
330.14 e 54
331.8
333.dodecagono
334.10
335.nenhuma

9 | Fundamentos de Matematica Elementar
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Capitulo X

336.12

337.9 cm

338.a) 6 b) 9
339.a) 125° b) 145°

340.18 cm, 10 cm

341.18 cm, 12 cm

342.2cm,3cm,4cm

343.a) 140° (APAQ e APBQ sao is6sceles
e conhecemos a soma dos angulos
opostos as bases.)

b) 130° (considere a tangente comum
por Q e prolongue BP, obtendo desta
forma dois triangulos isésceles.)

344.a) 1 b) O c) 2

345.a) nenhuma b)4 ¢)2 d)3 e)1
346.Pode; a corda é um diametro.
347.Quando os raios estao na mesma reta.
348.E tangente a ambas.

349.Sim; quando esta corda é o diametro.
350.a) exteriores

b) tangentes exteriormente

c) tangentes interiormente

d) concéntricas

e) secantes

351.24cme 42 cm
352.8cme 3 cm
353.12 cm ou 18 cm ou 24 c¢cm ou 30 cm
354.4m,8me21m
355.4,5

357.2 cm

358.24

359.Vide ex. 356.
360.p—a;p—b;p—c
361.20 cm

362.12r

363.22 cm

364.4 cm

365.6 cm

b+c—a
366'T
367.p—r

369.56 cm

357
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370.6

371.18 cm; 10 cm; 16 cm e 12 cm

372.2 cm

373.20 cm

374. Use a propriedade dos lados opostos de

paralelogramo e quadrilatero circunscri-
tivel e a definicao de losango.

375. c

&)

Sendo O o centro, AB o diametro e CD
uma corda qualquer que nao passa pelo
centro, considerando o triangulo COD,
vem:

CD<0OC+0D = CD<R+R =

= CD<2R = CD <AB

376.Use o caso especial de congruéncia de
triangulos (cateto-hipotenusa).

A

393.60°

394.a) 80°

395.a) 75°

396.60°, 60°

397.70° 60° 50°
2

398.7

399.80°

400.30°

401.76°

402.30°

403.105° e 55°

404.60°

405.a) 160° b) 80°

407. Una pontos opostos e use angulo inscrito.

408.Use exercicios 406 e 407.

409.Note que a hipotenusa é o diametro do
circulo circunscrito.

410.Vide exercfgio 4009.

412.ABH, = ACH, (lados respectivamente
pgrpendicylares), -
ABH, = AH_H, (considerando o arco AH,
na circunfseréncia de diametro AB), o
ACH, = AH_ H, (considerando o arco AH,

b) 90° c) 52°
b) 72°

Capitulo XI na circunferéncia de diametro AC).
377.a) 35° c) 60° e) 50° ,

b) 100° d) 25° f) 20° Capitulo XII
378.a) 80° b) 30° 60°

a) 80° ) . 413.2)3  b)12 ¢ 15 d)6
379.a) 35 b) 10 10 25 10 18
380.a) 65° b) 50° 414.a) 5 b) & T T
381.a) 130° b) 245° 415.25
382.a) 70° b) 98° c) 150° 416.18
383.80° 417.24
384.a) 65° b) 112° 48 72
385.110° 418,512,518
386.45° 95° 419.12 cm; 18 cm
387.40° 421.12—5; 12; 32—3; 24
388.a) 50° b) 20°
389.a) 50° b) 10° 422.5cm

45

390.55° 423'T cm
391.40° 90 162 80
392.35° 424.7 cm; 7 cm,Tcm
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425.80 m, 60 m, 40 m

426.x = 15,y = 16

427.Considere DE', com E' em AC, paralelo
a BC. Usando o teorema de Tales, prove
que CE' = CE, donde se obtém E' = Ee
consequentemente DE paralelo a BC.

2
428.a) 4 b) 15 c) 20

3
429.a) 12 b) 4
430.30
431.15
432.5; 4
433.8
434.a) 20 m ou 15 m
436.30 cm
437.42 m

b) 9 m

438.32cm ou %1 cm

439.24 m,36 m, 40 m
440.15 cm, 36 cm, 45 cm
441.40 cm

442.40 cm

443.15

444 .BC = 5cm;
AB = 6 cm;
AC = 4 cm;
CS =10cm

Capitulo XIII

445.a) 21; 18; 15 b) %
446.16; 14
447.28

8 16
448.@ cm; 6 cm; 3 cm
449.a) 12 b) 40
450.8 m, 10 m
452.100 cm

453.36 cm
454.15 cm

20 16
455.? cm; 8 cm; 3 cm
456.7,2 m
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457.21

458.10 m, 12 m, 14 m
459.a) 5; 4

.32

"3

2 b) 5 5

24
b) 5

b) 12; 4

460.a) 9 b) 7; 10

461.a) 6

462.a) 6

463.12 cm

464.a) Use o 1¢ caso de semelhanca.
b) CD = 14

465.4

466.23—5
63

467.? cm

8

468.a) 3

b) 21
45
469.T
b2

a—b
471.16

12
472.?

473.3

474.15 cm; 25 cm

475.10 cm

476.6; 10

477.%; %

478.16 cm

479.4 cm

480.30 (2¢° caso de semelhanca)

481.21 cm
65
482.T cm

483.AADB ~ AACE = AD = 2 cm

484.Trace o diametro CD e AADC ~ AHBA:
R = 4.

2Rr
‘R+r

470.

485

359
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486. Prolongue FO e use semelhanca: x = 8 m.

487.Trace a bissetriz interna AS do triangu-
lo e use a semelhanca entre AACB e

ASAB.
BC = 4V6 m

488.Una A e B com Q. Dos quatro triangulos
obtidos os opostos sao semelhantes.

Da semelhancga obtém-se x = 6.
489.AB = Vab
490.Prove que APST ~ ARQP.

491.a)6 b)9 c¢)4 d)4 e 3 f) 3

492.a) 3V17 b) 6
493.a) 65 b) 9

495.a) 2V10 b) 2(1 + v2)
496.a) 16 b) 13
497.20

500.91

501.6\14 cm

502.(V2 - 1)R

503.2 cmou 3 cm

504.10 cm

505.A é comum aos triangulos e ADB = ABP

(pois AB = AC).

Entado sao semelhantes pelo 1¢ caso.

Capitulo XIV

506.a) 5 b)12 ¢) V7 d)3V3

507.a) aV3 b) =

508.a) 12 b) 24 c) 20 d) 8

360

509.a) 2V29 b) 9
510.Nao se esqueca de que:
b2 + a2 = n?,
c? + a2 = m?,
1 1 1

mwmrtwT
511.a) 6 b) 3 c) 8 d) 9

60 25 144
512.@, 13 137
24
513.a) 10; 5 b) 4; 4V3
514.a) 3V5 b) 2
144 25 60
515.1—3, 13 13
516.a) 9 b) 5 c) %
517.a) 12 b) 5V3
518.a) 13 b) 6vV2
519.a) 42 b) 6
520.a) 6 Db) 12 c¢) 5ou 45 d) 17
521.a) 17 b) 10
522.a) 5 b) 10
523.43
11

524.a) 5 b) 4 o d4
525.a) 6 b) 12 c) N7
526.a) 2V13 b) 7
527.a) 12 b) 12
528.a) 6m b) 17 m
529.a) 9,6 b) 12
530.a) 2 m b) 4,8 m

52
531.a) & b) 6
532.5V2 m
533.2V13 m
534.24 m
535.4V3 m
536.12V3 m
537.8 m
538.ﬂ m

4
539.9,6 m
540.17 m
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541.5mel10m
542.10 m
543.10 m
544.30 me 16 m
545.8 m
48 36

546.? cm, 5~ cm

9 16 12
547.5; 55 5

548. i

549.2 m
550.20 m; 15 m

16
551.?

552.30V13 km
553.3 m
554.8

555.3 cm
556.2VRr
557.10
558.36 cm
559.12 cm
560.12 cm
561.21 cm
562.12 cm
563.8V15 cm
564.8V2 cm
565. Vxy
566.5cm
567.12
568.Vb2 — 3 >3
569.12 cm
570.5cm

571.12V3 ¢cm ou 6V7 cm

572.10 m

r
573.%
574.4

2 —V2

575. >

64
5 om

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

576.—(3 - gﬁ)a

577. —a(ﬁz_ 1)

578.30 cm

579.(1) Considerando E entre as monta-
nhas, obtém-se 3478 m aproxima-
damente.

(2) Considerando a menor entre E e a

maior, obtém-se aproximadamente
1421 m.

580.6 cm

R
581.@

582.242 + 1) cm
V2
583.> z a

584.3 m
585.4(3 + V3) cm

586.48 cm, 50 cm, 64 cm, 36 cm, 14 cm,
100 cm
2a’r
a? — 4r?
V2bc
b+c
589.Use Pitégoras.

590—(h+\/h2—a2)

591.Note que o AEOC é retangulo em O.

592.Use o teorema das bissetrizes.

593.Sendo O o ponto médio de AB, o AEOD
é retangulo em O.

587.

588.

1 3 3
594.a) 5 b) 5 c) 5
3 1 V11

595.a) b) 5 ©) 5
596.a) % b) V3 ) 3
597.a) 10 b) 3V2 c) 10
598.a) 62 c) 36

b) 2V3 d) 16V3
599.a) 6; 6V3

b) 8; 4V3

c) 6V2: 6

d) 18: 6V5

e) 12; 10
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600.3) 620% r
a
621.5 (sena + cosa — 1)
622.2V3 + 1) cm
623.a) Calculo de x
3
Prolongando o segmento de 3, acha- » Lle-n
se a,depois b e depois de x? = b? + 32
obtém-se x = 67 . 6 6
A 6
b) Prolongando o segmento de V3 até N
encontrar os dois lados do angulo de
60°, obtém-se um triangulo equilate- i
ro, donde x = 6. —
601.8V3 m
602.6V3 m
603.4V5 m Con_S|derando as medidas indicadas
na figura, temos:
604.3Y2 m 3
605.2Y5 m {h =——=33
2 — 32 4 —_ h)2
606.Y3 m =3+ E-h
~ 2
607.2Y21 m Entdo: x2 = 9 + (6 — 3\/§) =
3V3 —x=6V2 -3 oux=3W6 —V2)
608.7 m
609.12 m Célculo de y
610.45° }
45°|  a
a\/g_ 2av3 Y O
Gll.T, 3 6 N l
612.15(3 + V3) m NI
V2
613.—5-a;V5 - 2V2 a 6
. a V3 __a
614.V3b €30°=6-—5=>3 ="5-3 =
5m
615.= = a=3"3-1)
616.30°
V2
617.20V3 cm e 240 cm sen45°=% =T=% =
1
618.7
Sy=aV2 =y =316 - V2)
619.2 dm
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b) Considerando as medidas indicadas
na figura, temos:

| 6
45° X 3
a l o h=3/3
[T 6 [
fl a
6-a {
3 1
tg g = =
g 6+3V3 2+V3 |,
6 —a
8o=—a
6 —a 1
= =3 +
= > =@ 3+43
V2 3+ \/_
Agora: sen 45° = X272 x
= x=3V2 + \/E
Capitulo XV
V3 1
624.a) 5 d) 5
3 2
b) — 5 e) 5
V2 1
o~z )
625.a) 6V2 b) 6V6
626.a) 4V3 b) 9V2
627.a) 6V2 b) 12V2
628.a) 105° b) 45°
a6
629'T cm
630.10V3 cm
631.30°
632.Lei dos senos e propriedade das propor-
coes.

633.Lei dos senos e propriedade das propor-

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

635.a) % b) 3
636.a) 3; 4 b) 1; 2\2
637.a) 3 b) 2v3
638.a) 14 c) 10

b) 5 d) 2VevV3 + 13
639.a) 60° b) 120°

640.14 cm e 2Y129 cm

641.a) acutangulo
b) obtusangulo
c) retangulo

642.obtusangulo
643.12 m
644.6 m
645.24 m
646.8 cm

647.6 cm
648.12 cm

649.§

d) acutangulo
e) obtusangulo

58

5 cm; 5 cm
19

650.? cm

651.Nao, pois o triangulo teria dois angulos
obtusos.

652.2

11

653.?

654.20
655.7,5

656.zero

4
657. 5

658.13V3

659.5V10 cm

660.V46 cm

661.47 m; 419 cm

662.6\7 cm; 6V3 cm, 24 cm
663.Nao, use a lei dos cossenos.
664.N2a% + 2b% — ¢?

coes. 665.Vide teoria.
634.Lei dos senos e propriedade das propor-  666.Vide teoria.
coes. 667.60°
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668.3(\/5 + \IE) cm;
3V4V3 + 10 om;

3V4V3 + 14 cm
669.Note que A e C sao suplementares. Apli-

cando a lei dos cossenos nos triangulos ~ 686.15°
ABD e CBD, obtém-se BD = 14 m. 687.9°
670. 688.360 lados
689.156°
691.a) 2 e) 2
b) 3 f) 3
n—2
c) 4 8 ——
n—3
d) 5 h) 5
692.2160° ou 2340°
1) Considere um ponto Q externo ao trian- 693.126
gulo BQ = 5 e CQ = 7. Note que 694.1800°
APBAAE AQBC (LLL), donde se ob-  gg5.18
tém PBQ = 60?. Entao APBQ é equi- .
latero. Logo, BPQ = 60° (a = 60°). ~ ©96.2520
2) Aplique a lei dos cossenos no APQC.  697.17
Obtém-se B = 60°. 698.54
3) a = 60°, B = 60° = BPC = 120°.
Aplique a lei dos cossenos no ABPC. 699.20 e 24
Obtém-se x = V129 cm. 700.a) 3V3 m c) V3 m
671.4V2 b) 2V3 m d) V3 m
672.3V2 701.a) 82 m c) 4m
673.6V6 b) 4V2 m d) 4m
674.2) 3 b) V19 702.a) 12 m d) 6V3 m
675.% b) 6m e) 3\/5 m
c) 33 m
8sVi14 8vV14 4N14
676.—3—m;—g—m;—3—m 703.a)6V2m b)12m  ¢) 4V3m
V105 704.2) 62 m  b) 6m c) 6V3 m
677.2Y6 cm: 5— cm; 1247 cm
705.a) 3 m b)3V3m ¢) V3 m
78, MMPe? £ n?b? + mn(b? + ¢ — &?) 706.a) 12m  b) 43 m ) 12¥3 m
m + n
679.6; 8 707.a)6V2m b)6Y3m ¢) 6m
680.18; 9 708.a)6V2m b)4V3m c¢) 12m
681.Ver teoria, item 206. 709.a) 2 cm
682.Ver teoria, item 207. b) 4V3 cm
683.Ver teoria, item 209. c) 2cm
684.Ver teoria, item 210. d) 4 cm
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b) 36°, 72°,108°




a6

712.T

V6

713.T

714.RV2 — E;R—“QJ‘E

2
715.@

1++V5

716. >

717.(W5 = 1) m

718.Vide problema 4 da teoria.

719.Note que o apétema do decagono regu-
lar, o raio R da circunscrita e a metade do
lado do decagono formam um tridangulo
retangulo com um angulo agudo de 18°.

V5 -1

—

720.Vide problema 5 da teoria.

Obtém-se sen 18° =

€
721.Note que a,, 75 e R formam um triangulo
retdngulo com um angulo de 36°. Dai

vem:
sen 36° = 10+2\/g

723.cos 72° = #
cos 54° = Y10 = N5 7 215
sen 54° = \/§4+ 1

724.Use a lei dos senos, ¢, e o resultado do
problema anterior.

a) sen 72° = M
b) cos 18° = M

9 | Fundamentos de Matematica Elementar
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725.0 angulo central ao qual €, é oposto

mede 45°. Entdo: ¢ = RV2 — 2.
726.R = g Va + o2
727.0N4 + 242; (N2 + 1); (2 + V2
728.a) R = %(\E +1)

b) AE = €N 5 + 25
14
c) AC=€5=7V10+2V5

¢
d) AD = = 14 + 6V5

729.x = % (W5 - 1)

730.x = % (W5 + 1)

731.d = % (W5 + 1) [Use o problema ante-
rior.]

732.a) Como os triangulos A'AB, B'BC,

C'CD, D'DE e E'EA sao congruentes

e isosceles de bases AB, BC, CD, DE

e EA, concluimos que A' =B' =C' =

=D'=E' (1) e por diferenca obtemos

A'B'=B'C'=C'D'=D'E' = E'A" (2).

De (1) e (2) decorre que A'B'C'D'E' é
pentagono regular.

b) Aplique duas vezes o problema 728.

Obtém-se % (3 -+5).

Capitulo XVII

733.a) 16mm  b) 26w cm
734.a) 45w cm b) 30w cm
735.a) b) 167 cm
736.a) 127 m b) 327 m
737.205m cm

738.280m m

739.8w cm

c) 12 m
c) 36w cm
481 cm

5
740.7 cm

741.2 cm

365
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3
742.5 cm

743.a) I—g e) md
md
8
d 51d
©) & 8 17

b)

d

d) z

744.27tm
745.Aumenta em 4 m.
Aumenta em 67 m.

Aumenta em 2wa m.

1
746.?
747. Duplica.
748.180°

5
749.5 m

750.50%
751.2 rad
752.Aumenta 27k.

2nwR
753T rad

755.1—50 m
™

756.10350; 94

757.% m; 2007 m

758.mm

759. Aproximadamente 314 m.

760.@ cm
™

761.125 cm
762.Aproximadamente 95 m.
763.E igual.

764.Aproximadamente 15900.

765.£ cm
™

766.i cm
K

4
767. 5 rad

768.5m cm

366

769. 42w cm

770.2

771.5V2m cm

772.4 cm; 16V2 cm

773.20(3 + w) cm

774.4(3V3 + 2m) cm

775.Use o teorema de Pitagoras.

Capitulo XVIII

776.a) | = 1l
b) I =Il=Il
c) =1l
d)y I =1l =l
e)l=l
778.Mesma base e mesma altura.
779.Sim. Base horizontal igual a base verti-
cal e alturas relativas iguais.
780.Nao.
781.Nao; a base do triangulo é o dobro, mas
a altura nao € a mesma do quadrado

.2
(é 3 dela).

782.Nao; mesma base e altura diferente.

783.Dobrara.

784.A diagonal divide o paralelogramo em
triangulos equivalentes. Por diferenga
concluimos que os retangulos sombrea-
dos sao equivalentes.

785.Vide exercicio anterior.

786.Sim; vide teoria.

787.Vide teoria.

788.Vide teoria.

789.Como os quadrados maiores sao con-
gruentes e os triangulos retangulos sao
congruentes, obtemos: P, =~ P, + P..

790'@%&5 SZAE')B, AB }=> ADAB =~ AD'A'B'
E, como a diagonal do retangulo o divide
em triangulos equivalentes, concluimos
que os retangulos sado equivalentes.

791..Considere os triangulos CBG e ABE. Pelo
LAL eles sao congruentes. Do problema
anterior deduzimos que o quadrado e o
retdngulo sombreados sao equivalentes.

792.Aplique duas vezes o exercicio anterior.
O resto sai por soma.

Fundamentos de Matematica Elementar | 9



Capitulo XIX

793.

)
)
)
)
) 60 m?
b) 48 m?
c) 16V3 m?
d) 9V5 m?
)
799.a)
)
800.a) 210 m?

) 180 m?

c) 30 m?

801.80 m?
803.a) 20 m?
804.4 cm
805.4 cm; 6 cm
806.12 cm; 6 cm
807.24 cm?
808.10cm; 6 cm
809.112 cm?
810.135 cm?

811.864 cm?

25v3
812. 55—

813.8 cm

729
—_ 2
814. 7 ¢m

17
815..¢

15
2V2 2

816. 9

b) 2(25V3 + 48) m?

817.A=7=7 >

ah 1(a-a\/§) _ax3
T4

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

818.a) 25V3 m?
819.a) 96V3 m?
b) 24V3 m?
820.a) 22 m
821.a) 50 m?
b) 24V3 m?
c) 27V3 m?
822.a) V6 m
824.36 m?
825.54 m?
826.100 m?
827.60 m?
828.108 m?
829.84 m?
830.33V3 m?
831.116 m?
832.96 m?
833.45V5 m?
834.256 m?
835.95 m?
836.24 m
837.600 m?
838.96 m?
839.3m; 15 m?
840.24 m?

841.Cada tridngulo lateral tem o dobro da

b) 12V3 m?
c) 723 m?

b) 6 m c) 43 m
d) 64 m?

e) 72V3 m?
f) 75V3 m?

b) V3 m C) V3 m

area do triangulo dado.

1

A

b .
842.%
2 .

b
843.

2
AL
2

844.

9 | Fundamentos de Matematica Elementar

As areas indicadas por letras iguais sao
iguais porque os triangulos tém bases

congruentes e alturas iguais.
Pela mesma razao, temos:
2B + A= 2C + A, donde B = C.
Analogamente obtém-se A = B.
2 3
d)

a)ik b) =k

11
3 5k © gk

24

367



RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

1

845.3) ) k b) 3 k

846.0bserve que o ponto E é baricentro do

1
ABDC. Dai sai que area EMC = v S.
847. A
X
2
3y )
C B
}
2y
Observe as notagdes x 3y e 2y na

’ 27
figura e ainda que:

k

X + + 2y 5

Il
=~ N

+ 5y =

N> N <

3
Dai lui —ik
ai conclui-se que x = zg k.

848.

Ligue A com F. Sendo x a area do AFVC,
a area do AFVA sera 2x.

Sendo y a area do AFAR, a area do
AFBR sera 2y.

Observe que:

1
3X+y:§k e
2x+3y:%k

P § _ 4
Dalsalx—zk e y—zk.
Use analogia e chegue a resposta, que

é area DEF = % k.

368

849.22 + 1) ¢2

5
850.7\/ 5+ 2V5 2

€2
851.7 V25 + 10V5

r2
852.7 V10 + 2V5
853.r2(2 — v2)

854.
A

£\

B——————¢

Observe que:

84 + x + 40 a 40 a
y+35+30 Db 30 Db

Siga esse caminho e ache x =56 ey = 70.
Dai se deduz que a area pedida € 315.

855.a) 30 m? c) 9V3 m?

b) 12V2 m?

856.S =2A =2 (% ab sen a)
S =absena

857.a) 90 m? c) 40V2 m?
b) 36V3 m? d) 96V3 m?

858.32 m?

859.162 m?

860.Some as éareas dos quatro triangulos.

861.a) 10V3 m? c) 8V21 m?
b) 24V6 m?
160V231
862.a) V5 531
aN14
863.a) 8V14 m? d—7—m
414 45V14
b) 3 e) —28 m
8V14
)3
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864.4V3

865.
866.
867.

50V3 cm?
320 cm?
12a?

868.48 cm?

869.

870
871
872

873.

874.
875.2(V3 + 1) cm?

876.——=—

877.

878.
879. Use Pitagoras.

880.
881.

25
882.

883.

884.12(V2 + 1) cm

.50V3 m?
886.

885

887.

hr

.48\/_ 3 cm?
.270 cm?
.150 cm?

bc

)
a2

700V3
17
3RV3
A
3V3r2

S

4
3cm

? cm
25

12

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

888.a) Ligue B com D e some as areas dos
triangulos:
16V3 m?
b) Prolongue AB e CD e subtraia as
areas dos triangulos:

46V3 m?

889.Prolongue os lados de modo a obter tridn-
gulos equilateros:

52V3 m?

A@

890.

A area pedida é 3 vezes a area do trian-
gulo sombreado: 72 m?.

891.0btenha 2 triangulos: um de altura 2a e
outro de altura 2b:
4ab
sen a
892.a) 25w m?; 10w m
b) 327 m?; 12w m
wd?
C) =z s ard
d) 527 m2 4V13 = m
e) 36w m?; 127 m
f) 81w m?; 187 m
g) 81w m?; 12w m

893.a) 100w m? b) 28917 m?
894.a) 84w m? c) 48w m?
b) 257 m?
895.a) 4w m? ¢) 30 m?
b) 7w m? d) 18 m?
896.a) 900w cm? d) 1200w cm?
b) 600w cm? e) 170w cm?
105
¢) 450 cm? f) —5 T cm?

897.a) % (r — 2v2) m?
b) 3(m — 3) m2
c) 3(417 — 3\/§) m?

9 | Fundamentos de Matematica Elementar 369
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898.a) 12(2m — 3V3) m?
b) 36(m — 2) m2
( 3T — 2\/5) m?
) 12(57: —3)m?
899.16m cm?

2

900.8) == 15

by T “Tr2 f)

©) & AV
d) —/—

— 2
901.a) %

(m — 2v2)R2
18
(21‘r — 3\/_)
12
d) (mw —42)R
4 — 3V3
e —71p R
37— 2V2
f)—g R

b)

57— 3
R
902.81m cm?
903.a) 8(m — 2) m?
b) 3(2m — 3V3) m2

¢) 44w — 3V3) m2
d) 4(4 — m) m?

e) 18(2V3 — 1) m?

f) (33 — 7)) m2
904.4(m — 2)
905.(3V3 — @) 2
906.50(2m — 3V3) cm?
907.3(4m — 3V3) cm?

908.9) 2T

a2 c)

370

4 —
2

b) a?

910.a) 8(4 — ) cm?

8 —
2
b) 2(m — 2) cm?

911.a) T em?

4 —a
8

(3 —2V2)wa2
913.a) — 15—

912. a?

b) 100( — )

&) 2(2v3 - )
d) 12(27 — 3V3)
e) %(% - 3v3)

914.25(2V3 — =) cm?

915.a) 64w cm?
b) 192w cm?

916.25m

917.a) 257 cm?
125
4

b) cm?

918.98 cm?

919.a) 18(m + 2V3)
mR2
3

920.7r?

2
921. i

T+ 14
8
923.(27 — 3vV3) cm?
3

922.

a2

b) 4(4 — w) cm?

c) (4 — m)cm?

924—(12+4m—m2)0<m<6
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925.7r?
926.2(4 — ) cm?
a2
927.a) o
wa?
b) 5
m+ 6V3 5
©) —=5—a

928.r2

929% (137 — 12V3) cm?

2

930.75(% - 3V3)m?
4m — 33
—_ A2

15 —a

932, 338(4173— 3V3) om?

923

933.% (2V3 — ) em?

934.% (2 + V27 — 27) cm?

%(4\/§+¢r—4)cm

(4’1T + 3\/3) R?

935. >a

936.(3 +2V2 — 7)r?
937. 97 cm?; 491 cm?; 1211 cm?

938.2
251
T 24

3
940.7

939

941.3(2w — 3V3) cm?

o — 3V3 107 + 3V3

R To N - w—

2
943.(57 — 6V3) %

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

944.2(3V3 - =)
945.Use area do setor.
946.S, =S, + S,
(24V3 — 117)
9471.— 8z R?

O 5
948% cm

949.Trace um quadrado pela intersecao das
duas semicircunferéncias.

950.Trace o triangulo retangulo APB.

2
951.T
22
952.Mostreque A=B=C=D = T
abc
SR T N D N

507 117
954.w cm, 5 cm

955.3
956.Use area do triangulo.
957.25V3 cm?

or?
958'E

V3
959.——

960.Sim.

h

961.5

2-V2
T2

963.9m
964.17 m

965.324 m?

966.10 cm
967.100(3 — V5) cm?

962
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2

I
968.7
969.2r2; 4r?
970.V5 — 1

971.200(1 + V2) cm?
972.72V2 cm?

973.2V3 — 1) R2
974.289V3 cm?

975.2d?

63
976.—

977.30° ou 150°

978.3(\3 + 2) R2

979.Use a éarea do circulo ex-inscrito.

2

23 -1
980.————a
981.9(2 — V3)* R

982.%

24r?

983.2—5

4
984.%

2(3 + 2V3)

985 3

986.7r

987.NV13 cm

2(2V3 - 1) w2
: 3

989.6(4m — 3V3) cm?

988

990, (197 —312\/? ) -

991.3V7 cm

372

992 23 - 302 —V3)=

8 &

993.12 cm
994.1441 cm?

995.43 cm?
996.(2V3 — 3)a?

273

cm?
2

997.

998.3

1728
—q3 _°m

2

999.

1000.E o isésceles.

1001.16 por 13,5

1002.Use a semelhanga de triangulos.

1003.5Y 10 — 2v5 cm?
1
1004.7 cm
1005.8 cm?
56 168
1006.12; 5513

1007.As dimensoes do retangulo sao:

Vd?2 + 2a2 +Vd? — 2a?
2
Vd2 + 2a2 — \d? — 2a?
2
onde d é o diametro do circulo.
d=lal V2 (Sed = aV2, temos o qua-
drado.)

Va2 + 480 + Va2 — 480

1008. >

Va? + 480 — Va? — 480
2

4730 cm

1009.Use a area do triangulo.
1010.3(57 — 6V3) m?
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1011.

A C
7N

—— —— e————

a b [d

Note que o tridangulo original € os triangulos
de areas A, B e C sao semelhantes.
Sendo S a area do tridngulo original,
temos:

s A B _C
@+b+cP a b2 ¢

VS VA VB \C
atb+tc a b ¢

S=(NA ++B +Cf

1012.A area procurada € igual a area de um

=]

quadrado de lado x mais 4 vezes a
area do segmento circular sombreado
nesta figura.

a

Fundamentos de Matematica Elementar
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1¢) Calculo de x?
X2 =a?+ a?—2a-a-cos 30°

V3
x2:2a2—2a2-7
x2 = (2 —V3) a2
2¢) Célculo da area do segmento circular
A=A

seg. setor

1
*AAIE’n’aQ*

1 . ma?
—7a-a-sen30 =717 -

_2_ (1 _ 1) 2
z ~\12 "~ 7)°
3¢) Célculo da regiao sombreada

A =x+4A_]=(2-3)a+

T 1
+4|:E—Z]62
AS:(2—\/§+%—1>a2:
:(%+1—\/§>a2

_(m+3-3V3)a2
A=—a

373



Questoes de
vestibulares

Nogodes e proposicoes
primitivas - Segmentos

de reta - f&ngulos -
Triangulos — Paralelismo -
Perpendicularidade

1. (UF-AM) As retas r e s da figura sao pa-
ralelas cortadas pela transversal t. Se
o0 angulo b é o quadruplo de a, entao
b —aé:

: d

S

a) 90° c¢) 100° e) 85°
b) 108° d) 75°

2. (FEI-SP) A razao entre dois angulos su-

plementares € igual a 2 Entao o com-

7
plemento do menor vale:

a) 40° c) 90° e) 20°
b) 30° d) 50°

3. (UE-CE) Se 5, 12 e 13 sao as medidas

em metros dos lados de um triangulo,
entao o triangulo é:

a) isésceles c) retangulo

b) equilatero d) obtusangulo

. (FGV-SP) Aumentando a base de um

triangulo em 10% e reduzindo a altura
relativa a essa base em 10%, a area do
triangulo

a) aumenta em 1%.

b) aumenta em 0,5%.

c) diminui em 0,5%.

d) diminui em 1%.

e) nao se altera.

. (UF-AM) Na figura, as retas r e s sao pa-

ralelas, o angulo 1 mede 45° e o angulo
2 mede 55°. A medida em graus, do an-
gulo 3 é:

a) 90° c) 55° e) 100°
b) 45° d) 110°
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6.

(Unifor-CE) Em um trecho de um rio, em
que as margens sao paralelas entre si,
dois barcos partem de um mesmo anco-
radouro (ponto A), cada qual seguindo
em linha reta e em dire¢cao a um respec-
tivo ancoradouro localizado na margem
oposta (pontos B e C), como esta repre-
sentado na figura abaixo.

Se nesse trecho o rio tem 900 metros
de largura, a distancia, em metros, entre
0s ancoradouros localizados em B e C
€ igual a:

a) 90043 d) 6203
b) 72043 e) 6003
c) 65043

. (UF-PE) Na ilustracéo a seguir, as retas

a, b e ¢ sao paralelas.

Assinale o inteiro mais proximo de x + .

. (Fuvest-SP) Os comprimentos dos lados

de um triangulo ABC formam uma P.A.
Sabendo-se também que o perimetro
de ABC vale 15 e que o angulo A mede
120°, entdao o produto dos comprimen-
tos dos lados é igual a

a) 25 d) 105
b) 45 e) 125
c) 75

. (UF-PE) Sobre o triangulo, cujos lados

medem 8, 7 e 5, podemos afirmar que:

Fundamentos de Matematica Elementar

10.

11.

12.

QUESTOES DE VESTIBULARES

8

0-0) um dos angulos internos do trian-
gulo mede 60°.

1-1) o maior dos angulos internos mede
mais que o dobro da medida do
menor dos angulos internos do tri-
angulo.

2-2) a area deste triangulo é 17,5.

3-3) o tridangulo é obtusangulo.

4-4) o menor dos angulos internos tem

seno igual a ﬂ

14

(Enem-MEC) Sabe-se que a distancia
real, em linha reta, de uma cidade A, lo-
calizada no estado de Sao Paulo, a uma
cidade B, localizada no estado de Ala-
goas, € igual a 2000 km. Um estudante,
ao analisar um mapa, verificou com sua
régua que a distancia entre essas duas
cidades, A e B, era 8 cm.

Os dados nos indicam que o0 mapa obser-
vado pelo estudante esta na escala de

a) 1: 250

b) 1 : 2500
c) 1: 25000
d) 1 : 250000

e) 1 : 25000000

(FEI-SP) Duas avenidas, A e B, encon-
tram-se em O, formando um angulo de
30°. Na avenida A existe um supermer-
cado que dista trés quildmetros de O. A
distancia do supermercado a avenida B
é de:

a) 1,7 km d) 1,5 km

b) 2 km e) 4 km

c) 2,3 km

(FEI-SP) Num triangulo isdsceles, o

maior lado mede 10 cm e o maior angu-

375



QUESTOES DE VESTIBULARES

13.

14.

15.

376

lo interno é o dobro da soma dos outros
dois angulos internos. A area deste trian-
gulo é:

253 om? 253

a d cm?
) 3 ) 6
b) 2543 cm?®  e) 25V3 cm?
2 4
c) 25 cm?
2

(ITA-SP) Num triangulo ABC o lado AB me-
de 2 cm, a altura relativa ao lado AB
mede 1 cm, o angulo ABC mede 135°
e M é o ponto médio de AB. Entdo a
medida de BAC + BMC, em radianos, é

D

Fmmmmm e

Ng-==—mee

a) 0,83 d) 1,6V3
b) 0,163 e) 3,243
c) 0,324/3

igual a 16. (UF-CE) Dois dos angulos internos de
1 3 um triangulo tém medidas iguais a 30° e

a) = d) = 105°. Sabendo que o lado oposto ao an-
S 8 gulo de medida 105° mede (v/3 +1) cm,

b) 1,” e) ZT, € correto afirmar que a area do triangulo
4 5 mede, em cm?:
1 1 J3

°© 37 a)E(J§+1) d) 1+

(FGV-SP) Num tridngulo isésceles ABC, b) 1\/§+3 e) 2+/3

de vértice A, a medida do angulo obtuso 2

formado pelas bissetrizes dos angulos 1

B e C é 140°. Entdo, as medidas dos ©) 2(\/§+3)

angulos A, B e € sdo, respectivamente:

c 17. (UF-PE) Nos mostradores digitais os
algarismos aparecem de forma simpli-
ficada, composta por segmentos hori-
zontais e verticais. Sobre essas formas,
podemos afirmar, quando nao sao iguais
a largura e a altura do algarismo:

¢ 0-0) A maioria dos algarismos tem eixo
a) 120°, 30° e 30° de simetria.
b) 80°, 50° e 50° 1-1) Alguns algarismos tém centro de
c) 100°, 40° e 40° simetria sem ter eixo de simetria.
d) 90°, 45° e 45° 2-2) Os algarismos que tem um eixo de
e) 140°, 20° e 20° simetria também possuem um se-

gundo eixo de simetria.
(UF-GO) A figura a seguir representa 3-3) Apenas os algarismos 0, 1 e 8 tém
uma pipa simétrica em relagao ao seg- centros de simetria.
mento AB, onde AB mede 80 cm. Entdo 4-4) Os algarismos 4, 6, 7 e 9 ndo tém
a area da pipa, em m?, é de eixo de simetria.
Fundamentos de Matematica Elementar | 9



18

19.

20.

=]

. (ITA-SP) Considere o triangulo ABC is6s-

celes em que o angulo distinto dos de-
mais, BAC, mede 40°. Sobre o lado AB,
tome o ponto E tal que ACE = 15°. So-
bre o lado AC, tome o ponto D tal que
DBC = 35°. Entao, o angulo EDB vale

a) 35° d) 75°
b) 45° e) 85°
c) 55°

(UF-RJ) Uma prateleira de um metro de
comprimento e 4,4 cm de espessura
deve ser encaixada entre duas paredes
planas e paralelas. Por razbes opera-
cionais, a prateleira deve ser colocada
enviesada (inclinada), para depois ser
girada até a posicao final, como indica a
figura.

Se a distancia entre as paredes é de um
metro e um milimetro, é possivel encai-
xar a prateleira?

(UF-PI) Considere as seguintes afirmati-
vas sobre a medi¢ao de angulos.

I. As bissetrizes de um angulo e do seu
suplemento sao perpendiculares.

II. O suplemento de um angulo agudo é
sempre obtuso.

Ill. Se um angulo e seu suplemento tém
a mesma medida, entdo esse angulo
é reto.

a) Apenas | e Il sao verdadeiras.

b) Apenas | e Ill sao verdadeiras.

c) Apenas Il e lll sao verdadeiras.

d) As trés afirmativas sao verdadeiras.

e) Nenhuma das afirmativas € verda-
deira.
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(Cefet-MG) Uma lancha deve sair do cais
e passar por duas boias antes de retor-
nar ao seu ponto de partida. Em relacao
ao cais, a primeira boia fica a 2 km para
o leste e 4 km para o norte, enquanto a
segunda fica a 6 km para o oeste. O me-
nor percurso possivel da lancha, nesse
circuito, sera, em km, igual a

a) 6(v5 + 1) d) 405 + \2)
b) 6(v5 — 1) e) 12(v5 — +2)
c) 4(\5 + 2)

(UF-PI) As medidas dos angulos internos
de um triangulo retangulo ABC estao
em Progressao Aritmética. Admita que a
soma dos quadrados das medidas dos
lados desse triangulo seja 200 cm. Nes-
sas condicoes, o perimetro do triangulo
ABC mede:

a) 50 cm
b) 30 cm
¢) 5(1 +V3) cm

d) 5(3 + V3) cm
e) 5(3 + 243) cm

(UF-ES) Uma cidade B fica exatamente
ao norte de uma cidade A. Um aviao
partiu de A e seguiu uma trajetéria re-
tilinea que fazia um angulo de 75° em
relacdo ao norte, no sentido oeste.
Depois de o aviao percorrer 1000 km,
sua trajetéria sofreu um desvio de um
angulo de « graus (veja a figura abaixo);
0 aviao percorreu mais 2000 km em li-
nha reta e alcancou a cidade B. Calcule

N
AN angulc_)
. de desvio

a) a distancia entre as cidades A e B;
b) o valor de «a.

Se necessario, use sen 75° =
cos 75° = 0,25.

0,96 e
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24.

25.

(Unicamp-SP) Dois atletas largaram lado
a lado em uma corrida disputada em
uma pista de atletismo com 400 m de
comprimento. Os dois atletas correram
a velocidades constantes, porém dife-
rentes. O atleta mais rapido completou
cada volta em exatos 66 segundos. De-
pois de correr 17 voltas e meia, o atleta
mais rapido ultrapassou o atleta mais
lento pela primeira vez. Com base nes-
ses dados, pergunta-se:

a) Quanto tempo gastou o atleta mais
lento para percorrer cada volta?

b) Em quanto tempo o atleta mais ra-
pido completou a prova, que era de
10000 metros? No momento em que
o0 atleta mais rapido cruzou a linha de
chegada, que distancia o atleta mais
lento havia percorrido?

(PUC-RS) O portao de Brandemburgo, em
Berlim, possui cinco entradas, cada uma
com 11 metros de comprimento. Tales
passou uma vez pela primeira porta,
duas vezes pela segunda e assim su-
cessivamente, até passar cinco vezes
pela quinta. Entao, ele percorreu __
metros.

a) 55
b) 66

c) 165
d) 275

e) 330

26. (PUC-SP) Leia com atencao o problema
proposto a Calvin na tira abaixo.

O ponto A é duas vezes
mais distante do ponto C do
que o ponto B é de A. Se a
distanciadeBa Céde5cm,
qual ¢ a distancia do ponto
A ao ponto C?

) RN
| - i) 'Ii :
CALVIN-HOBBES, BILL WATTERSON®©1987

WATTERSON/DIST. BY UNIVERSAL UCLICK

C$ MORTOS-YOS NAD
PRECISAM RESOLVER JO&0%

\__,\1_92 PALAVEAS,

Fonte: O Estado de S. Paulo, 28/04/2007.

Supondo que os pontos A, B e C se-
jam vértices de um triangulo cujo angulo
do vértice A mede 60°, entdo a respos-
ta correta que Calvin deveria encontrar
para o problema €, em centimetros,

a) 33 o 1093 o 1003
3 3
b) % d) 53

Quadrilateros notaveis — Pontos notaveis do triangulo —
Poligonos

27.

(ITA-SP) Sejam A = (0, 0), B = (0, 6) e
C = (4, 3) vértices de um triangulo. A
distancia do baricentro deste triangulo
ao vértice A, em unidades de distancia,
éigual a

5 109 10
a) - c) —— e) —
3 3 3
o YT g 5
3 3
378

28. (UF-MG) Esta figura representa o quadri-

|atero ABCD:

120°
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30.

31.
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Sabe-se que

-AB=1cmeAD = 2cm;

- 0 angulo ABC mede 120°; e

- 0 segmento CD é perpendicular aos
segmentos AD e BC.

Entdo, é correto afirmar que o compri-

mento do segmento BD é

a) V3 cm c) ?cm
b) gcm d) V2 cm

(FGV-SP) Seja ABCD um quadrado, e P
e Q pontos médios de BC e CD, respec-
tivamente. Entdo, sen 8 é igual a

a) E B F C
5
b) E
5 Q
o) V10
5 B
d 4 A D
5
5
e) =
6

(FGV-SP) Na figura, AN e BM sao media-
nas do triangulo ABC, e ABM é um trian-
gulo equilatero cuja medida do lado é 1.

B

c

A M

A medida do segmento GN € igual a

a)& C)E e)@
3 3 6
b)@ d)ﬂ
3 6

(FEI-SP) A planta de um apartamento é
desenhada na escala 1 : 100.
Nesta planta, uma sala retangular tem

32.

33.

QUESTOES DE VESTIBULARES

dimensdes 4 cm e 5 cm. Se X é o nlime-
ro necessario de ladrilhos quadrados de
20 cm de lado para cobrir 0 piso desta
sala, entao:

a) X = 100 d) X = 200
b) X = 500 e) X =1000
c) X = 400

(U.F. Juiz de Fora-MG) Na figura a seguir,
encontra-se representado um trapézio
retadngulo ABCD de bases AB e CD, onde

ADN =NDC = ACB = B.
A B

B B
B
D C

Considere as seguintes afirmativas:

I. AD X NC = AN X CD

Il. AB X DN = BC X AN
III.DN X BC = AC X AD

As afirmativas corretas sao:
a) todas.

b) somente | e Il.
c) somente | e .
d) somente Il e lll.
)

e) nenhuma.

(UF-PE) Na ilustracao a seguir, ABCD
é um retangulo, AB=(58+9J§) m,
DE=18J3m, EF = 31 m e o angulo
ADE mede 60°. Qual a medida do an-
gulo BFC?

34.

a) 15°
b) 22,5°

c) 30°
d) 37,5°

e) 45°

(PUC-RS) Para uma engrenagem mecani-
ca, deseja-se fazer uma peca de formato
hexagonal retangular. A distancia entre

379
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35.

36.

380

os lados paralelos é de 1 cm, conforme
a figura abaixo. O lado desse hexagono
mede

cm.

(Fuvest-SP) Uma folha de papel ABCD de
formato retangular é dobrada em torno do
segmento EF, de maneira que o ponto A
ocupe a posicao G, como mostra a figura.

D C
E

9]

A B
F

Se AE = 3 e BG = 1, entdo a medida do
segmento AF é igual a

g 3B g5 g
2 4 3

by V5 a 35
8 5

(FEI-SP) O quadrado de vértices M, N, P

e Q esta inscrito no triangulo retangulo
ABC conforme a figura. Se AP = 8 cm e
QC = 2cm, entao o lado do quadrado mede:

B

37.

38.

39.

40.

41.

a) 1cm
b) 2 cm

c) 3cm
d) 4 cm

e) 5cm

(FGV-SP) Em relacao a umAquadrilétero
ABCD,Asabe—se queAmed(BAD) = 120°,
med(ABC) = med(ADC) = 90°, AB = 13
e AD = 46. A medida do segmento AC é
a)60 b)62 )64 d)65 €) 72

(ITA-SP) Sejam ABCD um quadrado e E
um ponto sobre AB. Considere as areas
do quadrado ABCD, do trapézio BEDC e
do triangulo ADE. Sabendo que estas
areas definem, na ordem em que estao
apresentadas, uma progressao aritméti-
ca cuja soma é 200 cm?, a medida do
segmento AE, em cm, é igual a

a)E c)@ e) 10
3 3
25
b) 5 d) —
) )3

(UE-CE) Sejam P e Q poligonos regula-
res. Se P € um hexagono e se o nimero
de diagonais de Q, partindo de um vérti-
ce, é igual ao ndmero total de diagonais
de P, entdao a medida de cada um dos
angulos internos de Q é

a) 144 graus. c) 156 graus.
b) 150 graus. d) 162 graus.

(UF-PE) A figura abaixo ilustra um terre-
no retangular ABCD, com lados medindo
AB =24 me BC = 16 m. Os pontos E e
F estao, respectivamente, nos lados AB
e CD, FC = 6 m, e 0 segmento EF divide
o terreno ABCD em duas regioes trape-
zoidais de areas iguais. Qual a medida

de EF?
F

D C
a) 18 m
b) 19 m
c) 20 m
d)21m
e)22m A £ B

(ITA-SP) Seja P,, um poligono regular de
n lados, com n > 2. Denote por a, o
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42.

43.

=]

apétema e por b, o comprimento de um
lado de P,. O valor de n para o qual va-
lem as desigualdades b, < a, e b,_, >
> a,_q, pertence ao intervalo

a)3<n<7 d)10<n<13
b) 6<n<9 e)12<n<15
c)8<n<11

(ITA-SP) Considere o quadrado ABCD
com lados de 10 m de comprimento.
Seja M um ponto sobre o lado AB e N
um ponto sobre o lado AD, equidistan-
tes de A. Por M traca-se uma reta r para-
lela ao lado AD, e por N uma reta s
paralela ao lado AB, que se interceptam
no ponto O. Considere os quadrados
AMON e OPCQ, onde P é a interseccao
de s com o lado BC e Q é a intersec-
¢a0 de r com o lado DC. Sabendo-se que
as areas dos quadrados AMON, OPCQ
e ABCD constituem, nesta ordem, uma
progressao geométrica, entao a distan-
cia entre os pontos A e M é igual, em
metros, a

a) 15+5J5  d) 15-55
b) 10+55 e) 10—-35
c) 10—+5

(UF-PE) Nao tendo disponivel um com-
passo e nem um transferidor, quais jus-
tificativas o aluno Ricardo pode utilizar
para desenhar a bissetriz de um angulo?

0-0) Ricardo pode usar a escala para
construir uma curva de erro, e de-
terminar dois pontos de inflexao
da bissetriz, sendo um deles na re-
giao do angulo oposto pelo vértice
ao angulo dado.

1-1) Ricardo pode utilizar o principio da
simetria no plano e usar uma es-

Fundamentos de Matematica Elementar
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cala para construir dois tridngulos
simétricos que tenham um vértice
em comum e 0s outros dois nos la-
dos do angulo.

Ricardo pode aplicar a propriedade
das retas reversas dos quadrilate-
ros em geral e determinar, com o
auxilio do par de esquadros, um
ponto da bissetriz na intersecao
das suas diagonais.

Ricardo pode fazer a correspon-
déncia entre os pontos inversos
das retas (lados do angulo) para
determinar um ponto de intersecao
sobre a bissetriz, usando o par de
esquadros.

Ricardo pode utilizar a propriedade
da bissetriz como lugar geométrico
e tracar feixes de retas paralelas a
igual distancia dos lados do angu-
lo, usando uma escala e um par de
esquadros.

2-2

—

33

=

»
K=

Circunferéncia e circulo -
Angulos na circunferéncia

44,

45.

46.

(FEI-SP) O diametro de um circulo inscri-
to em um tridngulo retangulo de hipote-
nusa 5 cm e catetos 3 cm e 4 cm mede:
a) 1cm

b) 2 cm

c) 2cm
d) 2+/2 cm

e) 4 cm

(FEI-SP) Aumentando-se o raio em 2 cm,
a area de um circulo passara a ser igual
a 100w cm2. Entdo, o comprimento da
circunferéncia correspondente aumenta-
ra em:
a) 11%
b) 17%

c) 25%
d) 33%

e) 67%

(U.F. Juiz de Fora-MG) Considere uma
circunferéncia de raio R e trés circunfe-
réncias menores de raio r tangentes in-
ternas a ela e tangentes externas entre
si. A razao entre os raios R e r é:

381
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47.

48.

49.

382

3(\/5 _2) raios sao respectivamente 3me 5 me
a) 2 d ——~ se uma reta tangente a E; intercepta E,
2 nos pontos X e Y, entao a medida, em
b) ﬁ e) 2J3+1 metros, do segmento de reta XY é
2 a) 4 b) 6 c) 8 d) 10
2J3+3 _ i
c) ———— 50. (UF-PE) Considerando-se um circulo qual-
3 quer e um ponto (P) no seu interior, e
(PUCRS) A raz&o entre o raio da circun- fazendo-se dobras sucessivas no circu-
feréncia inscrita em um quadrado e o lo, de modo que um ponto qualquer da
raio da circunferéncia circunscrita a esse sua circunferéncia sempre fique sobre-
mesmo quadrado, cujo lado mede 2a, é posto a (P), o conjunto de dobras define
a)a ¢) 3-a e) Q .a as tangentes de uma curva. Sobre tal
2 curva, podemos afirmar que:
vz a2
’ NN
(UF-PE) Observe a circunferéncia de
centro O da figura abaixo e considere o
ponto P fixo. Nesta situagao é possivel
afirmar:
0-0) A curva é uma circunferéncia con-
céntrica com o circulo.
1-1) A curva € uma elipse e o ponto (P)
P € um dos seus focos.
2-2) A circunferéncia é o lugar geométri-
co dos simétricos de um dos focos
0-0) Uma corda (PQ) da circunferéncia, em relacao as tangentes.
oposta a um angulo central de 60°, 3-3) O ponto (P) e o centro da circunfe-
também € oposta a um arco capaz réncia definem a distancia focal.
de 120°. 4-4) O eixo maior da curva tem medida
1-1) Para a corda (PR) da circunferéncia igual ao raio do circulo.
igual a 4 cm, o angulo inscrito (PXR)
€ superior a 40°. 51. (UF-CE) Num circulo de diametro medin-
2-2) Para a corda (PS) da circunferén- do 16 cm, uma corda com comprimento
cia igual a 5 cm, o angulo central igual a 6 cm € dividida por um ponto X,
(POS) € agudo. na razao 2:1. A distancia do ponto X ao
3-3) Se trés cordas, (PS), (ST) e (PT), centro do circulo, medida em centime-
determinam um triangulo equilate- tros, é:
ro inscrito na circunferéncia, o arco a) 57 d) V54
(PTS) é “capaz de ver” o segmento
(PT) sob um angulo de 60°. b) 56 e) V53
4-4) Quando o angulo (PUV) mede 90°, c) 55
a corda (PV) mede 6 cm.
52. (ITA-SP) Sejam P, e P, octégonos regula-
(UECE) Se E; e E, s@o duas circunfe- res. O primeiro esta inscrito e o segun-
réncias concéntricas cujas medidas dos do circunscrito a uma circunferéncia de
Fundamentos de Matematica Elementar | 9



53.

54.

55.

=]

raio R. Sendo A, a area de P, e A, a drea

- - A, .
de P,, entao a razao A—l éigual a
2

a)Jg " @Ji+ﬂ

b) 92 >Eii£§
16 4

¢) 2(v2-1)

(Fuvest-SP) Considere, no plano carte-
siano Oxy, a circunferéncia C de equa-
Gdo (x —2)2 4+ (y — 2)2 = 4 e sejam P
e Q os pontos nos quais C tangencia os
eixos Ox e Oy, respectivamente.

Seja PQR o tridngulo isdsceles inscrito em
C, de base PQ, e com o maior perimetro
possivel.

Entado, a area de PQR € igual a

a) 22 -2 d) 22 +2
b) 242 -1 e) 242 +4
c) 2.2

(ITA-SP) Um triangulo ABC esta inscrito
numa circunferéncia de raio 5 cm. Sabe-se
ainda que AB é o diametro, BC mede
6 cm e a bissetriz do angulo ABC inter-
cepta a circunferéncia no ponto D. Se «
€ a soma das areas dos triangulos ABC
e ABD e B é a area comum aos dois, o
valor de o« — 2, em cm?, é igual a

a) 14 c) 16 e) 18

b) 15 d) 17

(ITA-SP) Seja E um ponto externo a uma
circunferéncia. Os segmentos EA e ED
interceptam essa circunferéncia nos
pontos B e A, e C e D, respectivamente.
A corda AF da circunferéncia intercepta
o segmento ED no ponto G. Se EB = 5,
BA=7,EC=4,GD = 3eAG = 6, en-
tao GF vale

a) 1 c)3
b) 2 d) 4

e) b5

Fundamentos de Matematica Elementar
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57.

58.
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(ITA-SP) Do triangulo de vértices A, B e
C, inscrito em uma circunferéncia de raio
R = 2 cm, sabe-se que o lado BC mede
2 c¢m e o angulo interno ABC mede 30°.
Entdo, o raio da circunferéncia inscrita
neste tridngulo tem o comprimento, em
cm, igual a

a) 2—3 d) 2J3-3
1 1

b) 3 € 5
J2

0 Y=
4

(UF-GO) Dois amigos decidem fazer uma
caminhada em uma pista circular, par-
tindo juntos de um mesmo lugar, percor-
rendo-a em sentido contrario, caminhan-
do com velocidades constantes, sendo
que a velocidade de um deles é igual a
80% da velocidade do outro. Durante a
caminhada, eles se encontraram diver-
sas vezes. Determine qual é o menor
nimero de voltas que cada um deles
deve dar para que eles se encontrem
novamente no ponto de partida.

(UF-PA) Um engenheiro, responsavel pela
construcao de uma pista de atletismo cir-
cular de 400 m, precisa orientar o pintor
responsavel por pintar as linhas de larga-
da e chegada e as faixas de corrida de
cada corredor, de modo que cada corre-
dor corra apenas 400 m entre sua linha
de largada e a linha de chegada, dentro
de uma faixa de 1 m de largura.

Considerando que

I) o corredor que corre na faixa 1, a fai-
xa mais proxima do centro da pista,
parte da linha de chegada;

II) a linha de chegada e a linha de larga-
da do sexto corredor formam um an-
gulo « de, aproximadamente, 0,457
radianos e que o comprimento do
arco entre a linha de chegada e a li-
nha de largada do sexto corredor é
31,43 m (veja figura a seguir);

383



59.

60.

61.
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Ill) o raio de cada faixa € dado pelo seg- 62. (UF-PE) Com relagao a figura abaixo con-
mento que une o centro da pista a sidere AB = 1u. As circunferéncias de
circunferéncia menor da faixa; centros (B) e (P) sao de raio Bl, e as de

centro (P) e (A) sao tangentes no ponto
Linha de largada (J). A reta (s) é mediatriz de (AB), e (I) é
do sétimo corredor . ~ . .
- 0 ponto de intersecdo da mediatriz com
e g largada (AB). Considerando (AB) = 1u, analise
as afirmacoes a seguir.
Linha de
chegada

entao, admitindo que 27 = 6,28, o com-

primento, aproximado, do arco entre a

linha de chegada e a linha de largada do

sétimo corredor é . — 92

a) 41,25 m d) 38,15 m 0-0) O comprimento de AK é Eu.

b) 35,11 m e) 40,10 m 5

c) 36,12 m 1-1) O comprimento de AP é 7u.

(UF-RJ) A regiao R é composta por qua- . — _J3

tro circulos de raio 1, de centros A, B, C 2-2) O comprimento de AP € U

e D. Sabe-se que AB = 2 e que ABCD é __ J5-1

um quadrado de diagonais AC e BD. 3-3) O comprimento de AK é 5 u.

Determine o comprimento da menor li- N

nha poligonal, inteiramente contida em 4-4) O comprimento de Al é —u.

R, ligando A a C. 2

(ITA-SP) Seja C, uma circunferéncia de 63. (FGV-SP) Dois veiculos partem 5|mqlta—
. ) . A s neamente de um ponto P de uma pista

raio R4 inscrita num triangulo equilatero . - S

. } circular, porém em direcoes opostas.

de altura h. Seja C, uma segunda cir- .

P . . Um deles corre ao ritmo de 5 metros por

cunferéncia, de raio R,, que tangencia .

. A . segundo, € o outro, ao ritmo de 9 me-

dois lados do triangulo internamente e P

(R R ) tros por segundo. Se os veiculos para-

C, externamente. Calcule A 12/, rem quando se encontrarem pela primei-

ra vez no ponto P, o nimero de vezes

(UF-CE) Seja y uma circunferéncia de que eles terao se encontrado durante o

raio 2 cm, AB um didametro de yer e percurso, sem contar 0os encontros da

s retas tangentes a v, respectivamente partida e da chegada, é igual a

por A e B. Os pontos P e Q estdo res- a) 45 c) 25 e) 13

pectivamente situados sobre r e s e s&o b) 44 d) 17

tais que PQ também tangencia y. Se

AP = 1 cm, pode-se afirmar corretamen- 64. (Enem-MEC) No monte de Cerro Armazo-

te que BQ mede: nes, no deserto de Atacama, no Chile,

a) 3cm ¢) 4,5 cm e) 8,5 cm ficara o maior telescopio da superficie

b) 4 cm d) 8 cm terrestre, o Telescopio Europeu Extrema-
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65.

66.

=]

mente Grande (E-ELT). O E-ELT tera um
espelho primario de 42 m de didmetro, “o
maior olho do mundo voltado para o céu”.

Disponivel em: <http://www.estadao.com.br>.
Acesso em: 27 abr. 2010 (adaptado).

Ao ler esse texto em uma sala de aula,
uma professora fez uma suposigao de
que o diametro do olho humano mede
aproximadamente 2,1 cm.

Qual a razao entre o didmetro aproxima-
do do olho humano, suposto pela pro-
fessora, e o diametro do espelho prima-
rio do telescopio citado?

a)1:20 d) 1:1000
b) 1:100 e) 1:2000
c) 1:200

(PUC-RS) Duas rodas dentadas, que es-
tao engrenadas, tém 12 e 60 dentes,
respectivamente. Enquanto a maior da
8 voltas, a menor dara

a) de volta.

b) de volta.

o1l o~

c) 5 voltas.
d) 40 voltas.
e) 96 voltas.

(UF-GO) A figura a seguir mostra uma
circunferéncia de raio r = 3 cm, inscrita
em um triangulo retangulo, cuja hipote-
nusa mede 18 cm.

A

B

a) Calcule o comprimento da circunfe-
réncia que circunscreve o triangulo
ABC.

b) Calcule o perimetro do triangulo ABC.

Fundamentos de Matematica Elementar
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Teorema de Tales -
Semelhancga de tridangulos
e poténcia de ponto —
Triangulos retangulos

67. (FEI-SP) Considere o triangulo retangulo
abaixo. O valor de x é:

a) 8cm
b) 5cm
c) 4cm
d) 3cm
e) 12 cm

10 cm

6.cm

68. (UF-CE) Os lados de um triangulo me-
dem 3 cm, 4 cm e 5 cm. A medida do

angulo oposto ao maior lado é:

a) 50 graus d) 90 graus
b) 70 graus e) 120 graus
c) 80 graus

69. (UFF-RJ) Na figura a seguir, o tridngulo
ABC € retangulo em A e CD mede 10 cm.

B

15° 30° .
C ) A

Pode-se concluir que o cateto AB mede:

a) % cm d) 443 cm
b) 5cm e) 543 cm
c) 6cm

70. (U.F. Sao Carlos-SP) A hipotenusa do tri-
angulo retangulo ABC esté localizada so-
bre a reta real, conforme indica a figura.

B

A D!Tl

-4 X

Nin

385
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71.

72.

73.

386

Se x > 0 e a medida da altura BD relati-

va ao lado AC do triangulo ABC é 2.6,
entdo x € o nuimero real

a) 243 d) 5
b) 4 e) 33
c) 3.2

(FEI-SP) Sao dados os triangulos re-
tangulos ABE e CTE, conforme a figura
abaixo:

B C E

Se AB=CE = % =60 cm, entao:

a)CT=25cm d) CT=40cm
b) CT=15cm €) CT =20cm
c) CT =30cm

(FEI-SP) Considere o triangulo retangulo
ABC dado a seguir. Sabe-se que a medi-
da do segmento AB € igual a 3 cm, a do
AC é igual a 4 cm, a do BC € igual a
5cm e ado BM éigual a 3 cm.

5cm

Neste caso, a medida do segmento AM
€ igual a:

6 3645
a) —cm d) cm
5 5
b) ﬁ cm e) § cm
5 5
65
) —— cm
5

(Cefet-PR) Considere o triangulo retan-
gulo ABC da figura a seguir:

74.

15

12
Sobre as afirmacoes a seguir,
(x+y)EN
)32<x+y<42
Il xy > 50
vy Y >1
X
Pode-se afirmar que:
a) apenas a afirmacao Il é correta.
b) todas as afirmacoes sao corretas.
c) as afirmacoes Il e IV sao corretas.
d) as afirmagoes I, Il e IV sao corretas.
e) as afirmacoes |, Il e lll sao corretas.

(FGV-SP) Seja ABC um triangulo retan-
7J3

gulo em B tal que AC=T e BP = 3,

onde BP é a altura do triangulo ABC pelo

vértice B.

Dado:

valor aproximado
( tga de a em graus
Q 25,2°
3
Q 35,3°
2
3 40,0°
2
& 43,3°
3
& 49.1°
\__3 c

A menor medida possivel do angulo ACB
tem aproximacao inteira igual a

a) 25°. c) 41°. e) 49°.
b) 35°. d) 43°.
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75. (PUC-RJ) Considere um triangulo ABC re-

76.

77.

78.

79.

=]

téngulo em A, onde AB =21 [S AC = 20.

BD € a bissetriz do angulo ABC. Quanto

mede AD?
42 20

a) — c) —
5 21

b) 21 d) 9
20

e) 8

(ITA-SP) Seja ABC um triangulo retangulo
cujos catetos AB e BC medem 8 cm e
6 cm, respectivamente. Se D é um pon-
to sobre AB e o triangulo ADC é isésce-
les, a medida do segmento ﬁ, em cm,
éigual a

a) E C) E e) é
4 4 2
15 25

b) 3 d) 7

(UE-CE) Considere em um plano o trian-
gulo MNO, retangulo em O, e o triangulo
NOP, retangulo em N. Estes triangulos
sao tais que o segmento PM intercepta
o lado NO do tridngulo MNO no ponto Q
e a medida do segmento PQ é duas ve-
zes a medida do lado MN. Se a medida
do angulo £ QMO €é 21°, entao a medi-
da do angulo ZNMQ é

a) 25°. c) 35°.

b) 28°. d) 42°.

(UE-CE) A medida do perimetro do trian-
gulo retangulo cujas medidas dos raios
das circunferéncias inscrita e circunscri-
ta sao, respectivamente,2me 6,5mé

a)21m c) 28 m
b) 24 m d) 30m

(UF-CE) Se os valores das medidas dos
lados de um triangulo retangulo sao ter-
mos de uma progressao aritmética de
razao 2, entao a medida da hipotenusa
desse triangulo é:

a) 10 unidades de comprimento.
b) 11 unidades de comprimento.
c) 12 unidades de comprimento.

Fundamentos de Matematica Elementar

80.

81.

82.

83.

QUESTOES DE VESTIBULARES

d) 13 unidades de comprimento.
e) 14 unidades de comprimento.

(FEI-SP) Um triangulo retangulo € isdsce-
les e a altura baixada do vértice corres-
pondente ao angulo reto sobre a hipo-
tenusa mede 5 metros. O perimetro do
referido triangulo €, em metros:

a) 152 d) 10(V5+1)
b) 10J5 e) 25
c) 10(J§+1)

(FGV-SP) Em um triangulo retangulo
ABC, com angulo reto em B, AC2 = 48,
BP2 = 9, sendo que BP é a altura de
ABC com relacdo ao vértice B. Nessas
condicdes, a medida do angulo ACB é
a) 15° ou 75°. d) 30° ou 60°.

b) 20° ou 70°. e) 45°.

c) 22,5° ou 67,5°.

(FEI-SP) Num triangulo ABC, os lados me-
demAB = 5cm,AC = 7 cm e BC = 8 cm.
Se M é o ponto médio do lado BC, entao
a medida do segmento AM é:

a) 29 cm d) 6cm
b) 243 cm e) /19 cm
c) v21 cm

(PUC-MG) Sabe-se que, em um triangu-
lo, a medida de cada lado € menor que
a soma dos comprimentos dos outros
dois lados. Uma afirmativa equivalente
a essa é:

a) A menor distancia entre dois pontos
€ igual ao comprimento do segmento
de reta que os une.

b) Em um tridngulo reténgulo, a hipote-
nusa é o maior dos lados.

¢) Ao lado menor de um tridangulo, opde-se
0 menor angulo.

d) Em um triangulo isésceles, a altura
relativa a base divide-a em dois seg-
mentos de mesmo comprimento.
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84.

85.

86.

(UF-RN) Numa projecao de filme, o pro-
jetor foi colocado a 12 m de distancia
da tela. Isso fez com que aparecesse
a imagem de um homem com 3 m de
altura. Numa sala menor, a projegao re-
sultou na imagem de um homem com
apenas 2 m de altura. Nessa nova sala,
a distancia do projetor em relagado a
tela era de

a) 18 m
b) 8 m

c) 36 m
d) 9m

(UF-RS) O perimetro do triangulo equila-
tero circunscrito a um circulo de raio 3 é

a) 18J3 c) 36 e) 38
b) 2043 d) 156

(UF-PR) Uma corda de 3,9 m de compri-
mento conecta um ponto na base de um
bloco de madeira a uma polia localizada
no alto de uma elevacao, conforme o
esquema abaixo. Observe que o ponto
mais alto dessa polia esta 1,5 m aci-
ma do plano em que esse bloco desliza.
Caso a corda seja puxada 1,4 m, na di-
recao indicada abaixo, a distancia x que
o bloco deslizara sera de:

3,9m
1,5m

|

a menor distancia (d) que o carro pode
ficar do 6nibus de modo que o motorista
possa enxergar o semaforo inteiro.

87.

388

X

a) 1,0 m
b) 1,3 m
c) 1,6 m

d) 1,9 m
e) 2,1m

(UF-PR) Em uma rua, um onibus com
12 m de comprimento e 3 m de altura
esta parado a 5 m de distancia da base
de um semaforo, o qual estd a 5 m do
chao. Atras do 6nibus para um carro, cujo
motorista tem os olhos a 1 m do chao e
a 2 m da parte frontal do carro, confor-
me indica a figura a seguir. Determine

re— el [ 1 m
5m 12m d 2m :
a) 15,0 m d) 14,5m
b) 13,5 m e) 15,5 m
c) 14,0 m

88. (Unesp-SP) O planeta Terra descreve

seu movimento de translacao em uma
orbita aproximadamente circular em tor-
no do Sol. Considerando o dia terrestre
com 24 horas, o ano com 365 dias e
a distancia da Terra ao Sol aproximada-
mente 150380 X 103 km, determine a
velocidade média, em quilébmetros por
hora, com que a Terra gira em torno do
Sol. Use a aproximacao m = 3.

. (UF-PE) Na figura abaixo, o triangulo

(ABC) é retangulo em (A). O ponto (D) é
0 “pé” da bissetriz do angulo (A). (E) é o
ponto de intersecao de (AB) com a per-
pendicular a (CD) tragada em (D). Para
qualquer tridngulo (ABC) retangulo em
(A), com (AC) < (AB), é possivel afirmar
que:

C B
D

0-0) (CE) é a bissetriz do angulo ACB.
1-1) ECA = CBA.

2-2) ECA e CBA s3o complementares.
3-3) ECA =EDA.

4-4) ECA = 45°-a.

90. (UF-RR) Os catetos de um tridngulo re-

tangulo sao iguais a b e c. Entéao o com-
primento da bissetriz do angulo reto é:

Fundamentos de Matematica Elementar | 9
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91.

92.

93.

=]

a) J2(b+c) d) J2be
bc b+c
b) V2b o) J2be
b+c b+c
o V20
b+c

(UF-PE) Entre as propriedades listadas
abaixo, quais se aplicam as cevianas e
aos pontos notaveis de um triangulo es-
caleno?

0-0) O ponto de intersecao entre suas
bissetrizes internas é o centro de
uma circunferéncia circunscrita ao
triangulo.

1-1) As medianas encontram-se em um

ponto que dista % do seu compri-

mento em relacao a cada vértice
do tridngulo.

O baricentro é o centro de uma cir-
cunferéncia tangente aos lados do
triangulo.

As mediatrizes se encontram em
um ponto equidistante dos vértices
do tridngulo.

O baricentro, o circuncentro e o or-
tocentro determinam uma reta.

2-2)
3-3)
4-4)

(FGV-SP) No triangulo retangulo ABC,
retangulo em C, tem-se que AB = 3./3.
Sendo P um ponto de AB tal que PC = 2
e AB perpendicular a PC, a maior medi-
da possivel de PB € igual a

a) 33 V1T d) 3(¥3+V7)
2 2
o) VBVIT e 73(&;5)
a(3+48)
2

(UF-CE) ABC é um triangulo retangulo
em A, com catetos AB e AC de medidas
respectivamente iguais a 3 cm e 4 cm.

Fundamentos de Matematica Elementar
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Com centros em B e em C, tragamos
dois circulos B e v, de raios respectiva-
mente 3 cm e 4 cm, e, em seguida, uma
reta r que passa por A e intersecta 3 e y
respectivamente nos pontos P e Q, com
P, Q # A. Calcule o maior valor possivel
do produto dos comprimentos dos seg-
mentos PA e QA.

(Unesp-SP) Os comprimentos dos lados
de um triangulo retangulo formam uma
progressao aritmética. Qual o compri-
mento da hipotenusa se o perimetro do
triangulo mede 127

Triangulos quaisquer -
Poligonos regulares -
Comprimento da
circunferéncia

95.

96.

(Enem-MEC) Para uma atividade reali-
zada no laboratério de Matematica, um
aluno precisa construir uma maquete da
quadra de esportes da escola que tem
28 m de comprimento por 12 m de lar-
gura. A maquete devera ser construida
na escala de 1 : 250.

Que medidas de comprimento e largura,
em cm, o aluno utilizara na construcao
da maquete?

a) 4,8e 11,2
b) 7,0 e 3,0

c) 11,2e 4,8
d) 28,0e 12,0
e) 30,0 e 70,0

(UF-PB) Uma organizacao nao governa-
mental desenvolveu um projeto de reci-
clagem de papel em um bairro popular
de uma cidade, com o objetivo de contri-
buir com a politica ambiental e gerar ren-
da para as familias carentes do bairro.
A partir da catacao do papel e utilizan-
do um processo artesanal, as familias
produzem folhas de papelao em formato

389
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retangular medindo 21 cm X 42 cm. Um
empresario local propds comprar toda a
produgao mensal da comunidade para
produzir caixas de papelao, em formato
de paralelepipedo reto-retangulo, com
volume igual a 810 cm3. Cada caixa é
construida recortando-se quadrados em
dois dos vértices da folha e retangulos
nos outros dois vértices. Em seguida,
as abas resultantes dos recortes sao
dobradas nas linhas tracejadas na folha,
obtendo-se dessa forma a caixa, confor-
me representacao nas figuras abaixo.

42 cm

21 cm

21 cm 21cm

21 cm

380

42 cm

Considerando que uma possibilidade
para a medida x do lado do quadrado
a ser recortado é 3 cm, é correto afir-
mar que outro valor possivel, em cen-
timetros, para a medida x, pertence ao
intervalo:

a) (1, 3)
b) (3,5)
c) (5,7)

97.

98.

99.

(UF-MG) Uma folha de papel quadrada,
ABCD, que mede 12 cm de lado, é do-
brada na reta r, como mostrado na figu-
ra abaixo:

A

]

B C

Feita essa dobra, o ponto D sobrepoe-se
ao ponto N, e o ponto A, ao ponto médio
M, do lado BC.

E correto afirmar que, nessas condi-
coes, o0 segmento CE mede:

a) 7,2cm c) 8,0cm
b) 7,5 cm d) 9,0 cm

(PUC-MG) Certo desenhista faz dois mo-
delos de ladrilho: um desses modelos
é um quadrado de 64 cm?2 e outro, um
retangulo cujo comprimento tem 2 cm
a mais e cuja largura tem 2 cm a me-
nos que a medida do lado do quadrado.
Nessas condigoes, pode-se afirmar que
a medida da area do modelo retangular,
em centimetros quadrados, € igual a:

a) 60 b) 64 c) 72 d) 80

(PUC-RJ) Uma reta paralela ao lado BC
de um triangulo ABC intercepta os la-
dos AB e AC do triangulo em P e Q, res-
pectivamente, onde AQ = 4,PB =9 e
AP = QC. Entao o comprimento de AP é:

a) 5 b) 6 c)8 d)2 el

100. (Fuvest-SP) A figura representa um qua-

drado ABCD de lado 1. O ponto F esta
em BC, BF mede ? o0 ponto E esta em

CD e AF & bissetriz do angulo BAE. Nes-
sas condicoes, o segmento DE mede
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% A B
40
75
40
9.5
40 b c
115
40
135
40

a)

b)

c)

d)
e)

101. (Fuvest-SP) Na figura, tem-se AE paralelo
a CD, BC paralelo a DE, AE = 2, o = 45°
e B = 75° Nessas condicoes, a distan-
cia do ponto E ao segmento ABé igual a:

B

a) J3 c)

b) V2 d)

102.(PUC-MG) O terreno, representado na
figura pelo quadrilatero ABCD, deve ser
dividido em dois sitios de areas equiva-
lentes por meio da cerca MN, que é para-
lela ao lado CD. Sabe-se que AB =4 km,
AD = 6 km e med(BAD) = 60°. Além
disso, o segmento CD €é perpendicular
aos segmentos AD e BC. Entao, é cor-
reto afirmar que o comprimento do seg-
mento MC, em quildmetros, é:

B M C

A

a) 2,0

b)2,5

c) 3,0 d) 3,5

9 | Fundamentos de Matematica Elementar
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103. (Mackenzie-SP) A figura abaixo represen-
ta uma estrutura de construcao chama-
da tesoura de telhado. Sua inclinagao é
tal que, a cada metro deslocado na ho-
rizontal, ha um deslocamento de 40 cm
na vertical. Se o comprimento da viga
AB é 5 m, das alternativas abaixo, a que
melhor aproxima o valor do comprimen-
to da viga AC, em metros, €

a) 54
b) 6,7 d) 5,9

104.(FGV-SP) No teodolito indicado, cada vol-
ta completa da manivela aumenta em
0,5° 0 angulo de observacao em relagao
a horizontal.

— — Topo

w

(V3+1-v2)m o

Solo

Se a partir da situacao descrita na figu-
ra sao necessarias mais 45 voltas com-
pletas da manivela para que o teodolito
aponte para o topo da parede, a medida
de h, em metros, € igual a:

a) 0,75(J§+1—J§) d) 2.6 -3
b) 2(v3 -1) e) J3+2-1
c) 4(J§—1)
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105. (Unicamp-SP) Para construir uma curva
“floco de neve”, divide-se um segmento
de reta (Figura 1) em trés partes iguais.
Em seguida, o segmento central sofre
uma rotacao de 60°, e acrescenta-se
um novo segmento de mesmo compri-
mento dos demais, como 0 que apare-
ce tracejado na Figura 2. Nas etapas
seguintes, o mesmo procedimento é
aplicado a cada segmento da linha poli-
gonal, como esté ilustrado nas Figuras
3ed.

Fig. 1

\ Fig. 2

60° N

Fig. 3

Fig. 4

Se 0 segmento inicial mede 1 cm, 0 com-
primento da curva obtida na sexta figura

€ igual a:
6! 4y
5! 4\°
b) (mj cm d) (5) cm

106.(Enem-MEC) O poligono que da forma a
calcada a seguir é invariante por rota-
coes, em torno de seu centro, de:

382
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a) 45° d) 120°
b) 60° e) 180°
c) 90°

107.(FGV-SP) A, B e C sao quadrados con-
gruentes de lado igual a 1 em um mes-
mo plano. Na situacao inicial, os trés
quadrados estao dispostos de forma
que dois adjacentes possuem um lado
em comum e outro sobre a reta r. Na
situacao final, os quadrados A e C per-
manecem na mesma posicao inicial, e o
quadrado B é reposicionado, conforme
indica a figura.

A B C N

r \ 3090

situacdo inicial

A C

r

situacao final

A menor distancia da reta r a um vértice
do quadrado B é:

a) 2-43 d) 3-43
4 2
by 373 o) 4738
4 2
c) 4-43
4

108. (Unifesp-SP) Tem-se um tridangulo equi-
|atero em que cada lado mede 6 cm. O
raio do circulo circunscrito a esse trian-
gulo, em centimetros, mede:

a) /3 c) 4
b) 243 d) 3+/2

e) 343
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109.(U.F. Séo Carlos-SP) Os numeros reais

positivos a, b e ¢, nesta ordem, sao me-
didas, em cm, dos lados de um triangu-
lo e estdo em progressao geométrica.
Sabendo-se que a - ¢ = 144, e que a

razao da P.G. é g pode-se concluir que

0 perimetro desse triangulo, em cm, é
igual a:

a)46 Db)44 c)42 d)40 e)38

110.(U.F. Juiz de Fora-MG) Seja o triangulo

de base igual a 10 m e altura igual a
5 m com um quadrado inscrito, tendo
um lado contido na base do triangulo. O
lado do quadrado €, em metros, igual a:
10

a) —
) 3

20 15
c) — e) —
7 2

5 15
b) - d) —
) 5 )4

111.(ITA-SP) Um triangulo ABC tem lados

com medidas a=§cm, b =1cm
e c=%cm. Uma circunferéncia é tan-

gente ao lado a e também aos prolon-
gamentos dos outros dois lados do
triangulo, ou seja, a circunferéncia é
ex-inscrita ao triangulo. Entao, o raio da
circunferéncia, em cm, € igual a

J3+1 J3
A 95
J3 J3+2
b) T e) 4
J3+1
C) 3

112.(Unesp-SP) A figura a seguir represen-

=]

ta uma chapa de aluminio de formato
triangular de massa 1 250 gramas. De-
seja-se corta-la por uma reta r paralela
ao lado BC e que intercepta o lado AB
em D e o lado AC em E, de modo que
o trapézio BCED tenha 700 gramas de

113.

114.

115.

Fundamentos de Matematica Elementar

QUESTOES DE VESTIBULARES

massa. A espessura e a densidade do
material da chapa sao uniformes. De-
termine o valor percentual da razao de

AD por AB.
Dado: V11 = 3,32.

B C

a) 88,6 c) 74,8 e) 44,0
b) 81,2 d) 66,4

(UF-BA) Na figura abaixo, tem-se:

BAC = 45° B
BDC = 60°

AD = 5 u.c.

DC = 10 u.c.

Com base nesses

dados, calcule BC. * D c
(FEI-SP) O triangulo ACD é retangulo em

C, 0 angulo CAD é 30°, o angulo CBD é
60° e a medida do segmento AD é de 60
unidades de comprimento. Nestas condi-

coes, a medida de BC é:
D

30 60°
A
B C
a) 102 u.c. d) 1542 u.c.
1042
b) 1043 u.c. e) T\/—u.c.
¢) 30+/2 uc.

(FEI-SP) Um objeto é lancado de um
aviao que esta a 5 km de altitude. De-
vido a velocidade do avidao e a agao do
vento, o objeto cai segundo uma reta
que forma um angulo de 30° com a ver-
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tical, conforme ilustrado a seguir. Que  119.(Mackenzie-SP) Na figura, tg B € igual a:
distancia d este objeto percorreu até
atingir o solo?

2,0cm
a) 1043 km
b) 10 km S .
c) 73\@ km d -E :
5 ! 10.0 cm !
1043 Sk 16 19 1
d) ——km a) — c) — e) —
3 : 81 63 4
32 8 2
Sy b) — d =
e —5 km ) %7 ) 3

116.(UE-CE) Uma sala tem a forma de um  120.(UF-PE) Quais formas poligonais podem

triangulo equilatero de lado 10 m. Para
pavimenta-la foi escolhida uma lajota
na forma de um tridngulo equilatero de
lado 40 cm. O nimero de lajotas neces-
sarias para o piso da sala é:

a) 1250 c) 1025 e) 325
b) 625 d) 1000

.(UF-PE) Na ilustracao a seguir, os seg-
mentos BC e DE sao paralelos.

A

B F

[ \

D G E

Se BC = 12,DG = 7 e GE = 8, quanto
mede FC?

a) 6,2 c) 6,4 e) 6,6
b) 6,3 d) 6,5

118.(FGV-SP) Cada lado congruente de um

triangulo is6sceles mede 10 cm, € o
angulo agudo definido por esses lados
mede « graus. Se sen a = 3 €OS «, a
area desse triangulo, em cm?, € igual a:

ser construidas tendo como um dos
seus angulos a figura abaixo?

A

0-0) Trapézio isésceles, quadrado e re-
tangulo.

1-1) Tridngulo equilatero, pentagono re-
gular e quadrado.

2-2) Figura estrelada de oito pontas, tri-
angulo retangulo e trapézio.

3-3) Poligono regular nao convexo (con-
cavo) de seis pontas, losango ou
triangulo.

4-4) Octégono regular, trapézio escaleno
e retangulo.

121.(Enem-MEC) A rampa de um hospital

tem na sua parte mais elevada uma
altura de 2,2 metros. Um paciente ao
caminhar sobre a rampa percebe que
se deslocou 3,2 metros e alcancou uma
altura de 0,8 metro.

A distancia em metros que o paciente
ainda deve caminhar para atingir o pon-
to mais alto da rampa é:

a) 15410 ¢) 9J10 e) 1243 a) 1,16 metro d) 5,6 metros
b) 3,0 metros e) 7,04 metros
b) 12410  d) 1543 ¢) 5,4 metros
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122.(UE-CE) Apés um naufragio, um sobrevi-

vente se vé na situacao de ter que atra-
vessar um rio de aguas calmas. Pruden-
te, decide s6 atravessa-lo depois de ter
estimado a largura do rio. Improvisou
entao uma trena métrica e um transfe-
ridor rusticos e, para calcular a distan-
cia entre duas arvores, digamos uma
arvore A, situada na margem em que se
encontrava, e uma arvore B, situada na
margem oposta, procedeu da seguinte
forma:

- postando-se ao lado da arvore A e
usando o transferidor construido, afe-
riu o angulo entre a visada para a ar-
vore B e para uma arvore C, situada
na mesma margem em que se encon-
trava, obtendo o valor 105°;

« caminhou até a arvore C e, usando a
trena métrica, estimou em 300 metros
a distancia entre esta e a arvore A;

- estando entdo junto a arvore C, mediu
0 angulo entre as visadas para a arvo-
re A e a arvore B, obtendo o valor 30°.

N
B T T P )

Apbés os procedimentos descritos, as
informacgdes obtidas foram reunidas e
foi estimada corretamente a distancia
entre a arvore A e a arvore B, obtendo o
valor de, aproximadamente:

a) 150 metros d) 212 metros

b) 175 metros e) 250 metros

c) 189 metros

(considerar V2 =1,41 e 3 =1,73)

123.(PUC-SP) Abilio (A) e Gioconda (G) es-

=]

tao sobre uma superficie plana de uma

Fundamentos de Matematica Elementar

124. (UF-PI)

QUESTOES DE VESTIBULARES

mesma praia e, num dado instante,
veem sob respectivos angulos de 30° e
45° um passaro (P) voando, conforme é
representado na planificagao abaixo.

P

30° 45°

240 m

Considerando despreziveis as medidas
das alturas de Abilio e Gioconda e sa-
bendo que, naquele instante, a distan-
cia entre A e G era de 240 m, entao a
quantos metros de altura o passaro dis-
tava da superficie da praia?

a) 60(V3+1) d) 180(v3-1)

b) 120(v3-1)  e) 180(V3+1)

c) 120(J§ + 1)

Conforme ilustrado na figura
abaixo, um trem saiu da cidade A com
destino a cidade B, deslocando-se com
a mesma velocidade com que um outro
trem ia da cidade C para a cidade D.
Sabendo-se que a distancia do ponto M
as cidades C e A é a mesma, e que, por
um atraso, as locomotivas partiram no
mesmo instante, é correto afirmar que:

Cidade C
H
1
1
1
" Dbictancia om km ) :
Distancia em km 1
1
Cidade D 1
1
Cidade A 1.200 H
" 1
Cidade C 1.600 L/‘ Cidade B
-
Pt 1
P 1
!
Pt 1
o 907
O e Jj Cidade D
Cidade A
395
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a) a distancia da cidade D ao ponto M é
350 km.

b) a distancia da cidade C ao ponto M é
336 km.

¢) a distancia da cidade A ao ponto M é
500 km.

d) a distancia da cidade C a cidade A é
1200 km.

e) nao havera o choque dos trens.

125. (UF-PI) Sejam a, b e ¢ as medidas dos la-
dos de um triangulo ABC. Considere a
funcdo f: R — R dada por f(x) = b2x? +
+ (b2 + + ¢2 — a?)x + ¢
Analise as afirmativas abaixo e assinale
V (verdadeira) ou F (falsa).

a)()f(—1) <O

b) () f possui raizes reais.

c) () O valor minimo de f € menor ou
igual a c2.

d) () f(x) > 0, para todo ndmero real x.

126.(Cefet-MG) A questao refere-se ao tre-
cho de duas ruas paralelas, onde Joao
e Pedro decidem apostar uma corrida,
desenvolvendo a mesma velocidade. As
dimensoes, na figura, estao representa-
das em metros.

100 60

A 100 B

Joao partira do ponto médio M do quar-
teirdo AB, fazendo o trajeto MBCDP, en-
quanto Pedro percorrera MADCP. Nessas
circunstancias, é correto afirmar que:

a) Joao e Pedro chegam juntos.

b) Jodo ganha com mais de 100 m de
vantagem.

¢) Pedro ganha com mais de 100 m de
vantagem.

d) Joao ganha com menos de 100 m de
vantagem.

e) Pedro ganha com menos de 100 m
de vantagem.

396

127.(ITA-SP) Considere: um retangulo cujos
lados medem B e H, um triangulo isés-
celes em que a base e a altura medem,
respectivamente, B e H, e o circulo ins-
crito neste triangulo. Se as areas do re-
tangulo, do triangulo e do circulo, nesta
ordem, formam uma progressao geomé-

. -~ B . . L
trica, entao a € uma raiz do polinémio

a) ™3+ X2+ mx—2=0
by #3 + w32 +x+1=0
o) ™ — a2+ mx+2=0
dm3—m2+2mx —1=0
e)x®— 12+ mx—1=0

128. (U.E. Londrina-PR) Sobre propriedades de
tridngulos, considere as afirmativas a
seguir:

I. Todo triangulo possui pelo menos

dois angulos internos agudos.

II. Dados dois triangulos ABC e EFG se
AB = EF, A = E e B = F, entdo o trian-
gulo ABC é congruente ao triangulo
EFG.

. Se dois triangulos tém os trés angu-
los correspondentes congruentes, en-
130 os triangulos sao congruentes.

IV. Sejam ABC e A'B'C' dois triangulos
retdngulos cujos angulos retos sao
CeC'.Se AB=A'B'e A =A"entao
os tridngulos sdo congruentes.

Estao corretas apenas as afirmativas:

a) lell d) I, 1l elV.
b) Il e lll. e) 1l elV
c) llleIV.

129.(UF-MT) Seja T um tridngulo equilatero
e P um ponto no interior de T. Se d4, d»
e d3 séo as medidas das distancias de
P aos lados de T, entédo d; + d, + d3 é
igual @ medida:
a) do perimetro de T.
b) do lado de T.

c) do diametro do circulo inscrito em T.

d) da altura de T.

e) do diametro do circulo circunscritoa T.
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HELIO SENATORE

130.(Unesp-SP) Uma pessoa se encontra no

ponto A de uma planicie, as margens
de um rio, e vé, do outro lado do rio, o
topo do mastro de uma bandeira, ponto
B. Com o objetivo de determinar a altu-
ra h do mastro, ela anda, em linha reta,
50 m para a direita do ponto em que se
encontrava e marca o ponto C. Sendo D
o pé do mastro, avalia que os angulos
BAC e BCD valem 30°, e o angulo ACB
vale 105°, como mostra a figura.

A altura h do mastro da bandeira, em
metros, é:

a) 12,5 d) 25,042
b) 12,5V2 e) 35,0
c) 25,0

131. (UF-PE) Em perspectiva, o tamanho apa-

rente de um segmento AB, visto por um
observgdor no ponto O, depende do an-
gulo AOB.

B

Imagine um edificio de base quadrangu-
lar. Contornando tal prédio, um observa-
dor tera, em varios pontos, a sensagao
de que sao iguais dois dos lados conse-
cutivos dessa base.

Isso é verdadeiro para quais quadrila-
teros?

| Fundamentos de Matemaéatica Elementar

QUESTOES DE VESTIBULARES

0-0) Quadrados.

1-1) Losangos.

2-2) Retangulos.

3-3) Trapézios.

4-4) Em qualquer tipo de quadrilatero.

132.(Fuvest-SP) Uma folha de papel ABCD de

formato retangular é dobrada em torno
do segmento EF, de maneira que o pon-
to A ocupe a posicao G, como mostra a
figura.

B
A F

Se AE = 3 e BG = 1, entao a medida do
segmento AF & igual a:

35 3.5 V5

a) — c) — e) —
2 4 3
8 5

133.(UE-CE) Se, na figura, os triangulos VWS

e URT séao equilateros, a medida, em
graus, do angulo « é igual a:

a) 30° b) 40° c) 50° d) 60°

134. (UF-PE) Um triangulo de lados (x), (y) € (z)

tem (a,), (ay) e (a,) como as alturas relati-
vas a esses lados, respectivamente.

397
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135.

136.

398

Para a sua construgao, sendo conheci-
dos o lado (x) e as alturas (a,) e (a),
podemos afirmar que:

0-0) Se as alturas (a,) e (a,) forem iguais,
o triangulo sera retangulo.

1-1) Se as alturas (a,) e (a,) forem
iguais ao lado (x), o triangulo sera
isésceles.

2-2) Se a altura (ay) for maior que a altura
(ay), o tridngulo sera obtusangulo.

3-3) Se a altura (ay) for maior que a altu-
ra (a,), o tridngulo sera értico.

4-4) Para qualquer medida de (ay), o tri-
angulo sera acutangulo se (a,) for
maior que (x).

(UF-RS) Os lados de um terreno triangu-
lar tém medidas diferentes, as quais,
em certa ordem, formam uma progres-
sao geométrica crescente. O conjunto
dos possiveis valores da razao dessa
progressao é o intervalo:

SRS
a | ————%—| 9

1,—
2 2 2

b) J5 -1 J5+1 &) 1J§+1
2 7 2 2

C) (1’¥]

(Fuvest-SP) No triangulo acutangulo ABC,
ilustrado na figura, o comprimento do

— Vi
lado BC mede ?5 o angulo interno de
vértice C mede «, € 0 angulo interno
de vértice B mede %. Sabe-se, também,

que 2 cos (2a) + 3cosa +1 = 0.
A

B C
Nessas condicoes, calcule:
a) o valor de sen q; .
b) o comprimento do lado AC.

137.(UF-GO) O sinal de PARE, pintado horizon-
talmente na rua, é visto de frente por um
motorista a 10 metros de distancia sob
um angulo 6, sendo que o comprimento
das letras é de 2 metros e o olho do mo-
torista esta a 1,2 metro do chao, confor-
me ilustrado abaixo. Para que uma placa
vertical de altura H, também a 10 metros
de distancia, seja vista sob 0 mesmo an-
gulo 6, qual deve ser o valor de H?

olho

0
1,2m

p~—

10m 2m

PARE

138.(U.F. Pelotas-RS) A geometria métrica,
através de suas relacoes, proporciona
que possamos descobrir medidas des-
conhecidas.

Usando as relacoes convenientes, é cor-
reto afirmar que o perimetro do triangulo
ABC, abaixo, equivale a:

4 cm I
[T L]
i9cm
o
[N 1A
"""""""" feam T
a) 24 cm d) 48 cm
b) 34 cm e) 45cm
c) 35cm f) LR

139.(FGV-SP) No triangulo ABC, AB = 8,

BC = 7, AC = 6 e o lado BC foi prolonga-
do, como mostra a figura, até o ponto P,
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formando-se o triangulo PAB, semelhan-
te ao tridngulo PCA.
P

A ) B

O comprimento do segmento PC é:

a) 7 b) 8 c)9 d)10 e11

140.(FGV-SP) Os pontos A, B, C, D, E e F es-
td0 em AF e dividem esse segmento em
5 partes congruentes. O ponto G esta
fora de AF, e 0s pontos H e J estao em
GD e GF, respectivamente.

G

A B C D E F
Se @, HC e JE sao paralelos, entao a
- _HC |
razao — é:
JE
5 3 4
2

5
a) 3 b) c)— d)Z e)

oo

144. (UF-PE) Qual a menor distancia possivel
entre um ponto da reta com equacao

y= _3x +6, esbocada a seguir, e a
4

origem do sistema cartesiano?

6

0 8
a) 44 Db)45 c)46 d47 €48

9 | Fundamentos de Matematica Elementar

QUESTOES DE VESTIBULARES

142.(UF-PE) Uma pessoa viaja do ponto C ao
ponto A, passando pelo ponto B, cada
trecho percorrido em linha reta, como
ilustrado na figura abaixo. A distancia
CA é de 40 km, a distancia CB é de
60 km, e o angulo ACB mede 60°. Se
a pessoa viajasse de C até A, em linha
reta, sem passar por B, quanto econo-
mizaria na distancia percorrida, em km?
Indique o valor inteiro mais préximo.
Dado: use a aproximacgao J7 =26,

B

60 km
/)
¢ 40 km A
a) 70 km c) 74 km e) 78 km
b) 72 km d) 76 km

143.(ITA-SP) Considere um triangulo isésce-
les ABC, retangulo em B. Sobre o lado
@, considere, a partir de B, os pontos
D e E, tais que os comprimentos dos
segmentos BC, BD, DE, EC, nesta or-
dem, formem uma progressao geométri-
ca decrescente. Se 3 for o angulo EAD,
determine tg 3 em fungao da razdo r da

progressao.

144.(Fuvest-SP) Na figura abaixo, tem-se
AC = 3, AB = 4 e CB = 6. O valor de

CD é:
A
C D' B
17 23 29
a) 12 ° 17 ®) 12
m 12 a2
) 12 ) 12
399
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145.(FGV-SP) No triangulo ABC, AB = 13,
BC = 14, CA = 15, M é ponto médio de
AB, e H € 0 pé da altura do triangulo ABC
do vértice A até a base BC.
A

B s c
Nas condicoes dadas, o perimetro do
triangulo BMH ¢€ igual a:

a)16 Db) 17 ¢)18 d)19 )20

146. (UF-PE) Na figura abaixo AB = AQ = 25,
BC = 15 e DE = 7. Os angulos DEA, BCA
e BFA sao retos. Determine e assinale AF.

B

A

147. (UF-PE) Na ilustracao abaixo, a casa situa-
da no ponto B deve ser ligada com um
cabo subterraneo de energia elétrica,
saindo do ponto A. Para calcular a distan-
cia AB, sao medidos a distancia e os an-
gulos a partir de dois pontos O e P, situa-
dos na margem oposta do rio, sendo O, A
e B colineares. Se OPA = 30°, POA = 30°,
OPB = 45° ¢ OP =(3++/3)km, calcule
AB em hectémetros.

(0]

148. (Unicamp-SP) Uma ponte levadica, com
50 metros de comprimento, estende-se
sobre um rio. Para dar passagem a algu-
mas embarcacoes, pode-se abrir a pon-
te a partir do seu centro, criando um vao
E, conforme mostra a figura abaixo.

50

Considerando que os pontos A e B tém
alturas iguais, nao importando a posigao
da ponte, responda as questdes abaixo.

a) Se o tempo gasto para girar a ponte
em 1° equivale a 30 segundos, qual
sera o tempo necessario para ele-
var os pontos A e B a uma altura de
12,5 m, com relacao a posicao des-
tes quando a ponte esta abaixada?

b) Se a = 75° quanto mede AB?

149.(Unicamp-SP) Considere uma gangorra
composta por uma tabua de 240 cm de
comprimento, equilibrada, em seu ponto
central, sobre uma estrutura na forma
de um prisma cuja base € um triangulo
equilatero de altura igual a 60 cm, como
mostra a figura. Suponha que a gangor-
ra esteja instalada sobre um piso perfei-
tamente horizontal.

240 cm

60 cm

a) Desprezando a espessura da tabua
e supondo que a extremidade direita
da gangorra esta a 20 cm do chao,
determine a altura da extremidade
esquerda.
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b) Supondo, agora, que a extremidade
direita da tabua toca o chao, deter-
mine o angulo o formado entre a
tabua e a lateral mais préxima do
prisma, como mostra a vista lateral
da gangorra, exibida abaixo.

150. (Unifesp-SP) Na figura, o angulo C € reto,
D € ponto médio de AB, DE € perpendi-
culara AB,AB = 20cme AC = 12 cm.

C

A 5 B
A area do quadrilatero ADEC, em centi-
metros quadrados, é:

a) 96 c) 58,5
b) 75 d) 48

e) 37,5

151. (PUC-RS) Em uma aula pratica de Topo-
grafia, os alunos aprendiam a trabalhar
com o teodolito, instrumento usado para
medir angulos. Com o auxilio desse ins-
trumento, é possivel medir a largura y
de um rio. De um ponto A, o observador
desloca-se 100 metros na direcao do per-
curso do rio, e entdo visualiza uma arvore

no ponto C, locali- c

zada na margem
oposta sob um an-
gulo de 60°, con-
forme a figura ao
lado. Nessas con-
dicoes, conclui-se
que a largura do

rio, em metros, é: =

100

9 | Fundamentos de Matematica Elementar
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100+/3 50/3
a) dy —=
3 3
b) 100v3 e) 200
2
c) 10043

152.(Cefet-MG) Na figura, o valor de NA do
triangulo equilatero ABC, de lado x, é:

A
N

B FM C

x3 2x X
a) — C) — e) —
)4 )3 )2

2
b) = d) =

2 4

153.(UF-Pl) A area da figura abaixo é:

C

=z L
5lr &l
o7 ol
= N
'f \
o
— o
s 3
N

AP 0lw ok
[
N
|
o
&
—
o
3
N

e)

154. (Mackenzie-SP) Na figura AC = 5,AB = 4
e PR = 1,2. O valor de RQ é:

401
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p L Q
R
gLl c
a) 2 b)2,5 ¢)1,5 d)1 e)3

155.(UF-RN) A figura abaixo representa uma
torre de altura H equilibrada por dois ca-
bos de comprimentos L, e L,, fixados
nos pontos C e D, respectivamente.

Entre os pontos B e C passa um rio,
dificultando a medicao das distancias
entre esses pontos. Apenas com as me-
didas dos angulos C e D e a distancia
entre B e D, um engenheiro calculou a
quantidade de cabo (L; + L) que usou
para fixar a torre.

0 valor encontrado, usando /3 =1,73

eBD =10 m, é:
a) 54,6 m c) 62,5 m
b) 44,8 m d) 48,6 m

156. (Unicamp-SP) Na execucao da cobertu-
ra de uma casa, optou-se pela constru-
cao de uma estrutura, composta por
barras de madeira, com o formato indi-
cado na figura abaixo.

Resolva as questdoes abaixo supondo
que o = 15°. Despreze a espessura das
barras de madeira e nao use aproxima-
¢des nos seus calculos.

a) Calcule os comprimentos b e ¢ em
funcao de a, que corresponde ao
comprimento da barra da base da es-
trutura.

b) Assumindo, agora, que a = 10 m,
determine o comprimento total da
madeira necessaria para construir a
estrutura.

157.(UE-CE) A medida da area de um trian-
gulo equilatero inscrito em uma circun-
feréncia cuja medida do raio € igual a

1mé:
a) ¥m2 c) 2J3m?
b) ?mz d) V3m?

158.(UF-BA) Na figura abaixo, todos os trian-
gulos sao retangulos isésceles, e ABCD
€ um quadrado.

G
Nessas condicoes, determine o quociente
GH
CE’

159.(PUC-MG) Na figura, estd a planta de
um lago poligonal de lados AB = 2CD,
BC = 6 m e AD=2+/21m. Os angulos

internos de vértices B e D sao retos. A
medida do segmento AC, em metros, é:
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a) 10

b) 12

c) 14 d) 16

160.(UF-PE) Uma moeda circular precisa ser

cunhada contendo na sua face todo o
quadrilatero (ABCD).

A

C
A respeito da menor moeda possivel que
contenha a figura, podemos afirmar:

0-0) A, B e C sao pontos da sua circun-
feréncia.

1-1) Trés dos vértices do quadrilatero
sao pontos da sua circunferéncia.

2-2) Os quatro vértices sao pontos da
sua circunferéncia.

3-3) A e C sao pontos da sua circunfe-
réncia.

4-4) Uma das diagonais de (ABCD) é
didametro da moeda.

161.(Enem-MEC) Em 2010, um caos aéreo

=]

afetou o continente europeu, devido a
quantidade de fumaca expelida por um
vulcao na Islandia, o que levou ao can-
celamento de indmeros voos.

Cinco dias apdés o inicio desse caos,
todo o espaco aéreo europeu acima de
6000 metros estava liberado, com ex-
cecao do espaco aéreo da Finlandia. L3,
apenas voos internacionais acima de
31 mil pés estavam liberados.

Disponivel em: <http://www1.folha.uol.com.br>.
Acesso em: 21 abr. 2010 (adaptado).

162.

163.

164.

165.
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Considere que 1 metro equivale a apro-
ximadamente 3,3 pés.

Qual a diferenca, em pés, entre as altitu-
des liberadas na Finlandia e no restante
do continente europeu cinco dias apés
0 inicio do caos?

a) 3390 pés.
b) 9390 pés.
c) 11200 pés.

d) 19800 pés.
e) 50800 pés.

(UF-RJ) Seja abcde o pentdgono regular
inscrito no retdngulo ABCD, como mos-
tra a figura a seguir.

A e D
a d
B b [4 C

ABCD é um quadrado?

(UF-AC) Considere um poligono regular
no plano. Se o nimero de diagonais
desse poligono é igual a duas vezes o
ndmero de seus lados, ele é:

a) um hexagono.
b) um quadrado.
¢) um heptagono.

d) um pentdgono.
e) um octégono.

(PUC-RJ) Seja um hexagono regular
ABCDEF. A razao entre os comprimentos
dos segmentos AC e AB ¢é igual a:

a) V2 c) % e) 2
b) 3 d) V3
2
(UF-PR) A tela de uma TV esta no for-

mato widescreen, no qual a largura e a
altura estao na proporcao de 16 para
9. Sabendo que a diagonal dessa tela
mede 37 polegadas, qual é sua largura
e a sua altura, em centimetros?



QUESTOES DE VESTIBULARES

166.

167.

168.

(Para simplificar os célculos, use as apro-
ximagodes 337 = 18,5 e 1 polegada =
= 2,5cm.)

(UF-PE) ABCD é um quadrilatero, tal que
os pontos A, B, C e D sao seus Vérti-
ces, nomeados consecutivamente e no
sentido horario. O lado BC €é paralelo ao
lado DA, o vértice D é equidistante dos
lados AB e BC, os lados AB e CD sao
congruentes e o angulo entre o lado BC
e a diagonal BD é 30°. Sobre o quadrila-
tero ABCD podemos afirmar que:

0-0) O quadrilatero ABCD pode ser um
trapézio escaleno.

1-1) A diagonal BD coincide com a bisse-
triz do angulo ABC.

duas a duas, e uma reta tangente as
trés circunferéncias:

Sabe-se que o raio de cada uma das duas
circunferéncias maiores mede 1 cm.
Entdo, é correto afirmar que a medida
do raio da circunferéncia menor é:

1 V2

a) —cm c) —cm
3 2

b) 1cm d) Qcm
4 4

2-2) O quadrilatero ABCD pode ser um 169. (FGV-SP) Na figura, a corda EF é perpen-
losango. - dicular & corda BC, sendo M o ponto mé-
3-3) O vértice A é equidistante aos la- dio de BC. Entre B e C toma-se U, sendo
dos BC e CD. que o prolongamento de EU intercepta a
4-4) O quadrilatero ABCD pode ser um circunferéncia em A. Em tais condicdes,
paralelogramo. para qualquer U distinto de M, o triangulo
EUM é semelhan-
(UF-PE) Na figura abaixo, (I) é a distancia
LS p te ao triangulo:
entre os vértices (A) e (B) de um poligono
regular estrelado, inscritivel em uma cir- a) EFC
cunferéncia de raio (r). Qual o lado (I') do b) AUB
pentagono regular do qual pode ser recor- ¢) FUM
tado um poligono estrelado semelhante? d) FCM M c
2| | e) EFA
O—O) r= Ae———»B
NZRE
1 170.(FGV-SP) As cordas AB e CD de um circu-
r==v4ar* —P lo sd@o perpendiculares no ponto P, sen-
2 do que AP = 6,PB = 4 e CP = 2. O raio
2.2) r= _ar desse circulo mede:
4r* =P a) 5 A
Ir b) 6
33) = "
c) 3V3
Larr )33
2 d) 442
4-4) r:|—r (Onde (s) é a apétema do e) 542 e D
B
poligono regular circunscrito ao po- v
ligono estrelado.)
171.(UF-MA) O raio da circunferéncia circuns-
(UF-MG) Nesta figura, estao represen- crita ao triangulo ABC, indicado a seguir,
tadas trés circunferéncias, tangentes tem comprimento igual a:
Fundamentos de Matematica Elementar | 9



a4 b)4J3 ¢)8 d)2J3 €)6

172.(UF-ES) Um grupo de 12 pesquisadores,

dentre eles dois brasileiros, José e
Eduardo, deverao monitorar os vértices
do acelerador de particulas do LNLS.
Se cada um dos vértices Vq, Vo, ..., Vi
do acelerador (veja figura abaixo) deve
ser monitorado por exatamente um
pesquisador do grupo, o numero de
possiveis maneiras de alocar esses
pesquisadores nos vértices do acelerador,
de modo que José e Eduardo nao sejam
alocados em vértices adjacentes, é:

V8 \/7

Vi, Va, ..., V45 S0 0s Vértices do acelerador

a) 108 X 10! d) 12! — 120
b) 119 X 10! e) 12! — 66
c) 120 X 10!

173.(UF-PE) O diagrama a seguir represen-

=]

ta 0 numero de participantes em uma
convencao, separados de acordo com
os Estados (Pernambuco, Paraiba, Rio
Grande do Norte, Alagoas, Piaui) onde
moram. O angulo central do setor que
corresponde a cada Estado é propor-

QUESTOES DE VESTIBULARES

cional ao nimero de participantes do
Estado.

PE PB

_ge

Se 0 numero total de participantes era
540, quantos eram de Pernambuco?

a) 150 ¢) 200 e) 250
b) 175 d) 225

174.(UFF-RJ) No Japao, numerosos lugares
de peregrinacao xintoistas e budistas
abrigam tabuletas matematicas chama-
das de Sangaku, onde estao registrados
belos problemas, quase sempre geomé-
tricos, que eram oferecidos aos deuses.
A figura a seguir, que é uma variante de
um exemplar de Sangaku, é composta
por cinco circulos que se tangenciam.

Sabendo que seus diametros satisfazem
AB — =

as relacoes E:ﬁ:7 e DF = EC,
pode-se concluir que g € igual a:
OB
a) 0,65 d) 0,7
b) 0,6555... e) 0,7333...

c) 0,666...

175.(UF-PR) Num projeto hidraulico, um cano
com diametro externo de 6 cm sera en-
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caixado no vao triangular de uma super-
ficie, como ilustra a figura abaixo. Que
porcao x da altura do cano permanecera
acima da superficie?

b) 1 cm

d) = cm
2

176.(Unifesp-SP) A figura mostra duas rolda-

177.

nas circulares ligadas por uma correia.
A roldana maior, com raio 12 cm, gira
fazendo 100 rotacdes por minuto, € a
funcao da correia é fazer a roldana me-
nor girar. Admita que a correia nao es-
corregue.

Para que a roldana menor faga 150 ro-
tagbes por minuto, o seu raio, em centi-
metros, deve ser:

a) 8 c) 6 e) 4
b) 7 d) 5

(UF-RN) A figura abaixo mostra uma
circunferéncia e dois segmentos per-
pendiculares entre si, AB e BC, de com-
primentos iguais a 6 cm e 8 cm, respec-
tivamente.

A medida do raio dessa circunferéncia é:

a) 6cm
b) 8 cm

c) 5cm
d) 7cm

178.(UF-RN) A figura abaixo mostra uma cir-

cunferéncia de raio R = 5 cm e centro
em A, e um retangulo ABCD, com o pon-
to C sobre a circunferéncia.

y

O comprimento da diagonal BD é:

c) 10 cm
d) 5cm

a) 8cm
b) 3 cm

179.(Mackenzie-SP) A figura mostra uma se-

micircunferéncia com centro na origem.
Se o ponto A é (—\/5, 2), entao o ponto
B é:

a) (2. V2) d) (V5. 1)
b) (v2, 2) e) (2 V5)
¢) (1, v5)

180. (FEI-SP) Na figura a seguir, 0 segmento

PT mede 2+/21 cm e a sua reta suporte
€ tangente a circunferéncia vy, cujo _raio
mede 4 cm. A medida do segmento PB é:
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T 182.@V—SP) Em um circulo de centro_O,

Y
AD é um diametro, B pertence a AC,
que € uma corda do circulo, BO = 5 e
B\/A |

m(ABO) = CD = 60°.

a) 14 cm d) % cm
V21
b) V21 cm e) Tcm
V21
c) Tcm
Nas condicdes dadas, BC é igual a:
181.(U.F. Sao Carlos-SP) A sequéncia de fi- a) 10—-3 d) 5
guras mostra um unico giro do ponto A, 5
marcado em uma roda circular, quando _
12-43
ela roda, no plano, sobre a rampa forma- b) 3 e) 5
da pelos segmentos RQ e QP. c) 3+3
P P
183.(UF-GO) A figura abaixo mostra uma cir-
cunferéncia de raio r = 3 cm, inscrita
num triangulo retangulo, cuja hipotenu-
120° sa mede 18 cm.
A
R Q R Q
figura 1 figura 2
P c B
a) Calcule o comprimento da circunfe-
réncia que circunscreve o triangulo
ABC.
b) Calcule o perimetro do triangulo ABC.
Q
A figura 3 184.(FGV-SP) Dado um pentagono regular
ABCDE, constroi-se uma circunferéncia
Além do que indicam as figuras, sabe-se pelos vértices B e E de tal forma que BC
que o raio da roda mede 3 cm, e que ela e EQ sejam tangentes a essa circunfe-
gira sobre a rampa sem deslizar em falso. réncia, em B e E, respectivamente.
Sendo assim, o comprimento RQ — QP da B C
rampa, em cm, € igual a:
a) 5m+23 d) 7m—+/3
b) 4w+ 35 e) 87—3\5 b
c) 6m++/3 E
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A medida do menor arco BE na circunfe-  187.(Fatec-SP) Na figura tem-se:

réncia construida é: c
a) 72° c) 120° e) 144°
b) 108° d) 135°
185.(Fuvest-SP) Na figura, B, C e D sao pon- ‘r 1B
tos distintos da circunferéncia de cen- D
tro O, e o0 ponto A é exterior a ela. J
F E

C A
/B@\ * a circunferéncia de centro O tangente
N <—> N <>
- 0 b areta CE e a reta EF nos pontos D e
F, respectivamente;
<> ) N <>
» areta OB perpendicular a reta AC;

<> N <>
+ areta EF paralela a reta OB.

Além disso,

~ . . Sabendo que a medida do maior angulo
(1)A, B, CeA,0,D sdo colineares; CEF é igual a 230°, a medida do angulo
(2) AE} = OB; agudo ACE é igual a:
(3) COD mede o radianos. a) 20° c) 40° e) 60°
Nessas condicdes, a medida ABO, em b) 30° d) 50°

radianos, € igual a
188. (Fatec-SP) Considere a figura que repre-

a) -2 c) w20 e) oY senta:
4 3 2
D
by - gy w2 <
2 4
186.(UF-RN) Considere a figura abaixo, na Al } B

qual a circunferéncia tem raio igual a 1.

« o tridangulo ABC inscrito na semicir-
cunferéncia de centro O e raio 2;
" + 0 lado BC, de medida igual a 2;
N R . 9_9iémetro AB perpendicular & reta
N O BD; -
« 0 ponto C pertencente a reta AD.
P Nessas condigGes, no triangulo ABD, a
medida do lado BD é:
Nesse caso, as medidas dos segmen- a) 443 ¢) 243 e) 33
tos ON, OM e AP correspondem, respec- 3
tivamente, a: b) 543 3 7J3
a) sen x, Sec x e cotg x. 3 3
b) cos x, sen x e tg x.
C) COS X, SeC X € COSSEC X. 189. (Unesp-SP) Paulo e Marta estao brincan-
d) tg x, cossec x e cos X. do de jogar dardos. O alvo € um disco
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190.

191.(UE-CE)

=]

circular de centro O. Paulo joga um dardo,
que atinge o alvo num ponto, que vamos
denotar por P; em seguida, Marta joga
outro dardo, que atinge um ponto deno-
tado por M, conforme a figura.

(Figura nao esta
em escala.)

Sabendo-se que a distancia do ponto P
ao centro O do alvo é PO = 10 cm, que a
distanciade PaM é PM = 14 cm e que
o0 angulo POM mede 120°, a distancia,
em centimetros, do ponto M ao centro
0é:

a)l12 b)9 c)8 d)6 e)5

(UF-ES) O acelerador de particulas do
Laboratério Nacional de Luz Sincrotron
(LNLS) tem a forma de um dodecagono
regular inscrito em um circulo com dia-
metro de 30 metros. Em cada um de
seus vértices, esta instalado um dipolo
(eletroima usado para defletir os elé-
trons de suas trajetérias nos vértices),
conforme figura abaixo. A distancia, em
metros, entre dois dipolos adjacentes é:

a) 45-73
b) 5J4-3
c) 5V4—+2
d) 6J3-2
e) 15J2—-43

Deflexao dos elétrons num
vértice do acelerador

Em uma circunferéncia cuja
medida do raio € 3 m inscreve-se um
retangulo XYZW. Os pontos médios dos
lados deste retadngulo sao vértices de
um losango cuja medida do perimetro é:

a) 14 m c) 6/3m
b) 12 m d) 8/3m

Fundamentos de Matematica Elementar
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192.(UE-RJ) Observe a curva AEFB desenha-

da abaixo.

Analise os passos seguidos em sua

construcao:

1°) tracar um semicirculo de diametro
AB com centro C e raio 2 cm;

2¢°) tracar o segmento CD, perpendicular
a AB, partindo do ponto C e encon-
trando o ponto D, pertencente ao
arco AB;

3¢) construir o arco circular AE, de raio
AB e centro B, sendo E a intersecao
com o prolongamento do segmento
BD, no sentido B para D;

49) construir o arco circular BF, de raio
AB e centro A, sendo F a intersecao
com o prolongamento do segmento
AD, no sentido A para D;

5¢) desenhar o arco circular EF com cen-
tro D e raio DE.

Determine o comprimento, em centime-
tros, da curva AEFB.

193. (U.F. Pelotas-RS) A forma circular apare-

ce constantemente na natureza, nos ob-
jetos criados pela tecnologia e até mes-
mo nas construcoes e obras de arte.

Na figura abaixo, O é o centro da circun-
feréncia que delimita o circulo de area
igual a 497 cm2, OC mede 3 cm e OM é
a mediatriz da corda AB.
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194.

Com base nos textos e em seus conhe-
cimentos, é correto afirmar que a medi-
da da corda AB é:

a) 14 cm c) 8cm e) 6J3 cm
b) 12 cm d) 13 cm f) LR.
(Unifesp-SP) A figura exibe cinco configu-

racoes que pretendem representar uma
circunferéncia de centro 0, e perimetro
21 ¢m e um quadrado de centro O, e pe-
rimetro 4 cm. Aponte a alternativa que
corresponde a configuragao descrita.

a)

Oe

195.

196.

(Enem-MEC) O atletismo é um dos es-
portes que mais se identificam com o
espirito olimpico. A figura ilustra uma
pista de atletismo. A pista é composta
por oito raias e tem largura de 9,76 m.
As raias sao numeradas do centro da
pista para a extremidade e sdo construi-
das de segmentos de retas paralelas e
arcos de circunferéncia. Os dois semicir-
culos da pista sao iguais.

BIEMBENGUT, M. S. Modelagdo Matematica como método

de ensino-aprendizagem de Matematica em cursos de

12 e 292 graus. 1990. Dissertacdo de Mestrado.

IGCE/UNESP, Rio Claro, 1990 (adaptado).

Se os atletas partissem do mesmo pon-

to, dando uma volta completa, em qual

das raias o corredor estaria sendo be-
neficiado?

a) 1 b) 4 c)5 d)7 e) 8
(UF-PR) O esquema abaixo representa
uma das extremidades de uma ponte
pénsil sustentada por cordas e cabos
de aco. No triangulo retangulo ABC, o
cabo de aco AC mede 5 m e mantém
firme o poste AB, que possui 3 m de
altura. Para aumentar a estabilidade da
ponte, um engenheiro sugeriu a instala-
¢ao de mais um cabo de aco nesta ex-
tremidade, unindo o ponto A ao ponto
médio M do segmento BC. Qual sera o
comprimento aproximado do cabo AM

apoés sua instalacao?

a) 3,2 m
b) 3,4 m

c) 3,6 m
d) 3,8m

e)4,0m
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197.

198.

(UF-MS) Em corridas de autorama mui-
tas pistas sao “ovais”, isto €, compos-
tas por duas pistas retas ligadas por
pistas em formato de semicircunferén-
cia, como na figura a seguir.

A

C

Um carrinho, circulando na pista em
sentido anti-hordrio, em velocidade
constante, demora dois quintos de um
minuto para dar uma volta completa.
Sao marcadas trés tomadas de tempo
na pista, nos pontos A, B e C, de forma
que o tempo para que o carro percorra
as distancias entre B e C, entre C e A
e entre A e B esta na razao de 2 para
3 para 1, respectivamente. Apés 5 mi-
nutos de corrida ininterrupta, o carrinho
esta no ponto A, entao é correto afirmar
que, aos 6 minutos de corrida ininter-
rupta, ele estara:

a) depois do ponto A e antes do ponto B.
b) depois do ponto B e antes do ponto C.
) depois do ponto C e antes do ponto A.
) exatamente no ponto B.
) exatamente no ponto C.

c
d
e
(Unesp-SP) Para que alguém, com o
olho normal, possa distinguir um ponto
separado de outro, é necessario que as
imagens desses pontos, que sao proje-
tadas em sua retina, estejam separa-

das uma da outra a uma distancia de
0,005 mm.

9 |

K 70,005 mm
|

+

X 15 mm

fora de escala
Adotando-se um modelo muito simplifi-
cado do olho humano no qual ele possa
ser considerado uma esfera cujo dia-

Fundamentos de Matematica Elementar
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metro médio € igual a 15 mm, a maior
distancia x, em metros, que dois pontos
luminosos, distantes 1 mm um do outro,
podem estar do observador, para que
este os perceba separados, é:

a) 1 b) 2 c)3 d)4 e) 5

199.(Enem-MEC) O dono de uma oficina me-

canica precisa de um pistao das partes
de um motor, de 68 mm de diametro,
para o conserto de um carro. Para con-
seguir um, esse dono vai até um ferro-
velho e |a encontra pistdoes com diame-
tros iguais a 68,21 mm; 68,102 mm;
68,001 mm; 68,02 mm e 68,012 mm.

Para colocar o pistao no motor que esta
sendo consertado, o dono da oficina
tera de adquirir aquele que tenha o dia-
metro mais préximo do que precisa.
Nessa condicao, o dono da oficina deve-
ra comprar o pistao de diametro:

a) 68,21 mm d) 68,012 mm
b) 68,102 mm e) 68,001 mm
c) 68,02 mm

200.(Enem-MEC) Um mecanico de uma equi-

pe de corrida necessita que as seguin-
tes medidas realizadas em um carro
sejam obtidas em metros:

— =™ | b=160cm

HELIO SENATORE

a=2300 mm

a) distancia a entre os eixos dianteiro e
traseiro;

b) altura b entre o solo e o encosto do
piloto.

Ao optar pelas medidas a e b em me-

tros, obtém-se, respectivamente,

a) 0,23 e 0,16. d) 230 e 160.
b) 2,3e1,6. e) 2300e 1600.
c) 23 e 16.

201.(UE-CE) Um inseto parte do ponto (1,0)

caminhando sobre o circulo de centro
na origem e raio 1 no sentido anti-hora-

411
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) . A ™ )

rio. Apds percorrer um angulo > cami-

nha na direcao do centro do circulo um
. 1

segmento de comprimento =. Sobre o
1 2

circulo de raio 5, caminha novamente

um angulo ™ no sentido anti-horario, e

2

depois percorre na dire¢ao do centro do
circulo um segmento de comprimento

1 . ) .
7 e assim sucessivamente, até alcan-

¢ar o centro, como mostrado na figura
abaixo.

f s
N
O caminho total percorrido foi de com-

primento
a) m

c)wm+1 e) 2(m+ 1)

b) %*1 d)2m + 1

202. (Fuvest-SP) Na figura, a circun;ieréncia de

centro O é tangente a reta CD no ponto
D, o qual pertence a reta AO. Além dis-
so, A e B sao pontos da circunferéncia,

AB =643 e BC =23.

Nessas condicoes, determine:
a) a medida do segmento CD;
b) o raio da circunferéncia;

¢) a area do triangulo AOB;
d) a area da regiao hachurada na figura.

203.

204.

205.

(Unesp-SP) Uma bola de ténis é sacada
de uma altura de 21 dm, com alta velo-
cidade inicial, e passa rente a rede, a
uma altura de 9 dm. Desprezando-se os
efeitos do atrito da bola com o ar e do
seu movimento parabdélico, considere a
trajetéria descrita pela bola como sendo
retilinea e contida num plano ortogonal
a rede. Se a bola foi sacada a uma dis-
tancia de 120 dm da rede, a que distan-
cia da mesma, em metros, ela atingira o
outro lado da quadra?

(Unifesp-SP) Considere, num sistema
ortogonal, conforme a figura, a reta de
equacao r - y = kx (k > 0 um ndmero
real), 0s pontos A (X, 0) € B (xq, kXg) (com
Xo > 0) e 0 semicirculo de didametro AB.

B(xg, kxq)

0 | A(x;, 0) x

a) Calcule a razao entre a area S, do
semicirculo, e a area T, do tridngulo
OAB, sendo O a origem do sistema
de coordenadas.

b) Calcule, se existir, o valor de k que
acarrete a igualdade S = T, para todo
Xo > 0.

(UF-PE) Sejam AB e AC cordas da mesma
medida em uma circunferéncia e D um
ponto no arco maior BC, conforme ilus-
tracdo abaixo. Se o angulo BAC mede
150°, assinale a medida, em graus, do
angulo BDA.

C

A_—=

e/
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206.(UF-CE) Um triangulo com vértices A, B e

C tem comprimentos de lados AB = 8,
BC = 11 e CA = 15 (em unidade de
comprimento). Para cada vértice, traga-se
uma circunferéncia com centro no vérti-
ce de modo que as trés circunferéncias
tracadas sao tangentes entre si (como
na figura). Calcule os raios das circun-
feréncias.

vy

B

207.(UF-GO) O esquema a seguir represen-

ta um método de irrigacao em que uma
haste, dividida em n segmentos de um
metro cada, gira em torno de um eixo
perpendicular a uma regiao plana, bor-
rifando agua nas coroas circulares varri-
das pelos segmentos da haste, confor-
me a figura.

Para a irrigacao, os aspersores (borrifa-
dores de agua) sao distribuidos sobre a
haste e cada um borrifa a mesma quan-
tidade de agua por minuto. O primeiro
segmento da haste, entre O e 1 m, tem
3 aspersores e cada coroa circular deve
receber 4gua na mesma proporgao, por
m?2, que recebe o circulo central varrido
pelo primeiro segmento. Para isso, bas-
ta controlar a quantidade de aspersores

208

209.

QUESTOES DE VESTIBULARES

em cada segmento da haste. Com base

nestas informagodes, calcule a:

a) quantidade de aspersores a serem
colocados sobre o terceiro segmento
da haste, ou seja, entre 2 me 3 mdo
centro;

b) quantidade total de aspersores so-
bre toda a haste em fungao de n.

.(UF-GO) O conjunto roda/pneu da figu-

ra abaixo tem medida 300/75-R22. O
ndmero 300 indica a largura L em mm,
da banda de roda-

gem, 75 refere-se a L
porcentagem que a ;T

altura H do pneu re- -
presenta da banda
de rodagem e 22
refere-se ao diame-
tro D, em polega-
das, da roda.

(Use: 1 polegada = 0,025 m; w = 3,14)
Nessas condicoes, determine o ndmero
de voltas necessarias para que o con-
junto roda/pneu descrito acima percor-
ra, sem derrapagem, 3,14 km.

D

(Unicamp-SP) Um artesao precisa re-
cortar um retangulo de couro com
10 cm X 2,5 cm. Os dois retalhos de
couro disponiveis para a obtencao dessa
tira sdo mostrados nas figuras abaixo.

210.
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12cm 16 cm

a) O retalho semicircular pode ser usado
para a obtencao da tira? Justifique.

b) O retalho triangular pode ser usado
para a obtencao da tira? Justifique.

(UF-GO) A figura a seguir é o esbogo de
uma pista de atletismo, com cinco raias
de 60 cm de largura cada. As raias sao
delimitadas por retas e semicircunfe-
réncias concéntricas, sendo que a raia
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mais interna circunscreve um campo de
futebol de 70 m por 100 m.

D

A pista sera revestida com material
para amortecimento de impactos que
custa R$ 15,00 o m2. Qual é, aproxi-
madamente, o valor a ser gasto com o
material de revestimento da pista?

100 m

211.(FGV-SP) O monitor de um notebook tem
formato retangular com a diagonal me-

dindo d. Um lado do retangulo mede %

do outro. A area do monitor é dada por:
a) 0,50d2 c) 0,52d2 e) 0,44d?
b) 0,46d? d) 0,48d2

212.(UE-CE) Em um quadrado PQRS, sejam
M o ponto médio do lado % e N o ponto
médio do lado PS. Se os segmentos RM
e Q_N se cortam no ponto E, a medida do
angulo REN é:
a) 120° b) 110°

c) 90° d) 60°

213.(Fuvest-SP) O segmento AB é lado de

um hexagono regular de area \/i O pon-
to P pertence a mediatriz de AB de tal
modo que a area do triangulo PAB vale

\/5._Entéo, a distancia de P ao segmen-

to AB é igual a:
a) V2 c) 3v2 e) 23
b) 242 d) V3

214.(UF-ES) Sob um segmento de reta AB é
construido um quadrado ABCD. A partir
do ponto médio E do lado DA do quadra-
do ABCD, o segmento de reta EA é pro-
longado em linha reta até o ponto F, de
modo que os segmentos EF e EB sejam
congruentes e o ponto A esteja entre os
pontos E e F. Utilizando-se o segmento

AF, é construido o quadrado AFGH, ten-
do o ponto H no segmento de reta AB.
O lado GH do quadrado AFGH é, entao,
prolongado em linha reta até o ponto |
no lado CD do quadrado ABCD.

a) Faca um esbog¢o da figura descrita
acima.

b) Determine o valor numérico da razao
entre as areas do quadrado AFGH e
do retangulo HBCI.

c) Determine o valor numérico da razao
entre os comprimentos dos segmen-
tos AH e AB.

215.(UF-PE) Um retangulo ABCD € dividido
em nove retdngulos e o perimetro de
cada um de trés destes retangulos esta
indicado em seu interior, como ilustrado
na figura abaixo.

D C

34

40

24

A B

Qual o perimetro do retangulo ABCD?

216.(PUC-MG) A figura representa os possi-
veis percursos realizados por um robd,
programado para andar em frente se-
guindo os lados de hexdgonos. Assim,
partindo de A, o rob6 tem trés opcoes
distintas de caminho, e, na sequéncia,
como nao pode voltar, s6 pode escolher
dois caminhos. Supondo que esse robd
parta de A, assinale a probabilidade de
0 mesmo se encontrar em B, depois de
percorrer exata-
mente trés lados
de hexagonos.

a)

b)

M Ol

Fundamentos de Matematica Elementar | 9



217.(Fuvest-SP) Em uma mesa de bilhar, co-

218.

9 |

loca-se uma bola branca na posicao B e
uma bola vermelha na posigao V, confor-
me o esquema abaixo.

0,80 m

o1 | ]
0,90 m '

Deve-se jogar a bola branca de modo
que ela siga a trajetdria indicada na
figura e atinja a bola vermelha. Assu-
mindo que, em cada colisao da bola
branca com uma das bordas da mesa,
0s angulos de incidéncia e de reflexao
sao iguais, a que distancia x do vértice
Q deve-se jogar a bola branca?

(U.F. Ouro Preto-MG) Um trapézio isésce-
les de base média medindo 20 cm esta
circunscrito a uma circunferéncia.

/)

Determine o perimetro deste trapézio.

Fundamentos de Matematica Elementar

QUESTOES DE VESTIBULARES

219.(UFF-RJ) No estudo da distribuicao de

torres em uma rede de telefonia celu-
lar, € comum se encontrar um modelo
no qual as torres de transmissao estao
localizadas nos centros de hexagonos
regulares, congruentes, justapostos e
inscritos em circulos, como na figura a
seguir.

(. @Q‘ \
s

\_° \v

Supondo que, nessa figura, o raio de
cada circulo seja igual a 1 km, é cor-
reto afirmar que a distancia ds g (entre
as torres 3 e 8), a distancia ds 5 (entre as
torres 3 e 5) e a distancia ds g (entre
as torres 5 e 8) sao, respectivamente,
em km, iguais a:

a)dy s =23, d, =3, d;  =3+23
b) d; s =4,d35=3,d55 =5

c) d; =4, d3y5=¥,d —4+¥

d) d, g =2v3,d, s =3, ds g =21

33 9
2

e)dy g =4, dy5=——, d5,8:§

220.(UE-CE) No quadrilatero retangular abaixo

estdo representados quatro canteiros.




QUESTOES DE VESTIBULARES

Se os perimetros dos canteiros |, Il e lll
sao, respectivamente, 60 m, 64 m e
56 m, entao o perimetro do canteiro IV é:

a) B8 m
b) 60 m
c) 62 m
d) 68 m

221.(UF-RN) Dois garotos estavam conver-
sando ao lado de uma piscina, nas posi-
¢coes A e B, como ilustra a figura abaixo.
0 garoto que estava na posicao A obser-
vou que o angulo BAC era de 90° e que as
distancias BD e AD eramde 1 me 2 m,
respectivamente.

B D C
«~---
\
\ -7
\ -
\ -
N, Pad
\ -
\ -7

A

Sabendo que o garoto da posicao B gos-
tava de estudar geometria, o da posicao
A desafiou-o a dizer qual era a largura
da piscina.

A resposta, correta, do garoto da posi-
¢ao B deveria ser:

a)4m by 5m ¢)3m d)2m
222.(UF-PE) Na ilustracao abaixo, um quadra-
do de lado 8 e outro de lado 6 estao
divididos em cinco regides que podem
ser rearrumadas para formar um tercei-

ro quadrado.

Qual o perimetro do terceiro quadrado?
a) 36
b) 38
c) 40
d) 42
e) 44

223. (Fuvest-SP) No losango ABCD de lado 1,
representado na figura, tem-se que M é
o ponto médio de AB, N é o ponto médio

de BCeMN = —Vf. Entdo, DM é igual a:

D c
N
A M B
a)% c) V2 e)%
b)g d)%

224.(UF-PE) Na figura abaixo ABCD é um qua-
drado de lado 1, e BCG é um triangulo

equilatero.
B
E
G
F
D C
0-0) O angulo DEC mede 45°.
1-1) O segmento ED mede g
2-2) A tangente do angulo AEB é s +2\/§.
3-3) O triangulo EBC é is6sceles.
1+2J3

4-4) O segmento EB mede
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225. (UF-PE) A figura abaixo é o contorno de um poligono obtido pelo agrupamento de poligonos
regulares, de lados adjacentes dois a dois, em torno de um vértice comum a todos. Quais
sao estes poligonos?

0-0) Um losango, um triangulo e dois quadrados.
1-1) Um pentagono e dois triangulos.

2-2) Um pentagono e dois trapézios.

3-3) Trés tridngulos e dois quadrados.

4-4) Um triangulo e dois trapézios.

226.(Unicamp-SP) A figura abaixo, a esquerda, mostra um sapo de origami, a arte japonesa
das dobraduras de papel. A figura a direita mostra o diagrama usado para a confecgao
do sapo, na qual se utiliza um retangulo de papel com arestas iguais a ¢ e 2c. As linhas
representam as dobras que devem ser feitas. As partes destacadas correspondem a
parte superior e a pata direita do sapo, e sao objetos das perguntas a seguir.

< < <
| C | 4 | 4 | 2 |
[ I I I 1
A
\ parte
| superior
\\
\\ c parte
N superior
\\ \
¥s
pata /
a b
pata

a) Quais devem ser as dimensdes, em centimetros, do retangulo de papel usado para
confeccionar um sapo cuja parte superior tem area igual a 12 cm?2?
b) Qual a razao entre os comprimentos das arestas a e b da pata direita do sapo?

227.(Fatec-SP) O lado de um octégono regular mede 8 cm. A area da superficie desse octogo-
no, em centimetros quadrados, € igual a:
a) 128-(1++2) c) 32:(1++2) e) 128+42
b) 64-(1++2) d) 64++2
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228.(Enem-MEC) Rotas aéreas sdao como pontes que ligam cidades, estados ou paises: o
mapa a seguir mostra os estados brasileiros e a localizagao de algumas capitais iden-
tificadas pelos nimeros. Considere que a direcao seguida por um aviao Al que partiu de
Brasilia-DF, sem escalas, para Belém, no Para, seja um segmento de reta com extremida-
des em DF e em 4.

(7]
g
OCEANO ‘E‘
ATLANTICO w
-
£
0° |2
1-Manaus 10 — Rio de Janeiro
________________ 2—Boa Vista 11— Séo Paulo
3 —Macapa 12— Curitiba
4—Belém 13 —Belo Horizonte
5—Sé&o Luis 14— Goiania
OCEANO 6— Teresina 15 — Cuiabd
ATLANTICO 7 — Fortaleza 16 — Campo Grande
8~ Natal 17 — Porto Velho
9 - Salvador 18— Rio Branco

SIQUEIRA, S. Brasil Regides. Disponivel em:
<www.santiagosiqueira.pro.br>.
Acesso em: 28 jul. 2009 (adaptado).

Suponha que um passageiro de nome Carlos pegou um aviao All, que seguiu a direcao
que forma um angulo de 135° no sentido horario com a rota Brasilia-Belém e pousou em
alguma das capitais brasileiras. Ao desembarcar, Carlos fez uma conexao e embarcou
em um aviao Alll, que seguiu a direcao que forma um angulo reto, no sentido anti-horario,
com a direcao seguida pelo aviao All ao partir de Brasilia-DF. Considerando que a direcao
seguida por um avidao € sempre dada pela semirreta com origem na cidade de partida e
que passa pela cidade destino do aviao, pela descricao dada, o passageiro Carlos fez
uma conexao em:

a) Belo Horizonte, e em seguida embarcou para Curitiba.
b) Belo Horizonte, e em seguida embarcou para Salvador.
c) Boa Vista, e em seguida embarcou para Porto Velho.
d) Goiania, e em seguida embarcou para o Rio de Janeiro.
e) Goiania, e em seguida embarcou para Manaus.
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229.(Enem-MEC) O mapa abaixo representa

um bairro de determinada cidade, no
qual as flechas indicam o sentido das
maos do trafego. Sabe-se que este bair-
ro foi planejado e que cada quadra re-
presentada na figura € um terreno qua-
drado, de lado igual a 200 metros.

)

<
IMAGENS: ZAPT

Desconsiderando-se a largura das ruas,
qual seria o tempo, em minutos, que um
Onibus, em velocidade constante e igual
a 40 km/h, partindo do ponto X, demo-
raria para chegar até o ponto Y?

a) 25 min  ¢) 2,5min e) 0,15 min
b) 15 min d) 1,5 min

230.(UF-RS) Os 18 retangulos que compdem

=]

0 quadrado a seguir sao todos con-
gruentes.

Sabendo que a medida da area do qua-
drado é 12 cm?, determine o perimetro
de cada retangulo.

QUESTOES DE VESTIBULARES

231.(UF-GO) Deseja-se pintar duas fileiras

232.

de cinco quadrados num muro retan-
gular de 5 metros de comprimento por
2,2 metros de altura, conforme a figura
abaixo.

Os lados dos quadrados serao paralelos
as laterais do muro e as distancias en-
tre os quadrados e entre cada quadrado
e a borda do muro serao todas iguais.
Nessas condi¢oes, a medida do lado de
cada quadrado, em metros, sera:

a) 0,52

b) 0,60

c) 0,64

d) 0,72

e) 0,80

(Unesp-SP) O papelao utilizado na fabri-
cacao de caixas reforgadas é composto
de trés folhas de papel, coladas umas
nas outras, sendo que as duas folhas
das faces sao “lisas” e a folha que se
intercala entre elas é “sanfonada”, con-
forme mostrado na figura.

Fundamentos de Matematica Elementar

O fabricante desse papelao compra o
papel em bobinas, de comprimento va-
ridvel. Supondo que a folha “sanfona-
da” descreva uma curva composta por
uma sequéncia de semicircunferéncias,
com concavidades alternadas e de raio
externo (Rey) de 1,5 mm, determine
qual deve ser a quantidade de papel da
bobina que gerara a folha “sanfonada”,
com precisao de centimetros, para que,
no processo de fabricagao do papelao,



QUESTOES DE VESTIBULARES

esta se esgote no mesmo instante das
outras duas bobinas de 102 m de com-
primento de papel, que produzirdao as
faces “lisas”.

Dado: 7 = 3,14.

a) 160 me 07 cm.
b) 160 me 14 cm.
c) 160 me 21 cm.
d) 160 m e 28 cm.
)

e) 160 me 35 cm.

233. (U.F. Pelotas-RS) A Secretaria de Turismo
de Pelotas disponibiliza mapas da cidade
nos postos de pedagio. O mapa abaixo
localiza alguns pontos importantes da
cidade de Pelotas.

[N N N N | N N 6 |
I I I S Y |
N |
o o
I I I I ROCIC I
OO0 E EIBEE
O 101000 O
N | N I O
0 101000 O
I— I N | Y | .
N o
Legenda
@A) — UCPel @ - Pca. Cel. Pedro Osoério
(8 — Mercado Publico (¢ — Teatro Guarany
© — Prefeitura Municipal @ — Teatro Sete de Abril
(D - Biblioteca Municipal @ — Santa Casa

Unindo os pontos correspondentes
a Universidade Catélica de Pelotas
(UCPel), a Prefeitura Municipal e a San-
ta Casa, tem-se uma figura geométrica
de vértices A, C e H, onde AC, CH e AH
medem, respectivamente, 3, 5 e 7 uni-
dades de comprimento.

De acordo com os textos e seus conhe-
cimentos, é correto afirmar que o angulo
oposto ao maior lado dessa figura mede:
a) 150° c) 60° e) 120°
b) 30° d) 135° f) I.R.

234.(UF-MA) As abelhas constroem seus

favos na forma de recipientes aglome-
rados de cera que se propagam um ao
lado do outro. Depois de varios experi-
mentos em uma colmeia, verificou-se
que o corte transversal de um favo apre-
senta uma das configuracdes abaixo:

AVAVA
AVAVAV
\AVAVA

235.

Sabendo que Q:@ e €_2:\/6,
£, 2 €,

onde ¢4, €5 e {3 sao, respectivamente, os
lados do quadrado, do tridangulo equilate-
ro e do hexagono e que Aquadrado’ Atriéngulo
€ Anexagono S0 as areas dos respectivos
poligonos, podemos afirmar que:

a) Atriéngulo * Aquadrado * Ahexégono
b) somente Atriéngulo = Ahexégono
C) Aquadrado = Atriéngulo = Ahexégono
d) somente Aquadrado = Atriéngulo
e) somente Aquadrado = Ahexégono

(UF-RN) A figura abaixo é a represen-
tacao de seis ruas de uma cidade. As
ruas R4, Ry, € Ry séo paralelas entre si.

Paulo encontra-se na posicéo A da rua Ry
e quer ir para a rua R, até a posicao B.
Se a escala de representacao for de
1 : 50000, a distancia, em metros, que
Paulo vai percorrer sera de, aproxima-
damente,

a) 1333 c) 945
b) 750 d) 3000
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236.(Unesp-SP) Uma certa propriedade rural

237.

=]

tem o formato de um trapézio como na
figura. As bases WZ e XY do trapézio
medem 9,4 km e 5,7 km, respectiva-
mente, e o lado YZ margeia um rio.

9,4 km 4

estrada |

rio

X 5.7 km Y
(figura fora de escala)

Se o angulo XYZ & o dobro do angulo
XWZ, a medida, em km, do lado YZ que
fica @ margem do rio é:
a) 7,5 c) 4,7
b) 5,7 d) 4,3

e) 3,7

(Unicamp-SP) Um engenheiro precisa
interligar de forma suave dois trechos
paralelos de uma estrada, como mostra
a figura abaixo. Para conectar as faixas
centrais da estrada, cujos eixos distam
d metros um do outro, o engenheiro
planeja usar um segmento de reta de
comprimento x e dois arcos de circunfe-
réncia de raio r e angulo interno «.

estrada

238. (UF-PE)

239.(UF-GO) Ao observar

QUESTOES DE VESTIBULARES

Na ilustragao abaixo, temos
dois retangulos congruentes com base
medindo 12 cm e altura 5 cm. Qual o in-
teiro mais préximo da distancia, em cm,
do ponto A até a horizontal? Dado: use
a aproximacao /3 =1,73.

A
i
1
1
1
1
1
:
1
i
1
o s0°

problemas de
transmissao de dados via linha telefo-
nica, o matematico Benoit Mandelbrot
associou a distribuicao dos erros de
transmissao com o conjunto de Cantor.
Para construir o conjunto de Cantor, a
partir de um segmento de comprimento
m, utiliza-se o seguinte processo:

No 1¢ passo, divide-se 0 segmento em
trés partes iguais e retira-se a parte
central; no 2° passo, cada segmento
restante do 1° passo € dividido em trés
partes iguais, retirando-se a parte cen-
tral de cada um deles; e assim sucessi-
vamente, como mostra a figura abaixo:

Segmento de
comprimento m

r

a) Se o engenheiro adotar a = 45°,
o0 segmento central medira x = d/2 —
72r(\/§fl). Nesse caso, supondo
qued =72mer = 36 m, determine
a distancia y entre as extremidades
dos trechos a serem interligados.

b) Supondo,agora,que a = 60° r=36m
e d = 90 m, determine o valor de x.

240.
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—— o
— —\1' passo

- - - -‘Q 2¢ passo
am s L 1] ll\39passo

42 passo
Repetindo-se esse processo indefinida-
mente, obtém-se o conjunto de Cantor.
Com base nesse processo, calcule a
soma dos tamanhos de todos os seg-
mentos restantes no 20° passo.

(UF-GO) O desenho a seguir, construido
na escala 1 : 7000, representa parte do
bairro Agua Branca em Goiania. As ruas
R. 1, R. 2 e R. 3 sao paralelas a Av. Olin-
da. O comprimento da Av. B, da esquina
com a Av. Olinda até a esquina com a
Rua Dores do Indaya, é de 350 m.

421
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R. 1
\ ;; / 3,00 cm |

AVENIDA OLINDA

Considerando-se que cada rua mede 7 m
de largura, calcule quantos metros um
pedestre caminhara na Av. B, partindo
da esquina com Av. Olinda, até a esquina
com a rua R. 2, sem atravessa-las.

241. (Unicamp-SP) A planta de um cémodo
que tem 2,7 m de altura é mostrada
abaixo.

| 3,0m

2,4m

Interruptor 7
1
S —
1,0m

a) Pornorma, em cédmodos residenciais
com &rea superior a 6 m?2, deve-se
instalar uma tomada para cada 5 m
ou fragao (de 5 m) de perimetro de
parede, incluindo a largura da por-
ta. Determine o nimero minimo de
tomadas do coémodo representado
acima e o espagcamento entre as
tomadas, supondo que elas serao
distribuidas uniformemente pelo pe-
rimetro do cémodo.

422

b) Um eletricista deseja instalar um fio
para conectar uma lampada, locali-
zada no centro do teto do comodo,
ao interruptor, situado a 1,0 m do
chao, e a 1,0 m do canto do cémo-
do, como esta indicado na figura.
Supondo que o fio subira vertical-
mente pela parede, e desprezando
a espessura da parede e do teto,
determine o comprimento minimo
de fio necessario para conectar o
interruptor a lampada.

242.(Unicamp-SP) Um topdgrafo deseja cal-
cular a distancia entre pontos situados
a margem de um riacho, como mostra a
figura a seguir. O topdgrafo determinou
as distancias mostradas na figura, bem
como os angulos especificados na tabe-
la abaixo, obtidos com a ajuda de um

teodolito.
(Visada | Angulo

bl?—l wla |[ola

a) Calcule a distancia entre A e B.
b) Calcule a distancia entre B e D.

Equivaléncia plana - Areas
de superficies planas

243.(Mackenzie-SP) Um disco de metal, ao
ser colocado em um forno, sofre uma
dilatacao, de modo que o seu raio au-
menta de 1,5%. Das alternativas abaixo,
o valor mais préoximo do aumento per-
centual da area do disco é:

a)2,5 b)15 c)1 d)2 e)3

244.(Enem-MEC) Cerca de 20 milhdes de
brasileiros vivem na regiao coberta pela
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caatinga, em quase 800 mil km?2 de
area. Quando nao chove, o homem do
sertao e sua familia precisam caminhar
quildbmetros em busca da agua dos agu-
des. A irregularidade climatica € um dos
fatores que mais interferem na vida do
sertanejo.

Disponivel em: <http://www.wwf.org.br>.

Acesso em: 23 abr. 2010.

Segundo este levantamento, a densida-
de demografica da regiao coberta pela
caatinga, em habitantes por km?, é de:
a) 250 c) 2,5 e) 0,025
b) 25 d) 0,25

245.(FEI-SP) Se a area de um circulo € igual

a 9w cm?, entdo a area do quadrado
nele inscrito vale:

a) 9 cm? d) 9v2cm?
b) 36 cm? e) 18 cm?
c) 32 cm?

246.(UE-CE) Em um plano, os quadrados X

e Y sdo tais que um dos vértices de Y
esta situado no centro de X. Se a me-
dida do lado de X € 6 m e a medida do
lado de Y é 10 m, entdo a medida, em
m?2, da area da regido comum aos dois
quadrados é:

a) 6 b)9

247.(Unesp-SP) Uma casa tem cémodo re-

=]

tangular de 5 metros de comprimento
por 4 metros de largura e 3 metros de
altura. O comodo tem uma porta de
0,9 metro de largura por 2 metros de
altura e uma janela de 1,8 metro de lar-
gura por 1 metro de altura. Pretende-se
pintar suas paredes e o teto. A porta
e a janela nao serao pintadas. A tinta
escolhida pode ser comprada em latas
com trés quantidades distintas: 1 litro,
ao custo de R$ 12,00; 5 litros, ao cus-
to de R$ 50,00 e 15 litros ao custo de
R$ 140,00. Sabendo-se que o rendi-
mento da tinta é de 1 litro para cada
6 m2, o menor custo possivel é de:

Fundamentos de Matematica Elementar
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a) R$ 118,00 d) R$ 140,00
b) R$ 124,00 e) R$ 144,00
¢) R$ 130,00

.(UF-CE) Um losango possui 24 m? de

area e 3 m de distancia entre dois la-
dos paralelos. O perimetro do losango
mede, em metros:

a) 16 c) 24
b) 20 d) 28

e) 32

249.(UF-MA) Em uma planta residencial, em

escala, ao utilizar-se uma régua conven-
cional, nota-se que os lados da sala re-
tangular medem, exatamente, 16 cm e
9 cm. Se a area real da sala em questao
é igual a 36 m2, entdo o perimetro real
da sala é igual a:

a)2lm c) 20 m
b) 19 m d) 25 m

e) 22 m

250.(FGV-SP) Sejam a, b e c retas paralelas

e distintas, com b entre a e c, tais que
a distancia entre a e b seja 5, e a dis-
tancia entre b e ¢ seja 7. A area de um
quadrado ABCDemque A€ a,BEbe
C ecéigual a:
a) 35

b) 42

e) 144

251.(FGV-SP) O perimetro de um triangulo

equilatero, em cm, é numericamente
igual @ area do circulo que o circuns-
creve, em cm2. Assim, o raio do circulo
mencionado mede, em cm:

a) % C) \@ e) ﬂ
™ 2
33 6
SRR =

252.(Cefet-SC) Para cobrir o piso de uma

cozinha com 5 m de comprimento por
4 m de largura, serao utilizados pisos
de 25 cm X 25 cm. Cada caixa contém
20 pisos. Supondo que nenhum piso se
quebrara durante o servico, quantas cai-

423
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253.

Xas sao necessarias para cobrir o piso
da cozinha?

a) 17 caixas d) 15 caixas
b) 16 caixas e) 12 caixas
c) 20 caixas

(Unifesp-SP) Se um arco de 60° num
circulo | tem 0 mesmo comprimento de
um arco de 40° num circulo Il, entao, a
razao da area do circulo | pela area do
circulo 11 é:

4 2 3

(o]

254.(FEI-SP) Uma parede retangular tem por

255

256.

257

424

dimensdes 20 m por 15 m. Sabendo
que uma lata de tinta é suficiente para
pintar 10 m? desta parede, quantas la-
tas serao necessarias para pinta-la to-
talmente?
a) 30

b) 20

.(FGV-SP) Em um mesmo plano estdo

contidos um quadrado de 9 cm de lado
e um circulo de 6 cm de raio, com centro
em um dos vértices do quadrado. A area
da regiao do quadrado nao interceptada
pelo circulo, em cm?, é igual a:

a) 99 — m) d) 3(9 — 2m)

b) 94w — 9) e) 6(3w — 9)

c) 9(9 — 2m)

(UF-MA) Sobre os lados opostos AB e
CD de um retangulo ABCD sao marca-
dos, respectivamente, os pontos P e Q.
A soma das areas dos triangulos AQB e
CPD resulta exatamente em 240 u.a. En-
tao, a area do retangulo ABCD ¢€ igual a:
a) 360 u.a. d) 200 u.a.

b) 120 u.a. e) 300 u.a.
c) 240 u.a.

.(ITA-SP) Considere um triangulo equilate-

ro cujo lado mede 243 c¢m. No interior

deste tridngulo existem 4 circulos de
mesmo raio r. O centro de um dos circu-
los coincide com o baricentro do triangu-
lo. Este circulo tangencia externamente
0s demais e estes, por sua vez, tangen-
ciam 2 lados do triangulo.

a) Determine o valor de r.

b) Calcule a area do tridangulo nao preen-
chida pelos circulos.

¢) Para cada circulo que tangencia o
triangulo, determine a distancia do
centro ao vértice mais préximo.

258.(Unifesp-SP) Dados x > O, considere o

259.

260.

retdngulo de base 4 cm e altura x cm.
Seja y, em centimetros quadrados, a
area desse retangulo menos a area de

um quadrado de lado % cm.

a) Obtenha os valores de x para os
quaisy > 0.

b) Obtenha o valor de x para o qual y
assume o maior valor possivel, e dé
o valor maximo de y.

(Fuvest-SP) No triangulo ABC da figura, a
mediana AM, relati\ﬁao lado BC, é per-
pendicular ao lado AB. Sabe-se também
que BC = 4Ae AM = 1. Se « é a medida
do angulo ABC, determine:
B
&
C
A
a) sen q;
b) o comprimento AC;
¢) a altura do triangulo ABC relativa ao
lado AB;
d) a area do triangulo AMC.

(UF-PE) Na ilustracao a seguir, ABC € um
triangulo retangulo com os catetos AB e
AC medindo, respectivamente, 40 e 30.
Se M é o ponto médio de AB e N é a
interseccao da bissetriz do angulo ACB
com o lado AB, qual a area do triangulo
CNM?
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261.(UF-PR) Num triangulo ABC com 18 cm
de base e 12 cm de altura, é inscrito um
retangulo com a sua base sobre o lado
AB, conforme a figura abaixo.

C

12 cm

18 cm

a) Se o retangulo tiver a medida da al-
tura igual a um terco da medida da
base, qual é a sua area?

b) Se a medida da base do retangulo
inscrito for x, obtenha uma expressao
da érea do retangulo em funcao de x.

c) Calcule a maior area possivel desses
retangulos inscritos.

262.(UF-GO) A figura abaixo representa um
tridngulo retangulo ABC e um quadrado
cujo lado é igual a altura relativa a hi-
potenusa AB. Admitindo que AB mede
10 cm e que a area do quadrado € a me-
tade da area do triangulo ABC, calcule:

C E

D B
a) o perimetro do quadrado;
b) a area do triangulo BDE.

263.(PUC-RJ) Considere o pentagono ABCDE
na figura.

9 | Fundamentos de Matematica Elementar
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E D

Sabemos que os angulos CDE, DEA e
EAB s3oretos, que DE=EA=8,CD = 4
e que AB = BC.

a) Determine o perimetro do pentagono.
b) Determine a area do pentagono.

264.(UF-RS) Um ponto P é aleatoriamente
selecionado num retangulo S de dimen-
soes 50 cm por 20 cm. Considere, a
partir de S, as seguintes regioes:

Regiao A — retangulo de dimensdes 15 cm
por 4 cm com centro no centro de S.

Regiao B — circulo de raio 4 cm com
centro no centro de S.

Suponha que a probabilidade de que o
ponto P pertenca a uma regiao contida
em S seja proporcional a drea da regiao.

Determine a probabilidade de que P per-
tenca simultaneamente as regioes A e B.

265.(UF-GO) Para confeccionar uma pagina
de internet para um cliente, um web
designer dividiu a tela retangular, de di-
mensdes a e b, em quatro retangulos,
conforme figura abaixo.

I b |

Sabendo que os retangulos R, e R3
ocupam, respectivamente, 6% e 18% da

425
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area total da tela, calcule a porcenta-
gem da area ocupada pelo retangulo R,
em relacao a area total da tela.

266.(UF-MS) Um arco ferradura é construido
acima do portal da entrada de um mu-
seu. Tal arco é construido partindo-se
de uma figura desenhada a partir dos

seguintes passos:

traca-se um segmento AB correspon-
dente a medida da largura do portal
(figura 1);

tomando-se o ponto médio M do seg-
mento como centro traca-se uma cir-
cunferéncia de raio medindo a meta-
de do segmento (figura 1);

encontra-se 0 ponto P de interseccao
entre a mediatriz do segmento e a cir-
cunferéncia tracada anteriormente, que
esta acima do segmento (figura 1);
com o centro no ponto P marcado tra-
¢a-se uma circunferéncia de raio igual
a anterior (figura 1).

O arco ferradura € definido pelo contor-
no formado por arcos das circunferén-
cias e o segmento dado (figura 2).
Sabendo-se que a largura do portal é
de 10 metros, determine a érea, em
metros quadrados, da regiao interior ao
arco ferradura (figura 3).

(Usem=3e+3=17.)

| Figura 2 | | Figura 3 |

267.(UF-ES) Para irrigar uma regiao retangu-
lar R de dimensdes ¢ X 3¢, um irriga-
dor giratério é acoplado a uma bomba
hidraulica por meio de um tubo condutor

426

de agua. A bomba é instalada em um
ponto B. Quando o irrigador é coloca-
do no ponto C, a uma distancia 3_€ do
ponto B, ele irriga um circulo de centro
C e raio 2¢ (veja figura).

R

porgao irrigada
\\

[~
3¢

2¢

tubo condutor
de 4gua 7

3¢ ¢
2

a) Calcule a area da porgao irrigada de
R quando o irrigador esta no ponto C.

b) Admitindo que o raio da regiao irriga-
da seja inversamente proporcional a
distancia do irrigador até a bomba,
calcule o raio da regiao irrigada quan-
do o irrigador é colocado no centro da
regiao retangular R.

268.(UF-BA) Considere um trapézio T, de altu-
rah = 2 u.c., base menorb = 4 u.c. e
angulos da base a = arctg 2 e ¢ = 45°,
Determine a area do trapézio T', obtido

. .3
de T por uma homotetia de razao — e
centro em um ponto qualquer.

269.(PUC-RJ) O hexagono ABCDEF tem la-
dos AB, BC, DE e EF medindo 5 e lados
CD e AF medindo 4. Sabemos ainda
que FAB = CDE = 90° e que AB, FC e
DE s&o paralelos.
A B

Fundamentos de Matematica Elementar | 9



a) Calcule o comprimento do segmento
FC.

b) Calcule a area do hexagono.
c) Calcule o angulo DAB.

270.(UF-GO) Uma maneira de se estimar a

area de uma regiao de formato irregu-
lar consiste em sobrepor a esta regiao
uma malha quadriculada e ajustar a re-
gido um poligono com vértices nos nos
da malha (pontos onde as linhas da ma-
Iha se cruzam), como mostra a figura a
seguir.

A drea exata do poligono pode, entao,
ser calculada pela férmula de Pick:

Area=i+971,
2

em que i € a quantidade de nés da ma-
Iha no interior do poligono e b, a quan-
tidade de nés sobre o contorno do po-
ligono.

Considerando que os quadrados da ma-
Iha apresentada tenham lado de 1 cm,
determine a area do poligono utilizado
para estimar a area da regiao destacada
na figura.

271.(FGV-RJ) A figura a seguir € uma repre-

=]

sentacao plana de certo apartamento,
feita na escala 1 : 200, ou seja, 1 cm na
representagao plana corresponde a 200 cm
na realidade.

Vao ser colocados rodapé e carpete
no salao. Cada metro de rodapé cus-
ta R$ 14,00. O preco do carpete é de
R$ 20,00 o metro quadrado. Quanto vai

QUESTOES DE VESTIBULARES

ser gasto no total? O resultado que vai
ser obtido é aproximado, devido a pre-
senca de, pelo menos, uma porta.

Cozinha Quarto Il Banheiro
Corredor 2cm
Salao Quarto | 2¢m
| |
' 5,5cm X
' Escala 1:200

272.(Mackenzie-SP) O retangulo assinalado

273.

na figura possui darea maxima. Essa
area € igual a:

a) 12 B

b) 10

c) 15

d) 8 6
e) 14

(Ibmec-RJ) O triangulo ABC (figura) tem
area igual a 36 cm2. Os pontos M e N s&@o
pontos médios dos lados AC e BC. Assim,
a érea da regido MPNC, em cmZ2, vale:

.

18 B N

274.(FGV-SP) As medianas BD e CE do trian-

Fundamentos de Matematica Elementar

gulo ABC indicado na figura sao perpen-
diculares, BD = 8 e CE = 12. Assim, a

area do triangulo ABC é: B

427
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275.(FGV-SP) No triangulo retangulo abaixo, D C
os catetos AB e AC medem, respectiva-
mente, 2 e 3. A area do quadrado ARST
€ que porcentagem da area do triangulo

ABC? 5

a) 42% A B

b) 44% R s S.eAAB =12cm,a a:rea comum aos doi§

c) 46% triangulos, em centimetros quadrados, é
igual a:

d) 48%

e; 500/0 A c a) 6 c) 643 e) 12V3

o T

b) 43 d) 12

276.(UF-Pl) Na figura abaixo, os numeros M -
reais Sl e 82 representam as medidas 279(Unemat—MT) No tr|angu|o eqUIlatel’O

das areas das regides correspondentes. ABC, os pontos M e N sao respectiva-
- S, . mente pontos médios dos lados AB e
O valor da razao s, e AC. O segmento MN mede 6 cm.
a) 1 P N
3 3
b) 1
c) 3 10 M N
d) 2 ;
7
e) l , R B C
4 g A area do triangulo ABC mede:
277.(UF-AM) Na figura abaixo, as retas r e s a) 183 cm*  d) 30¥3 cm?
s&o paralelas e o triangulo ABC € equi- b) 24+/2 cm? e) 3643 cm?
latero de lado 4 cm. Se os tridngulos )
ABC e ABF possuem a mesma base AB, c) 30v2 cm

entao a area do triangulo ABF € igual a:
280.(Unesp-SP) A figura representa um trian-

C
; r gulo retangulo de vértices A, B e C, onde
o segmento de reta DE é paralelo ao
lado AB do triangulo.
Se AB=15cm,AC=20cmeAD = 8cm,
S a area do trapézio ABED, em cm?2, é:
A
i a) 84 S
a) 1643 cm? d) 3J3cm? b) 96
) ) c) 120
b) 4+/3 cm e) 23 cm d) 150
c) 4 cm? e) 192 2
D E
278. (Unifesp-SP) Dois triangulos congruentes
ABC e ABD, de angulos 30°, 60° e 90°, 8
estdo colocados como mostra a figura, 8
com as hipotenusas AB coincidentes. TTTA 15 B
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281.(UF-MT) Na figura abaixo, o triangulo

282.

ABC é equilatero de lado L.

B

A G C

Sendo E, F e G 0s pontos médios dos la-
dos desse triangulo e D, o ponto médio
do segmento AE, pode-se afirmar que a
area do poligono DEFG é:

3312 V212
a) d)
32 18
2 2
o) V3L 6 23 L
16 9
37212
c)
25
(Fuvest-SP) Na figura, o tridngulo ABC é

retangulo com catetos BC = 3 e AB = 4.
Além disso, o ponto D pertence ao ca-
teto AB, o ponto E pertence ao cateto
BC e o ponto F pertence a hipotenusa
AC, de tal forma que DECF seja um para-

lelogramo. Se DE = g entao a area do

paralelogramo DECF vale:

A
a) @ d) @

25 25
b) E e) 1—1

5 5 D] F

58
c) —

25

B E C

283.(UF-GO) Em um sistema de coordena-

=]

das cartesianas sao dados os pontos
A(O, 0), B(O, 2), C(4, 2), D(4, 0) e E(x, 0),
onde O < x < 4. Considerando os seg-
mentos BD e CE, obtém-se os tridngulos
T, e T,, destacados na figura.

284.

285

Fundamentos de Matematica Elementar
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T

T

A E D X

Para que a area do triangulo T4 seja o
dobro da &rea de T,, o valor de x é:

a) 2—+2 d) 8-242

b) 4—242 e) 8—42

c) 4—2

(UF-PE) A figura abaixo ilustra uma re-

giao triangular plana ABC. O lado AB foi
dividido em quatro segmentos de mes-
ma medida, um dos quais sendo DE, e 0
lado BC foi dividido em cinco segmentos
de mesma medida, sendo F um dos pon-
tos da divisao.

A

B. C
B

-
Qual a razao entre as areas do triangulo

ABC e do triangulo DEF?
20

a) c) 6 e)b
b) 635 d) 1
' 2
.(Unesp-SP) Seja ABC o triangulo de la-

dos ¢, £ e €/2. Foram tracadas retas

paralelas aos lados, passando pelos

pontos que dividem os lados em trés

partes iguais, conforme ilustra a figura.
C
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Qual a razao entre a area da figura em
azul e a area do triangulo?

al bt 1 1
9

286. (UF-PE) Um terreno tem forma triangular
ABC. O lado AB mede 60 m. O vértice C
dista 30 m do ponto médio de AB, e a
menor distancia desse vértice C ao lado
AB mede 25 m. Podemos afirmar que:

0-0) ABC é um tridangulo retangulo.

1-1) A area do terreno mede 7,5 a.

2-2) O perimetro de ABC é superior a
1,25 hm.

3-3) O circuncentro de ABC se situa no
interior do triangulo.

4-4) O ortocentro de ABC é exterior ao
triangulo.

287.(FGV-SP) Em um triangulo ABC, o lado
AC e a mediatriz de BC se interceptam
no ponto D, sendo que BD é bissetriz do
angulo ABC. Se AD =9 cme DC = 7 cm,
a area do triangulo ABD, em cm?, é:

a) 12 c) 21 e) 145
b) 14 d) 28

288.(Unifesp-SP) Na figura, os triangulos
ABD e BCD séao is6sceles. O triangulo
BCD é retangulo, com o angulo C reto, e
A, B, C estao alinhados.

A —c
B

a) Dé a medida do angulo BAD em graus.

b) Se BD = x, obtenha a area do triangu-
lo ABD em funcao de x.

289.(UF-PR) Um canteiro de flores possui
25 m? de area e tem o formato de um
triangulo retangulo. Este triangulo foi di-
vidido em cinco partes, por segmentos

430

de reta igualmente espagados e parale-
los a um dos catetos, conforme indica a
figura a seguir.

X X X X X

Qual é a area do trapézio hachurado in-
dicado na figura?

290.(Enem-MEC) Em canteiros de obras
de construcao civil € comum perceber
trabalhadores realizando medidas de
comprimento e de angulos e fazendo
demarcacoes por onde a obra deve co-
mecar ou se erguer. Em um desses can-
teiros foram feitas algumas marcas no
chao plano. Foi possivel perceber que,
das seis estacas colocadas, trés eram
vértices de um triangulo retangulo e as
outras trés eram os pontos médios dos
lados desse triangulo, conforme pode
ser visto na figura, em que as estacas
foram indicadas por letras.

Al ¢ C
N

A regiao demarcada pelas estacas A, B,
M e N deveria ser calgada com concreto.

Nessas condicdes, a drea a ser calcada
corresponde:

a) a mesma area do triangulo AMC.

b) a mesma éarea do triangulo BNC.

c) a metade da area formada pelo trian-
gulo ABC.

d) ao dobro da érea do triangulo MNC.
e) ao triplo da area do triangulo MNC.
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291. (Fuvest-SP) Na figura abaixo, os seg-

mentos AB e CD sdo paralelos, o angulo
OAB mede 120°, A0 = 3 e AB = 2. Sa-
bendo-se ainda que a area do tridngulo
0CD vale 6004/3,

B

D
a) calcule a area do triangulo OAB,
b) determine OC e CD.

292.(Fuvest-SP) O triangulo ABC da figura

293.

=]

abaixo é equilatero de lado 1. Os pon-
tos E, F e G pertencem, respectivamen-
te, aos lados AB, AC e BC do triangulo.
Além disso, os angulos AFE e CGF sdo
retos e a medida do segmento AF é x.

C

X

A 3 B

Assim, determine:

a) A area do triangulo AFE em funcao
de x.

b) O valor de x para o qual o angulo FEG
também € reto.

(Unicamp-SP) Em um tridngulo com vérti-

ces A, B e C, inscrevemos um circulo de

raio r. Sabe-se que o angulo A tem 90°

e que o circulo inscrito tangencia o lado

BC no ponto P, dividindo esse lado em

dois trechos com comprimento PB = 10

e PC = 3.

a) Determine r.

b) Determine AB e AC.

c) Determine a area da regiao que €, ao
mesmo tempo, interna ao triangulo e
externa ao circulo.

294.

295

296.

297.

Fundamentos de Matematica Elementar
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(UF-MS) Determine a area, em centime-
tros quadrados, interior a um tridngulo
acutangulo de angulos conhecidos, 60°
e 75°, e lado comum adjacente a esses
angulos medindo 35 cm.

(Use: cos 30° = 0,8; cos 45° =
sen 105° = 0,9.)

0,7; e

.(Fuvest-SP) No triangulo ABC, tem-se

A 3
que AB > AC, AC = 4 e cosC = §

Sabendo-se que o ponto R pertence
ao segmento BC e é tal que AR = AC e
BR

4
— = —, calcule:
BC 7

a) a altura do triangulo ABC relativa ao
lado BC.

b) a area do triangulo ABR.

(UE-CE) Na figura abaixo, o quadrado
ABCD e o triangulo equilatero CDE pos-
suem lados com comprimento de mes-
ma medida. Assinale a alternativa que
apresenta a razao entre a area do trian-
gulo e a area do quadrado.

E

A B

(ESPM-SP) Uma folha de papel retangu-
lar foi dobrada como mostra a figura a
seguir. De acordo com as medidas for-
necidas, a regidao sombreada, que € a
parte visivel do verso da folha, tem area
igual a:
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| 4cm | 6cm |
a) 24 cm? d) 35 cm?

b) 25 cm? e) 36 cm?

c) 28 cm?

298. (UF-MG) Nesta figura plana, ha um trian-
gulo equilatero, ABE, cujo lado mede a,
e um quadrado, BCDE, cujo lado tam-
bém mede a.
Com base nessas informacoes, € corre-
to afirmar que a area do triangulo ABC é:

52 A
a —_—
) 3
a a
a2
b) <
) 4
) B < E
C) J3a
4
a a
2
a) J3a
8
C a D

299.(PUC-RJ) Um circulo de area A; e um
quadrado de area A, tAém 0 mesmo peri-
metro. Logo, a razdo A—C vale:
q
a) 2 b) 1 c)2 d1 e
I 2

als

300.(Enem-MEC) Em uma certa cidade, os
moradores de um bairro carente de es-
pacos de lazer reivindicam a prefeitura
municipal a construcao de uma praca.
A prefeitura concorda com a solicitacao
e afirma que ira construi-la em forma-
to retangular devido as caracteristicas
técnicas do terreno. Restricoes de na-

432

tureza orgamentdaria impdem que sejam
gastos, no maximo, 180 m de tela para
cercar a praca. A prefeitura apresenta
aos moradores desse bairro as medidas
dos terrenos disponiveis para a constru-
¢ao da praga:

Terreno 1: 55 m por 45 m

Terreno 2: 55 m por 55 m

Terreno 3: 60 m por 30 m

Terreno 4: 70 m por 20 m

Terreno 5: 95 m por 85 m

Para optar pelo terreno de maior area,
que atenda as restricoes impostas pela
prefeitura, os moradores deverao esco-
Ilher o terreno:

a) 1l b) 2 c)3 d)4 e)5

301.(FEI-SP) Tem-se um terreno retangular
com 56 m?2 de &rea, conforme a figura.
A parte pintada na figura é um quadra-
do que representa a parte destinada a
construcao de uma piscina. Nestas con-
dicoes, 70% da area da parte pintada
corresponde a:

3m
2m
a) 17,50 m2 ¢) 36 m?2 e) 16,20 m?
b) 25 m?2 d) 22 m2

302.(UF-GO) No trapézio ABCD abaixo, o
segmento AB mede a, o segmento DC
mede b, M é o ponto médio de AD e N
€ o ponto médio de BC.
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303.

Nestas condic¢oes, a razao entre as areas
dos trapézios MNCD e ABNM € igual a:

a+2b a+3b

a) d)
3a+b 3a+b

b) a+3b e) 3a+2b
2a+b 2a+3b
a+2b

c)
2a+b

(PUC-RS) Um jardim de forma retangular

com medidas 6 m X 8 m possui dois
canteiros em forma de triangulos isés-
celes e um passeio no centro, como na
figura a seguir.

A area do passeio, em metros quadra-
dos, é:

a)64 b)36 c)24 d)12 e)2

304.(UF-GO) Uma folha de papel retangular,

de lados a € b, com a> %, foi dobrada

duas vezes, conforme as figuras abaixo
€ as seguintes instrucoes:

» dobre a folha ao longo da linha trace-
jada, sobrepondo o lado menor, a, ao
lado maior, b (fig. 1 e fig. 2);

~
N
N
N

AN A
b
Figura 1 C
B
a
a
Q P
Figura 2 4 Figura 3
9 | Fundamentos de Matematica Elementar
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» dobre o papel ao meio, sobre o lado
b, de modo que o ponto P sobrepo-
nha-se ao ponto Q (fig. 3).

A area do tridngulo ABC, destacado na

figura 3, em funcao de a e b, é:

bQ
a) A=—a2+2ab+5
b) o= 2P
2
c) A= a2 - 2ab + b?
b2
dA=a>—=—
4

2
&) A=a?—ab+2
4

305.(U.F. Sdo Carlos-SP) O losango ABCD,

de lado igual a 10 cm, esta inscrito no

paralelogramo EFGH, cujo lado HG mede

16 cm. Se a diagonal AC do losango €

a altura do paralelogramo, entdo a area

da regido sombreada €, em cm?, igual a:
E A F

, 4
L

H C G
a) 192 c) 128 e) 56
b) 160 d) 96

306. (Fuvest-SP) No retangulo ABCD da figura

tem-se CD = ¢ e AD = 2¢. Além dis-
so, o0 ponto E pertence a diagonal @,
o ponto F pertence ao lado BC e EF
€ perpendicular a BD. Sabendo que a
area do retangulo ABCD é cinco vezes

a area do triangulo BEF, entao BF mede:
F

B C
é ¢
A 20 D
a) % c) 2 e) (2
b) «2 d) 362
4 4
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307.(FEI-SP) Um terreno no formato de um D C
quadrado tem dimensoées 12 m por 12 m.
Deseja-se construir uma piscina retangu- E

lar de dimensodes 4 m por 8 m neste ter-
reno, conforme a figura abaixo. Na area

restante, sera feito um jardim. Se X é a A F B

Z;e)? ilngr;gel para o jardim, entdo: Sabendo-se que a area do quadrilate-
_ 2 ro AFCE é 7, entao a area do retangulo

b) X=12m ABCD &:

c) X = 82 m? y H :

d) X =78 m2 a) 8 b) 9 c) 10 d 11 e) 12

e) X = 112 m? 4

311.(Enem-MEC) O governo cedeu terrenos
para que familias construissem suas
residéncias com a condicao de que no
minimo 94% da area do terreno fosse

12

308.(FGV-SP) A area do quadrado ABCD €é
4 cm?2. Sobre os lados AB e AD do qua-

drado sao tomados dois pontos: M e N,
tais que AM + AN = AB.

Desse modo, o maior valor que pode as-
sumir a area do triangulo AMN é:

a) %cm2 B c

b) 2 cm?2

c) 1 cm?
2

d) 4 cm? N
1

e) =cm?
8

309.(UF-PI) Seis retangulos idénticos es-

tao reunidos para formar um retangulo
maior conforme indicado na figura abai-
x0. Nessas condicoes, qual é a area do
retangulo maior?

21m
a) 588 m? d) 240 m?
b) 430 m? e) 210 m?
¢) 380 m?

310. (UFRS) No retangulo ABCD da figura a se-

guir, E é ponto médio de AD, e a medida
de FB é igual a um terco da medida de AB.

mantida como area de preservacao am-
biental. Ao receber o terreno retangular

ABCD, em que AB = %, Antbnio demar-

cou uma area quadrada no vértice A,
para a construgao de sua residéncia, de

acordo com o desenho, no qual AE = %

é lado do quadrado.

B C

A E D

Nesse caso, a drea definida por Anténio

atingiria exatamente o limite determina-

do pela condigao se ele:

a) duplicasse a medida do lado do qua-
drado.

b) triplicasse a medida do lado do qua-
drado.

c) triplicasse a area do quadrado.

d) ampliasse a medida do lado do qua-
drado em 4%.

e) ampliasse a area do quadrado em 4%.

312.(UF-PR) Um cavalo esta preso por uma

corda do lado de fora de um galpao re-
tangular fechado de 6 metros de compri-
mento por 4 metros de largura. A corda

Fundamentos de Matematica Elementar | 9
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tem 10 metros de comprimento e esta
fixada num dos vértices do galpao, con-
forme ilustra a figura abaixo. Determine
a area total da regiao em que o animal
pode se deslocar.

a) 88w m?
b) 207 m2
¢) (75w + 24) m?

d) 176w m?
e) (100w — 24) m?

313. (FGV-RJ) O quadrilatero ABCD é um qua-
drado e E, F, G e H sao os pontos mé-
dios dos seus lados. Qual superficie tem
maior area: a branca ou a hachurada?

D G C

I
bl

A E B

314.(UF-GO) A figura abaixo representa um
terreno na forma de um trapézio, com
12000 m?2, sendo que AB = 300 m e
DC = 200 m.

D
/ .
O proprietario do terreno pretende dividi-lo
em trés partes. A parte Ill tem area cor-
respondendo a 12% da area total do ter-
reno. O restante do terreno, que tem a
forma de um trapézio isésceles, sera di-
vidido em duas partes, | e ll, cujas areas
estao na proporcao de 2 para 3, respecti-

vamente. De acordo com essas informa-
coes, calcule a medida do segmento AP.

A

o :l-——- fo]
-]

315.(UF-PR) Um quadrado esta sendo preen-
chido como mostra a sequéncia de figu-
ras a seguir:

9 |
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_|

passo 3

quadrado
original

passo 1 passo 2
No passo 1, metade do quadrado origi-
nal é preenchido. No passo 2, metade
da area nao coberta no passo anterior
é preenchida. No passo 3, metade da
area nao coberta nos passos anteriores
é preenchida, e assim por diante.

a) No passo 4, que percentual do qua-
drado original estara preenchido?

b) Qual é o nimero minimo de passos
necessarios para que 99,9% do qua-
drado original seja preenchido?

316.(PUCR)) A figura abaixo mostra um trian-
gulo equilatero ABC de lado BC = 4 e
um retangulo BCDE. Sabendo que a
area do triangulo ABC ¢é igual a area
do retangulo BCDE, A
responda:

a) Qual é a area do
triangulo ABC?

b) Quanto mede a 4 c
altura do retan-
gulo BCDE? . b

317.(UF-GO) A figura abaixo representa um
triangulo retangulo ABC e um quadrado
cujo lado é igual a altura relativa a hi-
potenusa AB. Admitindo que AB mede
10 cm e que a area do quadrado é a me-
tade da area do triangulo ABC, calcule:

3\5

h

D
a) o perimetro do quadrado;
b) a area do triangulo BDE.

318.(UF-PE) Se 1 cm? de filme fotografico de
alta resolucdo armazena 1,5 - 108 bits
de informacao, qual a area de filme ne-

435
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cessadria para armazenar uma enciclo-
pédia contendo 9 - 1010 bits?

a) 60 cm? d) 6000 mm?2
b) 6 dm? e) 0,6 m?
¢) 600 mm?2

319. (ITA-SP) Numa circunferéncia C, de raio

ri = 3 cm esta inscrito um hexagono
regular Hy; em H; esta inscrita uma cir-
cunferéncia C,; em C, estd inscrito um
hexagono regular H,, e assim sucessi-
vamente. Se A, (em cm?) é a area do
hexagono H,, entdo Zn=1 A, (em cm?) é
igual a:

a) 542 d) ﬁ
b) 5443 e) 30(2+J§)

c) 36(1+3)

320.(UF-ES) Uma pizza com formato circu-

lar tem diametro de 40 cm. Recorta-se
da pizza um pedaco com o formato de
um triangulo equilatero, com todos os
vértices na borda da pizza. A area, em
centimetros quadrados, do pedaco re-
cortado é:

a) 24043 d) 32043
b) 2703 e) 35043
c) 30043

321. (UE-CE) Duas circunferéncias em um pla-

no, ambas com a medida do raio igual a
3 m, tangenciam-se externamente. Uma
reta r, contendo os centros destas cir-
cunferéncias, as intercepta em trés pon-
tos P, Q e O, sendo O o ponto de tangén-
cia. Duas outras retas, no mesmo plano
e perpendiculares a reta r, contendo os
centros das circunferéncias as intercep-
tam, respectivamente, nos pontos R, S e

322.(Unifesp-SP) Vocé tem dois pedagos de

arame do mesmo comprimento e peque-
na espessura. Um deles vocé usa para
formar o circulo da figura |, e o outro
vocé corta em 3 partes iguais para for-
mar os trés circulos da figura Il.

OO0

Figura | Figura Il
Se S é a area do circulo maior e s é a
area de um dos circulos menores, a rela-
cao entre S e s é dada por:

a) S =3s d) S=8s
b) S =4s e) S=09s
c) S=06s

323.(FGV-SP) A figura indica uma circunferén-

cia de diametro AB = 8 cm, um tridangulo
equilatero ABC, e os pontos D e E per-
tencentes a circunferéncia, com D em
AC e E em BC.
Em cm?, a drea da regido hachurada na
figura € igual a:

a) 64

b) 8

c) 8(\/5—%) A B
ofad) N\,
sfaz) Y

324.(UF-PE) O contorno da figura a seguir é

formado por duas semicircunferéncias de
raio 2 e um quarto de circunferéncia de
raio 4. Indique a area da regiao colorida.

a) 4w — 8

U, V. Com estas hipéteses a medida, em b) 4w — 7
m?, da area do hexagono convexo com c) 4w — 6
vértices nos pontos P, R, U,Q,V e S é: d) 37— 5
a)27 Db)b54 c¢)61 d)81 e) 2w — 2
Fundamentos de Matematica Elementar | 9



325.(UF-MG) Por razbes antropolégicas des-

conhecidas, certa comunidade utilizava
uma unidade de area singular, que consis-
tia em um circulo, cujo raio media 1 cm, e
a que se dava o nome de anelar.
Adotando-se essa unidade, € correto
afirmar que a area de um quadrado, cujo
lado mede 1 cm, é:

1

a) — anelar c) 1 anelar
m
1

b) — anelar d) m anelares
21

326.(Unicamp-SP) Um vulcao que entrou em

erupcao gerou uma nuvem de cinzas
que atingiu rapidamente a cidade de Rio
Grande, a 40 km de distancia. Os voos
com destino a cidades situadas em uma
regiao circular com centro no vulcao e
com raio 25% maior que a distancia en-
tre o vulcao e Rio Grande foram cance-
lados. Nesse caso, a area da regiao que
deixou de receber voos é:

a) maior que 10000 km?2.

b) menor que 8000 km2.

¢) maior que 8000 km? e menor que
9000 kmZ2,

d) maior que 9000 km?2 e menor que
10000 km?2.

327.(FGV-SP) Cada um dos 7 circulos me-

nores da figura a seguir tem raio 1 cm.
Um circulo pequeno é concéntrico com
o circulo grande e tangencia os outros
6 circulos pequenos. Cada um desses
6 outros circulos pequenos tangencia o
circulo grande e 3 circulos pequenos.
Na situacao descrita, a area da regiao
sombreada na figura, em cm?, é igual a:
a) w

3w

2

c) 2w

5

2

e) 3

b)

d)

328.

QUESTOES DE VESTIBULARES

(Fuvest-SP) Na figura, OAB é um setor
circular com centro em O, ABCD é um
retangulo e o segmento CD é tangente
em X ao arco de extremos A e B do setor
circular. Se AB=2./3 e AD = 1, ent&o
a area do setor OAB é igual a:

[e]
Tr A7 T
a) g C) ? e) ?
by = d) 2T
3 3

329.(U.E. Londrina-PR) Uma metalurgica uti-

330.

| Fundamentos de Matemaéatica Elementar

liza chapas de aco quadradas de 8 m X
X 8 m para recortar formas circulares de
4 m de diametro, como mostrado na fi-

gura a seguir.

A éarea de chapa
que resta apdés a
operacao é de apro-
ximadamente:
Dado: considere

T = 3,14. /
a) 7,45 m2

b) 13,76 m?

c) 26,30 m2  d) 48 m2 e) 56 m2
(FGV-SP) Na figura, a reta suporte do lado

BC do triangulo ABC passa pelo centro da
circunferéncia \. Se A = 15°, BC = 4 cm,
e o raio de A mede 2 cm, a area sombrea-
da na figura, em cm2, é igual a:

C

Ael
Bel

437
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a) 9—m a) 3J3-m
3 3
) 63 —2m ) 26 —
3 3
9—-27
3

331.(Fuvest-SP) Na figura, os pontos A, B,

C pertencem a circunferéncia de cen-

tro O e BC = a. A reta_&: é perpen-
dicular ao segmento AB e o angulo

AOB mede g radianos. Entdo, a area

do triangulo ABC vale:

2 A _——~
0> v
4

e)a?

B

332.(Enem-MEC) Ao morrer, o pai de Joao,

Pedro e José deixou como heranca um
terreno retangular de 3 km X 2 km que
contém uma area de extracao de ouro
delimitada por um quarto de circulo de
raio 1 km a partir do canto inferior es-
querdo da propriedade. Dado o maior
valor da area de extracao de ouro, os
irmaos acordaram em repartir a proprie-
dade de modo que cada um ficasse com
a terca parte da area de extracao, con-
forme mostra a figura a seguir.

3km

Jodo

Pedro

José

—
1km

1km]

Em relacao a partilha proposta, cons-
tata-se que a porcentagem da area do

333.

334

335.

terreno que coube a Joao corresponde,
aproximadamente, a:

(considere ? =0,58)

a) 50% c) 37%
b) 43% d) 33%

e) 19%

(UF-RS) O grafico abaixo apresenta a dis-
tribuicao em ouro, prata e bronze das 90
medalhas obtidas pelo Brasil em olimpia-
das mundiais desde as Olimpiadas de
Atenas de 1896 até as de 2004.

ouro

bronze

prata

Considerando-se que o angulo central
do setor circular que representa o nu-
mero de medalhas de prata mede 96°,
o nimero de medalhas desse tipo rece-
bidas pelo Brasil em olimpiadas mun-
diais, nesse periodo de tempo, é:

a)22 b)24 c¢)26 d)28 €30

.(UF-AM) Considere a regiao mais escura,

no interior do semicirculo de centro O,
limitada por semicircunferéncias, con-
forme mostra a figura a seguir.

A M 6] N B
Se a area dessa regiao € 24w cm? e
AM = MN = NB, entao a medida AB, em
centimetros, é:

a) 9 b)y12 ¢)16 d) 18 )24
(UE-RJ) Considere um setor circular AOC,
cujo angulo central 6 € medido em ra-
dianos. A reta que tangencia o circulo
no extremo P do diametro CP encontra
o prolongamento do didametro AB em um

ponto Q, como ilustra a figura.
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Sabendo que o angulo 6 satisfaz a
igualdade tg 6 = 20, calcule a razao
entre a area do setor AOC e a area do
triangulo OPQ.

336. (UF-PE) Na ilustragao a seguir, temos trés

circunferéncias tangentes duas a duas e
com centros nos vértices de um tridngulo
com lados medindo 6 cm, 8 cm e 10 cm.

&

Calcule a area A da regiao do triangulo,
em cm?, limitada pelas trés circunferén-
cias e indique 10A.

Dado: Use as aproximagoes m = 3,14
e arctg 0,75 = 0,64.

337.(Mackenzie-SP) Na figura, a circunferén-

cia de raio 6 é tangente as retasre s
nos pontos P e Q. A area da regiao som-
breada é:

a) 82
b) 62 +2
c) 63
d) 8J3-4
e) 4J3+4

338.(Mackenzie-SP) Na figura, a reta t é tan-

=]

gente a circunferéncia de centro O e raio
V2. A area do triangulo ABC € igual a:

339.

340.

341.

Fundamentos de Matematica Elementar
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42 ~
a) —
3
C) ﬂ B
3
d) @ 307
2
52 ¢
e) —
3

(Fuvest-SP) O circulo C, de raio R, esta
inscrito no triangulo equildtero DEF. Um
circulo de raio r esta no interior do trian-
gulo DEF e é tangente externamente a C
e a dois lados do triangulo, conforme a
figura. D
Assim, determine:
a) arazaoentre Rer.
b) a érea do triangulo

DEF em fungao

der.
E F

(ITA-SP) As retas r, e r, sao concorren-
tes no ponto P, exterior a um circulo w. A
reta ry tangencia w no ponto Ae aretar,
intercepta w nos pontos B e C diametral-
mente opostos. A medida do arco AC
é 60° e PA mede /2 cm. Determine a
area do setor menor de w definido pelo
arco AB.

(Fuvest-SP) A figura representa um tra-

pézio ABCD de bases AB e CD, inscrito

em uma circunferéncia cujo centro O

esta no interior do trapézio.

Sabe-se que AB = 4,

CD = 2 e AC=3.2.

a) Determine a altu-
ra do trapézio.

b) Calcule o raio da
circunferéncia na
qual ele esta ins-
crito.

D_—C

AB

439
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c) Calcule a area da regiao exterior ao
trapézio e delimitada pela circunfe-
réncia.

342.(UF-BA) Na figura, considere os pontos
A(4,0),B(4,2),C(4,3)eD(3,3)ea
reta r que passa pela origem do sistema
de coordenadas e pelo ponto B.

y

o
n

q---==

w

0 1 2

Weammmmm e e\ ==
S .
>

X

Com base nessa informacao, pode-se
afirmar:
(01) O triangulo BCD € equilatero.
(02) A area do setor circular hachurado é
. ™
igual a — u.a.
g 4

(04) Aequacaoy = % representa a reta r.

(08) O angulo entre o eixo 0x, no senti-
do positivo, e a reta r mede 30°.

(16) A imagem do ponto C pela reflexao
em relacdo a reta r é o ponto de
coordenadas (4, 1).

(32) A imagem do triangulo OAB pela

. -1 .
homotetia de razao § € um trian-

. 4
gulo de area 3 u.a.

(64) A imagem do ponto D pela rotacao
de 45° em torno da origem do sis-
tema, no sentido positivo, € o pon-
to de coordenadas (O, 3).

343.(Udesc-SC) Uma circunferéncia intercep-
ta um triangulo equildtero nos pontos
médios de dois de seus lados, confor-

me mostra a figura,
sendo que um dos
vértices do triangulo
é o centro da circun-
feréncia.

Se o lado do tridngulo mede 6 cm, a
area da regiao destacada na figura é:

a) 9:(2\/5)—(%)} cm?
() Jert
0 5[(43) -]

d) 9 _(\/§) - (gﬂ cm?

b) 9_(

e

e) 9 :(\/§) - (gﬂ cm?

344.(UF-MT) A figura abaixo apresenta uma
circunferéncia de raio 2 e centro em O.
Admitindo que a drea da regiao delimita-
da pelo menor arco AB e pelo segmento
de reta que une os pontos A e B é dada
por uma fungao f que depende do angu-
lo 6,0 <0 <, é correto afirmar que o

valor de 3~f(£) é:
6

a) m— 2
by m — 1 B
; A
c) m—= <
2
d)'lT—E
3
e)m—3

345.(Unicamp-SP) Uma curva em formato
espiral, composta por arcos de circun-
feréncia, pode ser construida a partir
de dois pontos A e B, que se alternam
como centros dos arcos. Esses arcos,
por sua vez, sao semicircunferéncias
que concordam sequencialmente nos
pontos de transicao, como ilustra a fi-
gura a seguir, na qual supomos que a
distancia entre A e B mede 1 cm.
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346.

a) Determine a drea da regiao destaca-
da (em azul) na figura.

b) Determine o comprimento da curva
composta pelos primeiros 20 arcos
de circunferéncia.

(UF-GO) Seguindo as instru¢oes de uma
planta residencial, um mestre de obras
construiu um jardim em formato de se-
tor circular, representado por ACD na fi-
gura a seguir.

347.

=]

Considere que o raio AD mede 4 m e o
angulo central A mede 30°. Como preci-
sava calcular a area do jardim, o mestre
de obras utilizou uma aproximagao por
meio do seguinte processo: construiu
dois triangulos, ABC e ADE, como mostra
a figura, e calculou a média aritmética de
suas areas.

Considerando os dados apresentados,
calcule, em m2, a diferenca entre a area
do setor circular ACD e a aproximagao
encontrada pelo mestre de obras.

Dados: m = 3,14; /3 =1,73.

(Unesp-SP) Considere uma circunferén-
cia de diametro L e centro C, conforme
figura.

Fundamentos de Matematica Elementar
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é

Calcule a razao
entre a area do
circulo e a area
da regiao som-
breada.

348.(CP2-MEC-RJ) Na figura abaixo, os qua-

tro circulos sao tangentes dois a dois.
Os raios dos circulos menores medem
4 cm cada um. A altura do trapézio
ABCD mede 12 cm.

a) Simbolizando o raio de circunferéncia
maior por x, determine esse valor, apli-
cando o Teorema de Pitagoras aos la-
dos do triangulo ADE.

b) Calcule a medida da area do trapézio
ABCD.

349. (UF-MS) Determine a area, em metros

quadrados, da parte preta da figura abai-
X0, composta por:

H E D A
G F C B
« dois segmentos paralelos AH (conten-
do os pontos D e E) e BG (contendo
0s pontos C e F) medindo 6 metros
cada um;
« um retangulo CDEF de 2 metros de
largura por 6 metros de comprimento;
« dois arcos; um limitado entre os seg-
mentos AD e BC e as semicircunferén-

cias AB e CD, de raio 3 m cada uma, e
0 outro formado entre os segmentos



QUESTOES DE VESTIBULARES

350.

351.

EH e FG e as semicircunferéncias EF
e GH, de raio 3 m cada uma.

a) 36 m? d) (24 - m) m?
b) 24 m?2 e) (14 - m) m?
¢) (36 - m) m?

(Unesp-SP) Uma foto de satélite de uma
regiao da floresta amazodnica (foto 1)
mostrava uma area desmatada na for-
ma de um circulo. Outra foto da mesma
regiao, tirada apés algum tempo (foto
2), mostrou que a area desmatada havia
aumentado.

foto 1 foto 2

[] area desmatada inicial
[] nova érea desmatada

Suponha que as fotos, tiradas ortogonal-
mente ao centro da regjao e a partir de
uma mesma posicao, sejam quadrados
de lado ¢, que o centro do circulo e do
quadrado coincidam e que o raio do cir-

culo é % Usando a aproximagao m = 3,

a porcentagem de aumento da area des-
matada, da foto 1 para a foto 2, é apro-
ximadamente:

a) 16,7
b) 33,3

c) 66,7
d) 75,3

e) 83,3

(Unicamp-SP) O papagaio (também co-
nhecido como pipa, pandorga ou arraia)
€ um brinquedo muito comum no Brasil.
A figura a seguir mostra as dimensodes
de um papagaio simples, confecciona-
do com uma folha de papel que tem o
formato do quadrilatero ABCD, duas va-
retas de bambu (indicadas em azul) e
um pedaco de linha. Uma das varetas é
reta e liga os vértices A e C da folha de
papel. A outra, que liga os vértices B e
D, tem o formato de um arco de circun-

352.(UF-PE) Na ilustracao ao

feréncia e tangencia as arestas AB e AD
nos pontos B e D, respectivamente.

[$:)
(=4
Y §

a) Calcule a area do quadrilatero de pa-
pel que forma o papagaio.

b) Calcule o comprimento da vareta de
bambu que liga os pontos B e D.

C
lado, ABC é um triangulo

equilatero, e o lado AB
contém o centro O da

circunferéncia. Se a

circunferéncia tem AB
raio 6, qual o intei-

ro mais préximo da v
area da regiao som-

breada (interior ao

triangulo e exterior a circunferéncia)?

353.(Fuvest-SP) Na figura,

estao representadas

a circunferéncia C,

de centro O e raio

2, e os pontos A, B,

P e Q, de tal modo

que:

1. O ponto O pertence
ao segmento PQ.

2.0P =1, 0Q=42.

3. A e B sdo pontos da circunferéncia
AP 1 PQ e BQ L PQ.

Assim sendo, determine:

a) A area do tridngulo APO.

b) Os comprimentos dos arcos determi-
nados por Ae Bem C.

c) A area da regiao hachurada.

A B
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354. (Fuvest-SP) A figura representa sete he-

xagonos regulares de lado 1 e um he-
xagono maior, cujos vértices coincidem
com os centros de seis dos hexagonos
menores. Entdo, a area do pentagono
hachurado é igual a:

a) 3V3
b) 2v/3
c) ﬂ
2
d) /3
J3

e) —

355. (Fuvest-SP) Na figura, o triangulo ABC é

equilatero de lado 1, e ACDE, AFGB e
BHIC sao quadrados. A area do poligono
DEFGHI vale:

a) 1+4/3 7 c l

b) 2+/3 c M
c) 3+/3 3 -

d) 3+243

e) 3+3V3 \ /

356. (UF-PE) O mapa do Rio Grande do Norte

esta desenhadoemescala1/3200000.
Usando seus instrumentos de desenho,
vocé pode concluir que:

BY

—]

«Mossdré

MARIO YOSHIDA

/ \

GAEES

‘atal

1

X

L % AL

BNl 1

o

=]

0-0) A area daquele estado € superior a
60000 kmZ2,

1-1) O perimetro de seu litoral € menor
que a extensao da sua divisa com
a Paraiba.

Fundamentos de Matematica Elementar
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2-2) Na direcao leste-oeste seus pontos
mais afastados distam de aproxi-
madamente 400 km.

3-3) Na diregao norte-sul seus pontos
mais préximos distam de 200 km.

4-4) Em linha reta, as cidades de Natal
e Mossoré distam entre si, aproxi-
madamente, 150 km.

357.(Enem-MEC) O jornal de certa cidade

publicou em uma péagina inteira a se-
guinte divulgacao de seu caderno de
classificados.

26 mm

4%
outros
jornais

96%
pessoas que consultam

nossos classificados 400 mm

1 |
! 260 mm !

Para que a propaganda seja fidedigna
a porcentagem da area que aparece
na divulgacdo, a medida do lado do
retangulo que representa os 4% deve
ser de aproximadamente:

a) 1 mm d) 160 mm
b) 10 mm e) 167 mm
c) 17 mm

358.(UF-PR) O retangulo ABCD foi dividido

em nove quadrados, como ilustra a figu-
ra a seguir. Se a area do quadrado preto
é 81 unidades e a do quadrado cinza
64 unidades, a area do retangulo ABCD
sera de:
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A .B

D C

a) 860 unidades d) 1 056 unidades
b) 990 unidades e) 1281 unidades
¢) 1024 unidades

359. (UF-GO) Um vidraceiro propde a um clien-

te um tipo de vitral octogonal obtido a
partir de um quadrado com 9 m de lado,
retirando-se, de cada canto, um triangulo
retangulo isésceles de cateto com 3 m,

O vitral octogonal sera feito com dois
tipos de vidro: fumé (em cinza escuro
na figura) e transparente (em cinza claro
na figura). A razao entre a area da re-
giao preenchida com vidro transparente
e a preenchida com vidro fumé, nesta
ordem, é:

O proprietario vai ao comércio comprar
esses dois produtos e, perguntado so-
bre a quantidade de cada um, responde:
a) 24 m2de grama e 25 m2 de ceramica.
b) 24 m? de grama e 24 m?2 de ceramica.
¢) 49 m2 de grama e 25 m2 de ceramica.
d) 49 m2 de grama e 24 m2 de ceramica.

361.(Fatec-SP) O tangram é um quebra-cabe-

ca composto por um quadrado dividido

em sete pegas: cinco triangulos retangu-

los, um quadrado e um paralelogramo.

Utilizando todas as pecas, podem-se

formar milhares de figuras de modo que

as pecas devem se tocar, mas nao po-

dem se sobrepor.

Para a obtencao das pecas do tangram,

deve-se, no quadrado ABCD,

+ tracar a diagonal BD e marcar o seu
ponto médio O;

+ marcar os pontos médios, P de BOeT
de OD;

+ marcar os pontos médios, Q de BCe
S de DC;

- tracar o segmento QS e marcar o seu
ponto médio R;

+ tragar os segmentos % AR e RT.

1 2 3 3 No tangram corta-  ,
a) 3 b) 3 C)Z a1 e 5 do na figura, con- ; ?
sidere que a me-
360. (UF-RN) A figura a seguir representa uma dida do lado do 2 S
area quadrada, no jardim de uma residén- quadrado ABCD P
cia. Nessa area, as regides sombreadas é 6. Nessas con- R
sao formadas por quatro triangulos cujos dicdes, a drea do B o) C
lados menores medem 3 m e 4 m, onde quadrado OPQR é:
siaré plantada grama. Na par:[e pranca, se- a) 7 b) 6 c) E d)5 e) g
ra colocado um piso de ceramica. 2 2
@ Fundamentos de Matematica Elementar | 9



362.(UF-RS) O tangram é um jogo chinés

formado por uma pecga quadrada, uma
peca em forma de paralelogramo e cin-
Cco pegas triangulares, todas obtidas a
partir de um quadrado de lado ¢, como
indica a figura abaixo.

® ©
| 5)
S ®

Trés pecas do tangram possuem a mes-
ma area. Essa area é:

2 2 2 2 2
a) £ b) A c) A d) i ¢
16 12 8 6 4

363. (UF-PE) Em um loteamento urbano, o pen-

tagono ABCDE representa a planta de um
terreno plano cujo lado AB mede 10 m.

A B

D C

Sobre esse lote, podemos afirmar:

0-0) A planta esta desenhada numa es-
cala cujo titulo esta entre 1 : 300 e
1:400.

1-1) Sua area é superior a 3 ares.

2-2) Seu perimetro € menor que 1 hm.

3-3) O maior angulo interno é o do vérti-
ce B.

4-4) O maior circulo inscrito no pentago-
no nao tem area maior que 300 m=2.

364.(UF-PE) Uma placa metalica quadrada

=]

(ABCD), de lado medindo 1 m, deve ser
recortada para formar uma piramide

365

366.

Fundamentos de Matematica Elementar

QUESTOES DE VESTIBULARES

quadrangular regular de base EFGH, do-

brando-se os triangulos isésceles AEF,

BFG, CGH e DEH para juntar A, B, C e

D no vértice da piramide. Toda a éarea

hachurada da placa sera desperdicada.
A B

D C

Nesse contexto, podemos afirmar que:

0-0) A escala da figura é de 1/20.

1-1) E possivel diminuir o desperdicio
aumentando o tamanho da base
EFGH da piramide. O aproveitamen-
to da placa pode chegar a 100%.

2-2) O volume da piramide armada é
constante, qualquer que seja a
area da base.

3-3) Se a piramide ocupar toda a area
da placa ABCD, o volume sera ma-
Ximo.

4-4) As faces laterais da piramide deve-
rao ser sempre triangulos isésce-
les acutangulos.

.(UE-CE) No retangulo PQRS as medidas

dos lados PQ e PS sao, respectivamen-
te, 15 m e 10 m. Pelo ponto médio, F,
do lado PS traca-se o segmento FR divi-
dindo o retdngulo em duas partes. Se E
€ 0 ponto do lado PQ tal que a medida
do segmento EQ é 5 m, traca-se por E
uma perpendicular a FR determinando
o ponto G em FR. Nestas condicdes, a
medida da area, em metros quadrados,
do quadrilatero PFGE é:

a) 50,25 b) 53,25 c¢) 56,25 d) 59,25
(UC-MG) De uma placa quadrada de

16 cm?, foi recortada uma peca confor-
me indicado na figura a seguir. A medida
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da area da peca recortada, em centime-
tros quadrados, é:

a) 4 b) 5 c) 6 d) 7

367.(Unifesp-SP) O hexagono cujo interior
aparece destacado em cinza na figura é
regular e origina-se da sobreposicao de
dois triangulos equilateros.

Se k € a area do hexagono, a soma das
areas desses dois triangulos € igual a:

a) k b)2k c¢)3k d)4k e)5k

368. (Unifesp-SP) De um cartao retangular de
base 14 cm e altura 12 cm, deseja-se
recortar um quadrado de lado x e um
trapézio isésceles, conforme a figura,
onde a parte hachurada sera retirada.

T
¢

14 cm

x

12cm

O valor de x em centimetros, para que a
area total removida seja minima, é:

369. (Mackenzie-SP) Na figura, ABCDEF € um
hexagono regular e a distancia do vértice
D a diagonal FB é 3. A area do triangulo
assinalado é:

a) \/§ A B
b) 243
c) 44/3

d) 3
e) 6 E D

370.(Fatec-SP) Na figura abaixo tem-se o
quadrado ABCD, cujo lado mede 30 cm.
As retas verticais dividem os lados AB
e CD em 6 partes iguais;is retas hori-
zontais dividem os lados AD e BC em 4
partes iguais.

A B

D C

Considere o maior nimero possivel de
circulos que podem ser construidos
com centros nos pontos assinalados,
raios medindo 5 cm e sem pontos inter-
nos comuns.

Se do quadrado forem retirados todos

esses circulos, a area da regiao rema-
nescente, em centimetros quadrados,

sera igual a:

a) 150 - (6 — m)
b) 160 - (4 — m)
c) 180 - (5 — m)
d) 180 - (4 — m)
e) 300 - (3 — m)

371.(UF-PE) A letra V da figura a seguir esta
em um retangulo com 10 cm de largura
e 12 cm de altura. Qual a area ocupada

a)3 b2 ¢ 15 d1 e 0,5 pela letra V?
Fundamentos de Matematica Elementar | 9



4 4

5 5
a) 30 cm?2 c) 38cm?2  e) 42 cm?
b) 36 cm? d) 40 cm?

372.(Unesp-SP) Considere um quadrado sub-

dividido em quadrinhos idénticos, todos
de lado 1, conforme a figura. Dentro do
quadrado encontram-se 4 figuras geo-
métricas, destacadas em cinza.

/

A razao entre a area do quadrado e a
soma das éareas das 4 figuras é:

a) 3 b)3,5 c¢)4 d) 4,5

e)b

373.(UF-PR) A soma das areas dos trés qua-

=]

drados a seguir € igual a 83 cm2. Qual é
a area do quadrado maior?

2cm
4cm
a) 36 cm?2 c) 49cm? e) 64 cm?
b) 20 cm?2 d) 42 cm?

QUESTOES DE VESTIBULARES

374.(UFF-RJ) Tentando desenhar um ca-

375.

376.

Fundamentos de Matematica Elementar

chorro, uma criangca esbocou em uma
folha quadriculada o seguinte poligono
(figura 1).

L (0]

.,

figura 2

figura 1

Considerando que todos os quadrados
que compoem a folha quadriculada sao
congruentes ao quadrado LMNO (figura
2), que tem 1 cm? de &rea, pode-se con-
cluir que o “cachorro” desenhado pela
crianga tem drea igual a:

a) 16 cm? d) 17,5 cm?

b) 16,5 cm?2 e) 18 cm?

c) 17 cm?

(UF-MG) O octégono regular de vértices

ABCDEFGH, cujos lados medem 1 dm
cada um, esta inscrito no quadrado de

vértices PQRS, con-  S——F E__R
forme mostrado na

) G D
figura ao lado:

Entdo, € CORRETO " c
afirmar que a area

do quadrado PQRS

.. P A B Q

e.:
a) 1+242 dm?
b) 1++/2 dm?

c) 3+2v2 dm?
d) 3++/2dm?

(UF-PE) Um terreno plano, na forma de
um trapézio ABCD, com lados paralelos
medindo DA = 16 km e BC = 20 km,
e altura medindo 24 km, deve ser divi-
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dido em duas regides de mesma area
através de um segmento EF, como ilus-
trado abaixo.

A. B
Se o angulo no vértice A é reto, e
AE = 5,5 km, qual a medida de EF?

a) 21 km c) 23 km e) 25 km
b) 22 km d) 24 km
377.(FGV-SP) Na figura, ABCD e BFDE sao
losangos semelhantes, em um mesmo
plano, sendo que a area de ABCD é 24,
e a = 60°.
D C

Yx

A B

A area do losango BFDE é:

a)6 c) 8
b) 443 d) 9

e) 643

378.(Fuvest-SP) A figura representa um re-
tangulo ABCD, com AB = 5 e AD = 3.
0 ponto E estd no segmento CD de ma-
neira que CE = 1, e F € o ponto de inter-
seccdo da diagonal AC com o segmento
BE. Entao a area do triangulo BCF vale:

E

379.(UF-GO) As imagens a seguir sao repre-
sentativas de periodos histéricos e, em
cada uma delas, foi destacado um par
de medidas.

it

TN
|

)

LEONARDO DA VINCI.THE PROPORTIONS OF THE HUMAN FIGURE

Em oposicao a mitos histéricos sobre o
uso da razao aurea, esses dois exemplos
mostram o uso de proporcoes vindas de
ndmeros racionais. As medidas destaca-
das na obra da antiguidade classica es-
tao na proporcao 4 : 9, enquanto as da
obra renascentista, na proporcao 2 : 3.

Tendo por base estas informacgbes e

b c considerando os periodos histéricos a
£ que pertence cada obra, os valores de
b e % com aproximagao até a segunda
a
A B casa decimal, sdo, respectivamente,
a) 0,44 ¢ 0,67. d) 1,50 e 2,25.
2l 02 g2 gl o2 b) 0,67 e 0,44. e) 2,25 e 1,50.
5 4 3 5 2 c) 1,25 e 2,50.
Fundamentos de Matematica Elementar | 9
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PORTAL DE MAPAS

380. (UF-ES) Admita que a area da regiao ori-

ginalmente ocupada pela mata Atlantica
corresponda a 19% da area de todo o
territério brasileiro. Podemos considerar
o territério brasileiro como um triangulo
equilatero de igual area, e a regiao ori-
ginalmente ocupada pela mata Atlantica
como um trapézio de area equivalente
(veja figura abaixo). Se ¢ € o lado do tri-
angulo, entao a altura h do trapézio é:

50° 0
OCEANO
ATLANTICO

Equador

Tropico

de Capricornio

Regiao
originalmente
ocupada pela
mata Atlantica.

=

20 20 10
o 20 g By
19 19

381.(UF-GO) O mapa a seguir, representado

S

num plano quadriculado, mostra a do-
minacao espanhola, holandesa e portu-
guesa, na América do Sul, no século XVI.

As regioes destacadas no mapa com a
mesma cor representam a drea geogra-
fica colonizada por determinado pais eu-
ropeu. Calculando-se, aproximadamente,
com base na malha quadriculada, a area
das regiodes indicadas no mapa, conclui-
se que a area da regiao de colonizacao

QUESTOES DE VESTIBULARES

] > | . 50°0)
L ES ¢
~ } [N

Equadlor i

s U

» k
\
OCEANO \
PACIEICO

Z—'_O_piw_‘ie_ngl'ic_"_’l’fj_i.____ I .
]

OCEANO
18r4 )} V) TLANTICO
i’ r = Y) -)

A -
|::| Regides de| 4 ; A
|::| eurapeia L@ = 1
. ~

382.

a) espanhola é menor que treze vezes a
area de colonizagao holandesa.

b) espanhola € maior que cinco vezes a
area de colonizacao portuguesa.

c) portuguesa é maior que a metade da
area de colonizacao espanhola.

d) holandesa é maior que um décimo da
area de colonizacao espanhola.

e) holandesa é menor que um quinto da
area de colonizacao portuguesa.

(UF-PR) A bandeira do Brasil, hasteada
na Praca dos Trés Poderes, em Brasilia,
é uma das maiores bandeiras hastea-
das do mundo. A figura abaixo indica as
suas medidas de acordo com as nor-
mas oficiais.

Fundamentos de Matematica Elementar
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383.

a) Sabendo-se que o raio do circulo azul
da bandeira da Praca dos Trés Pode-
res mede 3,5 m, quanto mede a area
da regiao amarela visivel dessa ban-
deira? Sugestao: use ™ = 3,14.

b) Deseja-se construir uma bandeira do
Brasil com o lado maior do retangu-
lo medindo 2 m e nas mesmas pro-
porcdes da bandeira da Praga dos
Trés Poderes. Qual serd a medida da
regiao amarela visivel dessa outra
bandeira?

(UE-RJ) Um tabuleiro retangular com
pregos dispostos em linhas e colunas
igualmente espacadas foi usado em
uma aula sobre area de poligonos.

A figura abaixo representa o tabuleiro
com um elastico fixado em quatro pre-
gos indicados pelos pontos A, B, C e D.

Considere u a unidade de area equiva-
lente ao menor quadrado que pode ser
construido com vértices em quatro pre-
gos do tabuleiro.

Calcule, em u, a area do quadrilatero
ABCD formado pelo elastico.

384.(UF-GO) A grama-esmeralda é uma das

450

mais difundidas no Brasil, usada para
cobrir terrenos, jardins, campos de fu-
tebol etc. Em certa loja de jardinagem,
essa grama é vendida em tapetes (ou
placas) naturais retangulares, cada um

com 0,40 m de largura por 1,25 m de
comprimento, ao preco de R$ 1,50.
Para o plantio, recomenda-se que cada
tapete dessa grama seja colocado no
terreno mantendo-se uma distancia de
2 cm entre um tapete de grama e outro,
em toda a volta do tapete. E, em rela-
¢ao as margens do terreno, recomenda-
se que haja uma distancia de 1 cm en-
tre a placa e a margem, conforme a fi-
gura abaixo.

1cm 2cm 2cm thm

1,25 m

0,40 cm

t1cm

Plantio dos tapetes segundo as recomendacdes

O dono de uma chacara procurou a re-
ferida loja para cobrir com grama-esme-
ralda seu terreno retangular, com dimen-
soes de 52,5 m por 25,4 m. Sabendo
que cada tapete sera plantado inteiro,
ou seja, sem ser cortado e seguindo as
recomendagoes acima, qual sera o custo
total com os tapetes de grama-esmeralda?

385.(UF-BA) Considerem-se, no plano car-

tesiano, os subconjuntos A = {(x, y) €
ER% x2 +y2<4},B={KxyY €R%
y<+3lxleC={kxy) €R%y=—2}
Calcule a area da regiao definida por
ANBnNC.
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Respostas das
guestoes de vestibulares

1. b 25. ¢ 56. d
2. d 26. c 57. Um deles da 5 voltas e 0
3. ¢ 27. b outro 4 voltas.
4. d 28. a 58. d
5 e 29. b 59. 2+.2
6. e 30.d R,—R, 2
1 2
7. 26 3L b 60. =/ — =%
8. d 32. b 61. b
9. V;V;FFV. 33. e 62. F; V; F; V; V.
10. e 34.b 63. e
11. d 35.d 64. ¢
12. a 36. d 65. d
13. b 31.b 66. a) 18w cm
14. ¢ gg' . b) 42 cm
15.b ' 67. a
16. a 40. 68, d
41. b :
17. F; V; F; F; W :
69. b
42. d
18.d 70. b
. 43. F; V; F; F; V. .
19. Sim
44. ¢ 7l. e
22 d 45. ¢ 72. ¢
- @ 46. ¢ 73. ¢
22.d 47. d 74. c
23. a) 2000 km 48. Vi V: E: V: V. 75. 3
b) oo = 105°
49. c 76. d
24.a) 10 50. F; V; V; V; V. 77
b) O mais rapido com- s e - d
pletou a prova em 51.b 78.d
1650 s. Nesse perio-  92- € 79. a
do, o mais lento per 53.d 80. c
correu aproximadamen-  54. a 81.d
te 9428,57 m. 55.d 82.c
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83. a 127.d
84. b 128.d
85. a 129.d
86. ¢ 130. Db
87.a 131.V; V; V; V; V.
88. 103000 km/h 132.d
89. F, F, F; V; V. 133. b
90. d 134.F,V;F; F; F.
91. F,F; F, V; V. 135. e
92. a 136.a) seno = V15
93. PA - QA = 24 cm? 4
94.5 b) Ac =215
95. ¢ 15
96. c 137.H=0,2m
97. ¢ 138.d
98. a 139.¢
99. b 140. a
100.d 141. e
101.a 142. b
102. b r?
103 4 143.th--2_r
104. ¢ 144. ¢
105.c 145. ¢
106.d 146. 15
107.c 147. 20
108. b 148.a) 15 minutos
109. e
110. a b) AB= M m
111. a 2
112.d 149.a) 100 cm
— b) 30°
113. BC =56 u.c. 150,
114. b 151. ¢
115.d 152. d
116.b 153.d
117. ¢ 154. a
118. a 155. a
119.a 156. a) b=3(\/§—\/§)m;c=é(2—\/§)m
120.F; F; V; F; F. 2 4
121.d
199 g b) 5(6+3V6-2/3-3V2)m
123. b 157.a
124. a 158. 4
125.F; F; V; V. 159. a
126. ¢ 160.F; F; F; V; V.
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184.
185.
186.
187.
188.
189.
190.
191.
192.
193.
194.
195.
196.
197.
198.
199.
200.
201.
202.

D YO OONTOQNYD®O®T T

RESPOSTAS DAS QUESTOES DE VESTIBULARES

Q

.C 203.
- Nao 204.
.C
.d
.45 cme 80 cm
Vi FV; R
BV VGV igz'
207.
208.
209.
210.
211.
212,
213.
214.
.a) 18w cm
b) 42 cm
e
c
b
c
a
d
e
b
1T(4 — x/i) cm
d
d
a
c
e
c
e 215.
b 216.
c
a) CD—4y3 217.
b) 6
©) Ay =943 2t

) Ascgmento =341 — 3J3) 220.

15

9,6e?2

a) 15

b) 3n?

1000 voltas

a) Sim. Demonstracao

b) Nao. Demonstracao

R$ 19 315,00

d

¢

e

a) Um esbogo da figu-
ra descrita no pro-
blema é o seguinte:

F G

Fundamentos de Matematica Elementar

221.
222,
223.
224,
225,
226.

227.
228.
229.

230.

231.
232.
233.
234.
235.
236.

2317.

238.
239.

240.
241.

242.

243.
244,
245.
246.
2417.
248.
249.
250.
251.
252.
253.
254.
255.
256.

a) 7242 m

b) 3643 m
10

2 20
(3 m
3
168 m
a) 3 tomadas e a dis-
tancia entre elas é
de 3,6 m.
b) 3,0m
a) 5J3m
) 5J7m

o

O 9 O T T T O Q®® T T O T
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257.

258.

259.

260.
261.

262.

263.

264.

265.
266.

267.

268.

269.

270.
271.
272.
273.
274.
275.
276.

1
a) —cm
2
b) (3\/§—w)cm2
c) 1cm
a) 0<x<16
b) x=8,y=16
a) 30°
b) 7
c) 2
3
d) X2
) 2
75
a) A=48cm?

161 +244/3
3000

57%

335

a)

2

N

(3v3 +2m)

E )

b)

99
= u.a.
4

a) FC =38
b) 52

c) 45°
61 cm?

R$ 868,00
a

o[

O O T T

2717.
278.
279.
280.
281.
282.
283.
284.
285.
286.
287.
288.

289.
290.

291.

292,

293.

294,

295.

296.
297.
298.
299.
300.
301.
302.
303.
304.
305.
306.

b 307.¢
e 308. c
e 309. a
b 310.e
a 311.c
a 312.a
b 313. As duas superficies
a tém areas iguais.
€ 314.98 m
ViViVi R R 315.a) 93,75%
€ po 50 b) 10
? 23 316.a) 443
b) u.a.
4 b) V3
2
;}2 m 317.a) 10cm b) %cm2
3J3 318. b
a) T u.a. 319.b
320.c
b) CO =60 u.c. 321.b
CD = 40 u.c. 322. ¢
a) ] 323.c
2 324.a
b) = 325.a
5 326. b
a) r=2 327.¢c
b) AB=12eAC =5 328. ¢
c) area (30 —4mu.a. 329 p
630 cm2 330. a
a) @ u.c. 331.b
2 332.e
b) 55 ua. 333.b
b 334. e
b 335. =
b 2
e 336. 19
c 337.c
a 338.d
d 339.a) 3
Z b) 27/3r?
d 340. 2m cm?
e 9
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341.a) h=3 352, 12 367.¢c
by r— 368. d
) =5 353. a) V3 369
) S=57-9 2 .a
_ 370.a
342.02 + 04 = 06 5 19n
343. ¢ b) ? e T 371.b
372.b
344.e o 3J3+6+5m 373.¢c
345. a) 25w cm? 6 374.b
2 354. e 375.c
b) 210w cm 355. ¢ 376.¢
346. 0,15 m2 356.F; V;V; V; V. 377.c
347 - 357.d 378.b
' —Tr —5 358.d 379.d
348.3) x =9 359.¢ 380.c
b) 156 cm? 360.a 381. ¢
349. a 361. e 382.a) 49,515 m?
350. 362.¢ b) 0,49515 m?
' 363.F: V: V: F; V. 383. 25,5 (2
1.a) 625(«3+1)cm? PViVi RV ’
351.8) 625(v3+1)em 364.F F: F: F: V. 384. R$ 3750,00
b) 2512 om 365. ¢ 385, 8177
2 366. ¢ 3
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SIGNIFICADO DAS SIGLAS DE VESTIBULARES

Significado das siglas de vestibulares

Cefet-MG — Centro Federal de Educacao Tec-
nolégica de Minas Gerais

Cefet-PR — Centro Federal de Educacao Tec-
nolégica do Parana

Cefet-SC — Centro Federal de Educacao Tec-
nolégica de Santa Catarina

CP2-MEC-RJ — Colégio Pedro Il do Rio de Ja-
neiro

Enem-MEC — Exame Nacional do Ensino Mé-
dio, Ministério da Educacao

ESPM-SP — Escola Superior de Propaganda
e Marketing, Sao Paulo

Fatec-SP — Faculdade de Tecnologia de Sao
Paulo

FEI-SP — Faculdade de Engenharia Industrial,
Sao Paulo

FGV-SP — Fundacao Getulio Vargas, Sao Paulo

FGV-RJ — Fundagao Getdulio Vargas, Rio de
Janeiro

Fuvest-SP — Fundacao para o Vestibular da
Universidade de Sao Paulo

Ibmec-RJ — Instituto Brasileiro de Mercado
de Capitais, Rio de Janeiro

ITA-SP — Instituto Tecnolégico de Aeronauti-
ca, Sao Paulo

Mackenzie-SP — Universidade Presbiteriana
Mackenzie de Sao Paulo

PUC-MG — Pontificia Universidade Catélica
de Minas Gerais

PUC-RJ — Pontificia Universidade Catélica do
Rio de Janeiro

PUC-RS — Pontificia Universidade Catélica
do Rio Grande do Sul

PUC-SP — Pontificia Universidade Catdlica de
Sao Paulo

Udesc-SC — Universidade do Estado de San-
ta Catarina

U.E. Londrina-PR — Universidade Estadual
de Londrina, Parana

U.F. Juiz de Fora-MG — Universidade Federal
de Juiz de Fora, Minas Gerais

U.F. Pelotas-RS — Universidade Federal de
Pelotas, Rio Grande do Sul

456

U.F. Sao Carlos-SP — Universidade Federal
de Sao Carlos, Sao Paulo

UC-MG — Universidade Catdlica de Minas
Gerais

UE-CE — Universidade Estadual do Ceara

UE-RJ — Universidade do Estado do Rio de
Janeiro

UF-AM — Universidade Federal do Amazonas

UF-BA — Universidade Federal da Bahia

UF-CE — Universidade Federal do Ceara

UF-ES — Universidade Federal do Espirito
Santo

UF-MA — Universidade Federal do Maranhao

UF-MG — Universidade Federal de Minas
Gerais

UF-MS — Universidade Federal de Mato Gros-
so do Sul

UF-MT — Universidade Federal do Mato Grosso

UF-GO — Universidade Federal de Goias

UF-PA — Universidade Federal do Para

UF-PB — Universidade Federal da Paraiba

UF-PE — Universidade Federal de Pernambuco

UF-PI — Universidade Federal do Piauf

UF-PR — Universidade Federal do Parana

UF-RJ — Universidade Federal do Rio de Janeiro

UF-RN — Universidade Federal do Rio Grande
do Norte

UF-RR — Universidade Federal de Roraima

UF-RS — Universidade Federal do Rio Grande
do Sul

UFF-RJ — Universidade Federal Fluminense,
Rio de Janeiro

Unesp-SP — Universidade Estadual Paulista,
Sao Paulo

Unicamp-SP — Universidade Estadual de
Campinas, Sao Paulo
Unemat-MT — Universidade do Estado de

Mato Grosso

Unifesp-SP — Universidade Federal de Sao
Paulo

Unifor-CE — Universidade de Fortaleza, Ceara
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FUNDAMENTOS DE MATEMATICA ELEMENTAR
é uma colec¢do consagrada ao longo dos
anos por oferecer ao estudante o mais
completo conteddo de Matemdtica
elementar. Os volumes estdo organizados
da seguinte forma:

complexos, polinémios,
equagoes

A colecdo atende a alunos do ensino
médio que procuram uma formagdo

mais aprofundada, estudantes em fase
pré-vestibular e também universitarios que
necessitam rever a Matemdtica elementar.

)
P Ntual

Os volumes contém teoria e
exercicios de op|ico(;610, além
de uma segdio de questdes de
vestibulares, acompanhadas de
respostas. Ha ainda uma série
de artigos sobre histéria da
Matemdtica relacionados aos
temas abordados.

Na presente edicdo, a secdio
de questdes de vestibulares foi

atualizada, apresentando novos
festes e questdes dissertativas
selecionados a partir dos
melhores vestibulares do pais.
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