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Apresentacao

Este livro é o Complemento para o professor do volume 9, Geometria plana,
da colecao Fundamentos de Matematica Elementar.

Cada volume desta colecao tem um complemento para o professor, com o
objetivo de apresentar a solugcao dos exercicios mais complicados do livro e su-
gerir sua passagem aos alunos.

E nossa intencdo aperfeicoar continuamente os Complementos. Estamos
abertos as sugestoes e criticas, que nos devem ser encaminhadas através da
Editora.

Agradecemos aos professores Manoel Benedito Rodrigues e Carlos Nely
Clementino de Oliveira a colaboragao na redacao de solucoes que sao apresenta-
das neste Complemento.

Os Autores.
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NN — Segmento de reta

17. AD=36=>9%x=36=x=4
AB = 6x = 24 cm
BC =2x =8 cm B C
A i i D
CD=x=4cm 6x 2x Tx
18. ipot(fa _Tesi A Q
PA = QB = PQ = AB P! t t |B
Demonstracao
Observando o segmento AQ comum a PQ e AB, temos:
PA=0B=PA+ AQ =AQ + QB=PQ = AB
19. Temos duas possibilidades:
1°)Bestaentre AeC 2% Cestaentre AeB
20
B C
At t 1C Al . B
20 12 12
AC=AB+BC = AC +BC=AB =
=AC=20+12=AC=32cm =AC+ 12 =20=AC =8cm
20. Bx +x =42 =x=7cm 42
B
AB = 5x = AB = 35 cm Al } 1C
BC=x=BC=7cm 5x X
21. Temos duas possibilidades:
1?) Bestaentre Ae C 2% Cestaentre Ae B
45 4x
Al :B 1C Al C B
4x X 45 X
4x + x =45 =x=9cm 45 + x = 4x = x = 15 cm
AB = 4x = AB = 36 cm AB = 4x = AB = 60 cm
BC =x=BC =9cm BC = x=BC = 15¢cm
9 | Fundamentos de Matematica Elementar
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22.

23.

24.

Temos trés possibilidades:

1%) 80
M B N C
Al } t P
5x 4x X
Bx +4x + x =80 =x=8cm
MN = MB + BN = MN = 2,56x + 2x = MN = 36 cm
2?) 5x 4x
M B N P
Al : : Ic
N—
80 X

1) BP + PC = BC = BP + x = 4x = BP = 3x

2)AB + BP =80 = 5x + 3x =80 =x=10cm

3)MN = MB + BN = MN = 2,5x + 2x = MN = 45 cm
3% 80
¢

M N

T 9

Al

X X X 2x

1)BP + PC=BC = BP + x = 4x = BP = 3x

2) BN + NP = BP = 2x + NP = 3x = NP = x

3)AC + BC = AB = AC + 4x = bx = AC = X

4)AP =80=2x=80=x=40cm

5) Se o ponto M dista 2,5x do ponto A, entao M é ponto médio de
PN.

Logo, MN = % e entdo MN = 20 cm.

Hipotese Tese
AB =CD = AD e BC tém o mesmo ponto médio
B M C D
AI I I : Ir
Demonstracao

Seja M o ponto médio de BC. Temos:
AM = AB + BM = CD + MC = MD

Como AM = MD, M também é ponto médio de AD.

Hipotese Tese
g5 [UAB=TD
—PY= 12) BC e AD tém o mesmo ponto médio
Fundamentos de Matematica Elementar | 9
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Demonstracao A B C

1) Observando o segmento BC, temos:
AC=BD=AC -BC=BD-BC=AB=CD
2) Analogo ao exercicio 23.

D

26. Temos duas possibilidades:
12) A M B A '
B +
MN = MB + BN = MN = 28  BC _ yy — AB+BC
2 2 2
M C N
23) At + + + g
MN = MC + CN = MN = (BM — BC) + CN =
BC BC
:>MN=(BM—BC)+7:MN=BM—BC+T=>
BC AB — BC
=>MN=BM - —=>MN=—7———
2 2
28. 0 segmento MN terd medida constante e igual & metade do segmento
AB.
Justificagao
Temos trés casos a analisar:
o AP AP
1.) T T
Ar M B N
BP BP
2 2
Neste caso temos: AP BP AP — BP AB
MN=MP—NP:>MN=7—7:>MN=T MN=7
2°) A, " P N B
AP AP BP BP
2 2 2 2
Neste caso temos:
My = AP BP N = AB
-T2 TVWTS
BP BP
39) 2 2
P M A N iB
AP AP
N 2 2
este caso temos:
BP AP BP — AP AB
MN=PN-PM=>MN=—7——-—=>MN=——F7—=MN=—
2 2 2 2
9 | Fundamentos de Matematica Elementar
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SO — Angulos

55.

59.

60.

65.

68.

72.

74.

75.

angulo — x

complemento — (90° — x)

“0 angulo mais triplo do complemento é igual a 210°.”
x+3-(90° — x) = 210° = 2x = 60° = x = 30°

angulo — x

complemento do angulo: (90° — x)

X
complemento da metade: (90° — —)
triplo do complemento da metade: 3 - <90° - —)

X
suplemento do triplo do complemento da metade: 180° — 3(90° - —)

2
2

2
9Ox

180°—3(9O°—1)=3-(90°—x):>—=360°:>x=80°

angulo — x

2 2

complemento do dobro do angulo — (90° — 2x)

suplemento

do complemento do angulo = 180° — (90° — x)

90° — 2
180° — (90° —x)—TX=85°:>x= 15°
Sejam x e y 0s angulos.
X 2
vy o7 = (x = 40°,y = 140°)
x +y=180°

O complemento do menor € igual a 90° — x = 90° — 40° = 50°.

angulo — x

complemento do angulo — (90° — x)

suplemento

do angulo — (180° — x)

“O triplo do complemento mais 50° € igual ao suplemento.”
3-(90° — x) +50°=180° — x = 2x = 140° = x = 70°

X € Z sao opostos pelo vértice = x = z

X e y sao suplementares =y = 180° — x

“x mede a sexta parte de y, mais metade de z.”
« = 180° —x | X

6
y = 180° —
Os angulos

+E:>6X=180°—x+3x:>x=45°

45° =y = 135°
sao da forma 2k, 3k, 4k, bk e 6k e somam 360°.

2k + 3k + 4k + 5k + 6k = 360° = 20k = 360° = k = 18°
O maior angulo € de 6k = 6 - 18° = 108°.

Hipotese: {

AOB = cOD

OX, QY sao bissetrizes

Fundamentos de Matematica Elementar | 9
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78.
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Temos duas possibilidades:
123)
t

Ox e Oy sao bissetrizes
a+b=052°

2a = 40°

=2a+ 2b=104°=
=40° + 2b =104° =
= 2b = 64°

=

Tese: 07( e (W sao semirretas
opostas

Demonstracao RN

O angulo entre OX e QY é dado por
(@a+b+c)
2a+2b+2c=360°=a+b+c=
= 180° - -

Portanto, OX e OY sao semirretas
opostas.

_ Hipotese Tese
rOs e sOt adjacentes
e complementares
Ox e Oy, respectivas
bissetrizes

< x0y = 45°

Demonstracao

Sejam a medida de rOx = x0s =
e a medida de sOy = yOt = B:
o+o+p+p=90=

=20+ 2B =90° =

= 0o+ B =45°= x0y = 45°

2a + 2b = 136°
a+b=068°

Resposta: o angulo formado pelas
bissetrizes € igual a 68°.

22)

Ox e Oy sao bissetrizes
a—b=052°

2b = 40°
=>a—20°=52°=
Sa=72°=>

= 2a = 144°

=

9 | Fundamentos de Matematica Elementar
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VMRV — Triangulos

91.

92.

98.

100.

101.

108.

a){AB=AC =>{x+2y=2x—y

AB = BC X+2y=x+y+3
[x—=3y=0
“ly=3 =(x=9,y=3)

AB =x + 2y = AB = 15
O perimetro do triangulo ABC € igual a 3 - 15 = 45.

b) B=AC=2x+3=3x—3=x=6
AB=2x+3=AB=15AC=AB=AC=15;BC=x+ 3=
=BC =9
O perimetro do triangulo ABC € igual a AB + AC + BC = 39.

Sejam ¢ a medida dos lados congruentes, b a medida da base e p o
semiperimetro. Temos:

{p=7,5 :{%Ho:

7,5
2 = =6mb=3m)

0 =2b

20 =4b

Resposta: Os lados do triangulo medem 3 m, 6 me 6 m.

AABCzADEC:{’fZ b, {30‘:20” 10° (o = 10°, B = 129)
B=E  |p+48 =58

jAC=CE:>{2x—6:22
|AB=DE [35=3y+5
Os perimetros sao iguais; portanto, a razao entre eles é 1.

ACBA = ACDE = = (x = 14,y = 10)

1)APCDEAPBA:>{PD =PA [y -2=2+17_\_10y=19
CD=AB Ix+5=15

2) APCD = APBA =AB = CD (1)
PC = PB
PBC = PCB (APBC é is6sceles)
CA = BD (usando (1) e o fato
de BC ser comum)

2L APCA = APBD

Logo, a razao entre os perimetros destes triangulos é igual a 1.

Hipotese Tese
AABC é is6sceles
AM é mediana }: MAB = MAC
relativa a base

Fundamentos de Matematica Elementar | 9
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Demonstracao

AB = AC (hipotese)

BM = MC (hipGtese) }%AABM = AACM
AM comum

Logo, MAB = MAC e concluimos que AM é
bissetriz do angulo A.

Hipotese Tese
AABC é is6sceles _
AD é€ bissetriz = .
relativa a base
Demonstracao
(AB = AC; BAD = CAD; AD comum) =
25 AABD = AACD = BD = DC

Hipotese Tese
AABC é isosceles

dobase® |_op-5E
CD é bissetriz de C

BE é bissetriz de B
Demonstracao

(EBC = DCB; BC comum; ECB = DBC) =

A4 ACBD = ABCE = CD = BE

Hipotese Tese
AM € bissetriz

AM & mediana }:> AABC é isésceles

Demonstracao

1) Tomemos P sobre a semirreta AT/I com
M entre Ae Pe MP = AM.

2) (AAMB = APMC pelo LAL) =
= (BAM = CPM e AB = PC)

3) (BAM = CPM; AM (bissetriz)) =
= CPM = CAM
Donde sai que AACP é is6sceles de
base AP. Entao: AC = PC.

4) De AB = PC e PC = AC obtemos
AB = AC. Entdo, o AABC é isésceles.

9 | Fundamentos de Matematica Elementar
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114.

115.

116.

117.

122.

123.

124.

126.

Desigualdades nos triangulos

Seja x o terceiro lado. Temos:
8 —21| <x<8+21=13<x<29

Se x é multiplo de 6 entre 13 e 29 (exclusive),entaox = 18 cmoux =
= 24 cm.

20 - 2x — (2x + 4)|<x + 10 <20 - A + A + 4 =
x+ 10 <24 X < 14
= =

=
[16 — 4x] <x + 10 —x—10<16 —4x<x+ 10
X < 14
X <14 26
Sl x—10<16—4x =4I X <3 =>%<x<23—6
16 — 4x < x + 10 x>

Aparentemente temos duas possibilidades: 38 cm ou 14 cm.

Mas um tridngulo de lados 14 cm, 14 cm, 38 cm nao existe, pois
nao satisfaz a desigualdade triangular.

O triangulo de lados 38 cm, 38 cm, 14 cm satisfaz a desigualdade
triangular.

Resposta: 38 cm.

AC = b = 27, BC = a = 16, AB = c é inteiro
C<A<B=c<16<27=c< 16

O valor maximo de AB é 15.

Sejam: a: hipotenusa; b, c: catetos. Temos:

a>b b+c
{ =>2a>b+c=>a>
a>c b
at+b+c
a<b+c:>2a<a+b+c:>a<T
. A
De acordo com o teorema do angulo Al
externo, temos: o > f.
(o>B,Bp>A=a>A
B @
A
c<x+y<a+b
b<x+z<a+c¢c =
a<ytz<b+c B C
Fundamentos de Matematica Elementar | 9
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Sat+tb+c<2x+y+z)<2@+b+c)=
:>a+b+c

5 <x+y+z<a+b+c

XxX<m-+n X+y+z<(p+qg)+n-+o)+(m-+r
v

127. y<r+q = / ‘/‘H—’/H—/

z<o+p X+tyt+z<a+b+c

_
128. 1) Tomemos A' sobre a semirreta AM,
comMentre Ae A'e MA' = m,.
2) (AAMB = AA'MC pelo caso LAL) =
=>AC=c
3) No AAA'C temos:
b—c|<2m,<b+c= B

b—cl _

:>|_ <b+c
2

a

129. 1) De acordo com o exercicio 128, temos:

_l’_
(ma<b;rc;mb<a20;

=>mg+tm,+tm<a+b+c

2) AABM: ¢ < m, + % Analoga-

c b 2 2
mente,b<mc+§,a<mb+5. 2 2
. + b +
Somando membro a membro as desigualdades, temos atb+e <

<m, + my + m,.

9 | Fundamentos de Matematica Elementar a
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AR — Paralelismo

147. a) Os angulos internos sao dados por (180° — a), (180° — B) e
(180° — ). Como a soma destes deve ser igual a dois retos, temos:
(180° — o) + (180° — B) + (180° — ) = 180° = o + B + y = 360°.
b) De modo analogo:
(360° — a) + (360° — B) + (360° — ) = 180° = o + B + y= 900°
148. a)C =x+ 15° = (x + 15°) + (x + 15°) + x = 180° = x = 50°
b) ACB = 180° — 4x. AABC é is6sceles de base BC = 180° — 4x = x =
= Xx = 36°
C)A = 180° — (x + 70°) A =110° — x
. 180° — A = 180° — (110° — x) (=X = 70°
C = — X =
2 2
149. d) AB = 1) AACD é is6sceles =
= ACD = x
2) ADC = 180° — 2x
3) CDB = 2x
4) ACBD ¢ is6sceles =
= CBD = 2x

5) BCD = 180° — 4x

6) AABC € isdsceles =
= 180° —4x + x = 2x=>
= x = 36°

f) 1) AABD é isésceles =
= ABD = 65°
2) ADB = 50°
3) BDC = 130°
4) ADBC é is6sceles =
= x = 25°

= x = 30°y = 40°

X +y=2x+ 10° —Xx +y=10°
g) =
Xx+y+2x+ 10° +y = 180°

3x + 2y = 170°

Fundamentos de Matematica Elementar | 9
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h) 1) AABC € is6sceles = ACB = 2x +y
2) ECD = 180° — (x +y) — (2y — 25°)
3)E D ACB (0.p.v.)
4) ACDE é is6sceles = x + y = 2y — 25°
180° — (x +y) — (2y —25°) =2x +y
3)ed)= = x=15°%y = 40°
X+y=2y—25°
A D
2y-25° E
152. Construimos aretat,t//r,t// s. 40° '
t divide o angulo de 112° em dois
outros: y e z. 112°

y = 40° (alternos internos)
y+z=112°=z=72°
Z = X (alternos internos) = x = 72° X

154. Construimos aretat,t//r,t//s.
t divide o angulo de 100°em x e y.
x = 180° — 3a (colaterais internos)
y = 180° — 20, (colaterais internos)
X +y=100° = 360° — 5a = 100° =
= o = 52°

165. Do AABC temos:
2b + 2¢ + 80° = 180° = b + ¢ = 50°

Do ABCD temos:
b+c¢c+x=180°=
= 50° + x = 180° = x = 130°

9 | Fundamentos de Matematica Elementar
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167. angulo do vértice: x

5

angulo da base: (180" - ZX)

5
X + 2(180° - Zx) — 180° =

= x = 120°

Resposta: os angulos medem 120°, 30° e 30°.

168. Seja x o valor dos angulos externos em
B e C. Temos:
- 2x o X
A=10>""%
%+ 2 - (180° — x) = 180° = x = 100°
A= %: A = 20°

169. AABC: x + 2b + 2¢ = 180° =

180° — x
sht+o=—o X
2
APBC: x + 76° + b + ¢ = 180°
180° —
x+76°+%=180°:>
= X = 28°

170. o € angulo externo do AABD = o =

B é angulo externo do AACD = 3 =

174.  ACDE: CDE = 180° — 6p;
ECD = 100°
x + 100° + (180° — 6B) = 180° =
= x = 6B — 100°
AABC: 3B + B = 100° =

=B =25°
x=6p — 100° =
= x = 50°

Fundamentos de Matematica Elementar | 9
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176. Considere as figuras:

A A
15°
75° s 75°
2 X 2 y 2
- c B - C B _
Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3
a) E facil deduzir (figura 1) que os angulos medem 30°, 75° e 75°.
75°  75°
b) De acordo com a figura 2, temos x + + —— = 180°. Donde

vem: x = 105°. 2 2

c) De acordo com a figura 3, temos:
x + 15° + 37° 30' = 180° = x = 127° 30'
y =15° + 37° 30' =y = 52° 30’

X + (x — 28°) + (x + 10°) =

segundo angulo: x — 28°
= 180° = x = 66°

179. primeiro angulo: x }
terceiro angulo: x + 10°

Resposta: os angulos medem 66°, 38° e 76°.

182. Prolonguemos a reta AHB
Na figura temos:
B=2m+3m = =5m
oa=pB+m=oa=6m

183. 1)A +B +C=180"=
=B+ C= 180° —A
2)2b + B = 180° . A
2¢ + C = 180° o
= 2(b + ¢) = 360° — (B + C)
3)2(b +c¢)=360°—(B+C)=
= 2(b + ¢) = 360° — (180° — A) = /. A
=180° + A BB CAC
/4\/\{b C/I
\ Ilc
\\x,’/
° 4 A ~ A
4)x+(b+c)=180°:>x+180TA=180°:>x=90°—§

9 | Fundamentos de Matematica Elementar
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184. Na figura marcamos os angulos de A
mesma medida. 48°

AABD: x +y =1z + 48°
AACD:y =z + x

Subtraindo membro a membro:
X =48° — x = x = 24°

185. Seja x a medida do angulo A. Temos:
1) AAEF é is6sceles = FEA = x
2) DFE é externo ao AAEF = DFE = 2x
3) DEC é externo ao AAED = DEC = 3x
4) ACDE é isésceles = DCE = 3x
5) BDC é externo ao AACD = BDC = 4x
6) ABCD é isésceles = CBD = 4x
7) AC = AB = BCD = x
8)A +B+C=180°"=
= X + 4x + 4x = 180° = x = 20°

187. Na figura temos: R R

1) AABC é is6sceles = ABD = ACD

2) EDB, ACD correspondentes =
= EDB = ACD

3) FDC, ABD correspondentes =
= FDC = ABD

4) AEBD e AFDC s3o isésceles B3 D 4 C
Indiguemos por x e y os lados de mesma medida desses
triangulos. Temos: AE + ED + DF + AF = (AE + x) + (y + AF) =
=5+5=10cm.

188. 1) Indiqguemos as medidas AB = AC = b
e CD = a, donde obtemos BC = a + b.

2) Tracemos AP com AP = b, de modo que
BAP = 60°. Obtemos dessa forma o
triangulo equilatero APB de lado b.

3) Consideremos agora os triangulos PAD
e ABC. Note que eles sao congruentes
pelo caso LAL.

Logo: PD = AC = b e APD = 100°.

4) De PD = b concluimos que o APBD
€ isosceles. Neste triangulo PBD,
como P = 160°, concluimos que D
B =D =10

5) Finalmente, de ABP = 60°, DBP = 10° e
CBA = 40°, concluimos que CBD = 10°.
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=N R /M — Perpendicularidade

192.

193.

198.

199.

1) (AHB = 90°, B = 70°) =
= HAB = 20° X
2) AS é bissetriz = SAC = 35°
3) AABC: (A = 70°,B = 70°) =
= C = 40°
B
a)
E
C D
A 25° - 1Y
|B D c| E
1) ACB = 65° 1) Prolongamos AB até cortar )
em E.
2) ACB e DCE sdo o.p.v. = 2) AAED: E = 55°
= DCE = 65° 3) ABCE: x = 90° + 55° =
3)x = 90° — DCE = x = 25° = X = 145°
AABH = HAB = 30° A

1)

2) AACH = HAC = 70°
3)SAC = 70° — x

4) AS é bissetriz = x + 30° =
=70°—x=x = 20°

1) Usando o resultado do exercicio 194:

x+%x=180°:>x=108°

2)B=%x:>f3=72°:f\

3)A+B+C=180°=C = 36°

Resposta: os angulos medem 36°,
72°e 72°.
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B 65° m X C C Il Il . B
M T LLI M LLI H
1)AM =MC = C =x 1) AM = MB = B = 50° + x
2) AABC: x + 90° + 65° = 180° = 2) AABH: x + 50° + x = 90° =
= x = 25° = x = 20°

203.

204. 1) AM € mediana =
= AM = MB = BAM =
2) BF é bissetriz = ABF =
3) x é externo ao AABF =
x=B+ B_38
ZXTETST

B
B
2

205. 1) AAMS: M = 68°, AMC = 112° A
2) AM = MC = AAMC is6sceles =
= C = MAC = 34°
3) AABC: B = 56°
Resposta: B = 56; C = 34°.
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207. 1) APBC: b + ¢ + 116° = 3) Usando o resultado do exercicio
= 180°=b + ¢ = 64° 194, temos:
2) AABC: 2b + 2¢ + A = H,0H, = 128° = H,0C = 52°
= 180° = A = 52°
A
4

/XD 116° oK\

208. 1) AABC: =90° +B + C =180°= A
=B+ C=90°
2) AACH: HAC = B
3) AAMC é is6sceles = MAC =
4)x+B=C=x=C-8B

Procedendo de modo analogo, obtemos: 5
B)x=B —-C R R
Logo, 4),5) = x = |B — C|.

209. Hipotese 7 Tese

AM & mediana J]>:>AABC é retangulo
AM = BM = MC

Demonstracéo
1) AABM é€ isosceles = ABM = MAB = o A
2) AACM é is6sceles = ACM = MAC = f3
3) AABC: 20 + 2B = 180° = o + f = 90°
4)o + B =90°= A=90°
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211. Hipotese Tese
AABC é is6sceles

BD: altura relativa a AC = BD = CE
CE: altura relativa a AB

Demonstracao

BC = CB (comum) "
ABC = ACB (AABC isésceles) | =—— ABCE = ACBD =
CEB = BDC (retos)

212.  AM é lado comum

AMB = AMC (AM 6 altura) | === AAMC = AAMB =
BM = MC (AM é mediana)

= AB = AC = AABC é isésceles

214. Conforme a figura:
1) AABC: 2b + 2¢ + 90° = 180° =
=b +c=45°
2) AIBC: X + b + ¢ =180° =

Rl
Q

= x = 135°
215. Hipotese Tese A
BE =CD AABC é isésceles
Demonstracao
(BE = CD; BC comum) g D

= ABCD = ACBE = CBD = BCE =

= AABC ¢ isbsceles B

220. 12 parte:
AAHB: h, <c
Analogamente: h, < a; h, < b.
Somando as desigualdades, temos:
h, +h,+h;,<a+b+c
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22 parte:
AABH: ¢ < h, + x

2h,>b +c¢c—a
AACH:b<ha+a—x}:> a

Analogamente: 2hy, >a + ¢ — b; 2h, >a + b — c.
a+b+c

Somando as trés ultimas desigualdades: h, + h, + h, > 5

Sendo M o ponto médio de
DE e indicando AB = /, temos ) B E
DM = EM = . 18 182

Note que também BM = /. ’ X

Dessa forma concluimos que 7
os triangulos ABM e BME z~1p
sdo is6sceles. Calculandoos 5~ A C
angulos das bases, obtemos

X = 36°.

Tracemos SR tal que SR L BC.
Temos: B

(BS comum; SBR = SBA, R = A) ==
= ABSR = ABSA = R

AS = SR
= S
ASRC = SR < SC

}:>E<§

AL C

1) Os angulos da base devem
medir 70° cada.

Dai, EBD = 35° ECB =
= 55° BPC = 90°.

2) Note que BP é bissetriz e
altura. Assim, o ABCE é
is6sceles e entao PC = PE.

3)Note agora que DP é
mediana e € altura no
ACDE. Entdo, ACDE é
is6sceles e dai:

DEP = 15°.
4) Do ADEP tiramos x = 75°.

9 | Fundamentos de Matematica Elementar



MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

MR — Quadrilateros notaveis

226. a)PA=PB=B =x
100° + 120° + 3x + x = 360° =
= x = 35°

b) Tracamos BD.
AABD e ABCD sao isésceles =
= ADB = 40°, CDB = 70°
X + 40° + 70° = 180° = x = 70°

227. a) A

AP bissetriz = BAP = 65° ©
Indiquemos por 2y o angulo B.
BP é bissetriz = ABP = PBD =y
AABP: x + 35° =y + 65°

ABDC: x + 2y + 80° + 130° = 360°

1)
2)
3)
4)

=x = 70°

b)

1) Marquemos os angulos congruentes determinados pelas bissetri-

zes AP e BP.
2) APAB: a + b = 180° — x 1 _ o
ABCD: 2(a + b) + x + 100° = 360° [ ~X = 100
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229. De acordo com a figura, temos:
AABP:a + b = 180° — x
AQCD:c +d=180° —y
ABCD: 2(a + b) + 2(c + d) = 360° =
= 2(180° — x) + 2(180° — y) = 360° =
=X +y=180°

231.

1?2 parte

Trapézio ABCD: 2d + 110° = 180° = d = 35°
APCD: ¢ +d + (x — 15°) = 180° = ¢ + 35° + x — 15° = 180° =
= c + x = 160° (1)

Trapézio ABCD: 2¢ + x = 180° (2)

(1) e (2) = x = 140°

22 parte
¢+ x = 160° = ¢ + 140° = 160° = ¢ = 20° = BCD = 40°

235. AD =20cm,BQ =12cm = 20
= CQ = 8cm D
Se BQ = BP = 12 cm, entao
ABPQ é isésceles, P = BQP e
BOP = CQD (0.p.v.). 8
Como AP // CD, temos
APQ = CDQ (alternos internos) =
= ACQD é isésceles = C 12 B
= CQ =CD = 8 cm. 8 Q
Logo, o perimetro do paralelo- 12
gramo ABCD vale 56 cm.

244, Sejam a e b 0s angulos consecutivos. Temos:

a+b=180°
2(a + b) = (a =110°b = 70°).

a—b= 9

Resposta: os angulos medem 110°, 70°, 110° e 70°.
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245.

247.

251.

252.

Hipotese

ABCD ¢ paralelogramo = APB = 90°
AP e BP sao bissetrizes

Demonstracao

ABCD € paralelogramo =
=

= 2a + 2b = 180°
=a+b=90°

APAB:a + b + APB = 180° =

= APB = 90°

ABCD é€ losango = as diagonais

sao perpendiculares

- 1
Seja PAB = 3 90°

Entdo, temos: no AABP, ABP = 60°.
Como as diagonais do losango sao

também bissetrizes,

losango sao: 60°, 120°, 60°, 120°.

Tese c

A B
30°
= 30°.
160°/\p
os angulos do 60°
30°

C

Os angulos a que se refere o enunciado sao adjacentes a uma
mesma base, senao sua soma seria 180°. Sejam x e y 0s angulos.

Temos:
{x +y=78°
X —y=4°

= (x = 41°,y = 37°)

O maior angulo do trapézio é o suplementar de y, que é 180° — 37° =

= 143°,
Resposta: 143°.

Seja ABCD o trapézio,com C = 80° e D = 60°. Dai, A = 120° e B=100°.
19) 29) 39)

Angulos formados
pelas bissetrizes de
A eB:

AABP =

= 50° + 60° + x =

= 180° = x = 70°

Angulos formados Angulos formados
pelas bissetrizes de  pelas bissetrizes de
deCebD: BeC:

ACDQ = ABCR =

=40°+30°+y= =50°+40°+z=
=180° =y =110° =180°=1z=90°
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Angulos formados Angulos formados Angulos formados
pelas bissetrizes de  pelas bissetrizes de  pelas bissetrizes de
A eD: AecC: BeD:

AADS = Quadrilatero ABCT: Quadrilatero BADM:

= 60° + 30° + w = 60°+100°+40°+t= 50°+120°+30°+m =
=180°=w=90° =360°=t=160° = 360°=m=160°

254.  a)1) PAB = 60°, BAD = 90° = PAD = 30° } Sb _ o
2) PA = AD = AAPD é is6sceles = ADP =75
D C
X P
A b B
b) 1) PAB = 60°, BAD = 90° = PAD = 150°} o
2) PA = AD = AAPD é isésceles = ADP =15
D m A
L} I;
60
P
C B
255. D)
X = 2y — 7
3x+1 2 = X = 6! y = E
2y-7 3+ 1 ’ 2
y y =
! ! 2
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256.

259.

262.

263.

. o 14 A
DE é base média = DE = - = 7

. - 9 9 11
EF é base média = EF = 5= 4,5 D E

1
DF é base média = DF = > = 5,5
B HI 0 C
14 F

Perimetro ADEF =7 + 4,5 + 5,56 = 17

12 parte

M, N, P, Q sao pontos médios de
AD, AB, BC, CD;

MN = NP = PQ = QM .
AABC = AC = 2NP }: C=
AABD = BD = 2MN

2% parte:

M, N, P, Q sao pontos médios de
AD, AB, BC, CD;

MNPQ € retangulo

AABC = AC // NP } =

AABD = BD / MN

= AOB = MNP = AC L BD

Sejam B a base maior e b a base menor. Temos:

B+b
5~ 20
= (B =24cm;b =16 cm)
53
)
20
AABC:>PR=A2—B:>PR=7:>PR=:LOCm
CD 12
ABCD:>RQ=7:>RQ=7:>RQ=60m
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RS é base média do trapézio = D 12 c
20 + 12
RS =——F———=RS=16cm
SV \R
A 5 B
+7
x:y2 ,
=10;y =13
By i
2 y
+
16=%=>z=19 7£ 16 X
y R
d)AACD:MP—E
ABCD:NQ—l
MN=%+y+1+%:>x—2y+5=2y+1
X —y =
y+1=T=x—3y=2

M P Q
y+1
A X

265. Note que no ABCE da figura o p b
angulo C mede 45°. Logo, 0 ABCE T[I
é isosceles e entdao BE = h. Como
AE = b,temos BE = B — b.
Portanto, h = B — b. h
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266.

267.

268.

269.

270.

Seja ABCD o trapézio, com C =
— 300

Tracemos BF, BF L CD, B

= 2h. h
ABCE = B = 60°1:>

ACEF = F = 60°j

= ABCF é equilatero de lado 2h

Portanto, h = %

NE

Seja o paralelogramo ABCD, E
ao lado. Sejam AF e CE as bis- 2 Va
setrizes dos angulos obtusos. a

AD //BC

DEC = BCE (alternos)

DEC Z}:A_F//ﬁ a

1: EC=a
J DEC

EAF

Da figura podemos concluir que:

4a+4b = 360°=a + b = 90° A F B
Quadrilatero BFOG = b | b
= FOG =a + b =90° (1) '
AAOB é is6sceles AFE — ORE — Ep-----42 < G
94 + b — 180° }:OAF OBF=b .

ABOF = F = 90° (2) !
(1), (2) = EG // AB H
Analogamente, FH // AD.

Seja BAC = a. X

BAC, ACD alternos internos__ = ACD = a | _,
AABC é is6sceles de base AC = BCA = a |
= AC é bissetriz do angulo C
Analogamente, BD é bissetriz de D.

A B
Seja o paralelogramo ABCD.
AD = BC (lados opostos)
DAC = BCA (alternos) }
AQD = BPC (por construgao) P
= AAQD = ACPB = BP = DQ D C
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271. Inicialmente observemos que
P é ponto médio de AC e Q é
ponto médio de AB.
AQ=BQ=AP=PC =7/

MQ €é base média = MQ = KJL
MP é base média = MP = ¢
= APMQ € losango

272. Seja ABCD o quadrilatero com
A = C = 90°, BE bissetriz de A
B, DF bissetriz de D. N
Temos:
ACDF = d + x = 90° }:m —
ABCD = 2b + 2d = 180°
b e x sao correspondentes =
= BE /DF

273. Unimos E com M, ponto médio de BC. Temos:
CME = BMG (0.p.v.) e
CM = BM 24, ACEM = ABGM = (EM = MG, EC = BG)

C = B (retos)

Além disso, como BC + CE = AE, temo
EC=BG=AG=AB +BG=BC + EE_E

(EM = MG, AG = AE, AM comum) == AAME = AAMG = GAM=EAM =«

LAL

(BM = DF, AB = AD, B = D) == AABM = AADF = BAM = DAF = o,
Logo, BAE = 20 = 2 - FAD.
F E
Dr - ok
/\)\M
(x,// N
Aale H__ N\
A B G
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.\ S[KoRY/[[@ — Pontos notaveis do triangulo

278.  Tracemos a diagonal BD.
ABCD é€ paralelogramo = BQ = DQ

= P é baricentro do AABD =

DP_ 16
SX= T EX= X =

279. 1) DHE e BHC s&o o.p.v. = DHE = 150° A
2) Quadrilatero ADHE = A = 30°

282. Temos duas possibilidades:
1?)

APN = 50° = PAN = 40° = A = 80° NPQ = 50° = NPR =
. . =130°= A = 50°
Entao, B = C = 50°. Entao, B = C = 65°.
< by y+2=2x
283. a) P é baricentro = = =
) {y=2(7—x):>(x 4,y = 6)
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b) Tracemos a diagonal BD. Seja

BD N AC = {M}.
Note que G € baricentro do ABCD.
A diagonal AC mede 8 + x. Dai, A B

+
AM = Mc = 35X

2

8 +
MG = MC — GC = X x=
8 —x

= MG =

2 I} L
G é baricentro do ABCD =
5>GC=2-MG=x=8 x>
=x=4

. A
286. Quadrilatero ADOE = DOE = 110°
Quadrilatero CEOF = EOF = 130°
Quadrilatero BDOF = DOF = 120°
A razao entre os dois maiores angu-
los formados pelas alturas vale:
130° g 120° 1_2
120° 12 %Y7130° T 13
B F C
288. PQ é base média do AABC = AP =
=PC = 15cm. c
&ABC é retangulo o <O
BP é mediana relativa a ; = !
hipotenusa P
= BP = 15cm o &S
0 é baricentro do AABC = > o
= PO =5cm. A H . # B
Q
_ D M C
289.  Tracemos a diagonal AC, que inter- .
cepta BD em Q. Temos: o
AQ = CQ < bari X
DM = MC }:>P é barlcent;o do AACD b P
AM=AB:15=>AP:§-15=> Y
= AP =10 L2 Q
,\X/
AL B
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290.

291.

7S )/ BC :{RQB = QI:BC (alternos)
SQC = QCB (alternos)
{ARBQ é is6sceles :{RQ = RB
ASCQ € isésceles QS = SC
Temos:
Perimetro do AARS =
= (AR + RQ) + (QS + AS) =
= (AR + RB) + (SC + AS) =
=15+ 18 = 33 cm

Para facilitar, sejam

A =2a,B=2beC = 2c.
AABC = 2a + 2b + 2¢ = 180° = A
=a+b+c=90°

Dai:

a+b=90°—-c
at+c=90°—-b

b+c¢c=90°—a

AAOB = AOB = 180° — (a + b) =
= AOB = 180° — (90° — ¢) =
= A0OB =90° + ¢ =

:>AOB:90°+%

Analogamente, AOC = 90° + %; BOC = 90° + %

[ \nlINeY)@ — Poligonos

293.

294.

e) AB/ED = A+ E = 180°
ABCDE é pentagono =
=A+B+C+D+E =540
=A+E)+B+C+D=540"=
= 180°+ (x+20°)+90°+ (x +10°) =
= B40° = x = 120°

a) Quadrilatero ABCD:
A+B+C+D =360°= A
= 90° + 110° + 90° +
+ 180° — x = 360° =
= x = 110°
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b) Quadrilatero ABCP:
X+ 15° + B + 65° +
+ 180° — ¥ = 360° =
= B = 100°
Pentagono ABCDE:
A+B+C+D+E =540°=
= 2x + 30° + 100° + 130° +
+ 90° + 85° = 540° =
= x = 52°30'

¢) Analogo ao item b.

d) Sejam A = 2y e D = 2z. Temos o
que segue:
Pentagono ABCDP =
=y +90°+ 160° + z + 135° =
=540° =y + z = 155°
Hexagono ABCDEF =

= 2y + 90° + 160° + 2z + x +
+ 40° + x = 720° =
=2(y+2z)+2x+290°=720°= F
= x = 60°

297. a) Note que o ABPC € isé6sceles,
pois BP = BC.
O angulo interno a; do pentagono
540°
5
ABP = 60° = PBC = 48° =
=X = 66°

mede a; = = 108°.

b) AABP é equilatero = BAP = 60°
E =108°
AADE é is6sceles
DAE + BAP + x = 108° =
= 96° + x = 108° = x = 12°

}::» DAE = 36°
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298. a) BAF = 90° = FAE = 18°
AABE é isosceles = AEB = 36°
x é externo ao AABE = x = 36° + 18° = x = 54°
GAF = 45°, x = 54° = EAA = 81° = GHAB
ACBD é is6sceles = CBD = 36°
EBA = AEB = 36°
y + DBE + GAB = 180° = y + 36° + 81° = 180° = y = 63°

}:DBE = 36°

D

F G

E C
36°
X H
81° y
18 36°
A B

b) AF = AG = AAFG € is6sceles | _ . _ - e
BAG = 90° — FAG = 30° [ TG =757 =y =45
Note que FGA = 75°, AGI = 90° e, entao: HGI = 15°.
Analogamente, JIG = 15°.

AGH = x = 15° + 15° = x = 30°

E D
% H
A//v . J X=3(I)
. Ty 7 C
/S 15°  15°
5y 92
&
ol
A B
311. De cada vértice partem n — 3 diagonais. Logo, n — 3 = 25 e, entao,

n = 28.
Resposta: o poligono possui 28 lados.
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Seja 2x 0 angulo interno.
Quadrilatero ABCP =

:>x+2x+x+§-2x=360°:

=x=81°=3a =162°=
=a, = 18° =
360°

=18"=n=20

n=20=a = 162°=a, = 18° '
APBC = P = 180° — 18° — 18° =
= P = 144°

Observando o quadrilatero MBNP,
temos:

B =156°= a=156°=
=a,=24°=

:>36O=24°:>n=15

_n(n—3)
d= 2

1 —

d:M:dzgo

2
Sendo d = M temos:
d+21:(n+3)~(n+3—3)=>n(n—3)+21:(n+3)-n:

2 2 2

+ 3 -3

(”2)'”—”(”2 ) _ 01 Snfn+3) —(n— 3)] = 42 =
=>6n=42=n=17

_ n(n = 3) 0 =3)_ 4
d= > =d= > =d=14
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324.

328.

331.

Quadrilatero ABCD:
A =180° — (a + b)
B =180° — (c + d)
C=180°— (e + 1)
D = 120°
=A+B+C+D=2360=
= 180° — (@ + b) +

+ 180° — (¢ + d) +

+ 180° — (e + f) + 120° =
= 360° =
=sa+b+c+d+e+f=300°

d

D 180° - (e + f)

Ny

=n; =n+1;n3=n+2
n(n —

;N
3)2+(n+1)(n+1—3)+(n+2)(n+2—3)

2 2 2
=n2-n—-20=0=n= —4(ndoserve)oun =>5
O poligono com maior niimero de lados € o que tem mais diagonais.
Logo,n; =5+2=n,=7.

(n+1-2)-180° (n—2)-180° _

=28 =

n+1 n 5=
(n—l)-180°_(n—2)-180°_ o
n+1 n ==
—n(n—1)-180°— (n+ 1)(n — 2) - 180° = 5° - n(n + 1) =
=n+n-72=0=(n=-9o0un=8=n=38

[ nlIkep@ — Circunferéncia e circulo

342.

343.

()R, + Ry =T7;(2)R, + R, =5;(3)R; + R, =6

Somando (1), (2) e (3) temos R, + Ry + R, = 9. (4)

Fazendo (4) — (1),vem R, = 2; (4) — (2) vem R; = 4; e (4) — (3) vem
R, = 3.

a)
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354.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

PA = PQ = APAQ é is6sceles .
PB = PQ = APBQ ¢ isGsceles [ quadrilatero APBQ =
APB = 80°

:>2a+2b=280°:>a+b=14O°}:AQB:14O°

AOB=a+b

b) Tracamos a reta t, tangente comum
pelo ponto Q. Prolongamos BP até
interceptar a reta t em R.

A H—s K
_ 'R
Note que t N AP = {S}. !

SA = SQ = ASAQ € isbsceles

RQ = RB = ARQB é isésceles ; quadrilatero APBQ =

APB = 100°

=2a + 2b =260°=a+b=130°]|
AQB=a+b |

—AQB = 130°

R—r<d<R+r
d=20cm;r=11cm
R € muiltiplo de6}
9<R<31

=
b
= ((R=12cm ouR =18 cmou \

R=24cmouR = 30cm)

}:>R—11<20<R+11:>9<R<31

Sejam R,, R e R, os raios das circunferéncias de centros A, B e C,
respectivamente. Temos:

R, + Rg =12(1)

Re — Ry, =17 (2)
R, — Rg =13 (3)
2)+3)=2-R,. - (R, + Ry) =30 =2R, - 12 =30 =
>R, =21m=R,=4m=R;,=8m

Resposta: R, =4 m,R; = 8m, R, = 21 m.
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355.

359.

361.

364.

Seja AP = x. Entdao, PB = 7 — x = BQ. c

BQ:7_X}:>QC=x—1=CR X1

BC =6 Q 9-x
25:2_1}:AR=9—X -

Mas:AR=AP =9 —x=x=

=x=45 B X A

Temosa+b+c=2p=
=b+c=2p—-—a()
SejaAP = x = A0 = x = B—<"XO X A
=50B=c—x=>BR=c—x=> c-x
=sRC=a+x—-c=
=CP=a+x—-c¢

Como CP + AP = b, temos
atx—ct+x=b=

a+X-—-c¢C
=>2x=b+c—a L e x—c
Utilizando (1), segue que
2x=2p—a—a=Xx=p—a C

Note que RA = RC, que SB = SC e
que PA = PB.

Temos:

perimetro APRS =

= (PR + RC) + (SC + PS) =
= (PR + RA) + (SB + PS) =
=PA+PB=10+10=20cm

Temos BC = 26 cm (Pitagoras).
De acordo com a figura:

(10— +((24 -1 =26=
=r=4cm
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366.

367.

370.

371.

372.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

De acordo com as medidas indi- B
cadas na figura: e-r
c-r P
c—n+b-n=a=
b+c—a
=—F b-r

=r= > ——0°

r r

ol
A r S b-r S

a=(b—r)+(c—r):>a=b+c—2r}
at+tb+c=2p=b+c=2p—a
Sa=2p—a—-2rsa=p-—r

Observe que a altura do trapézio A 10 D
(AB) tem medida igual a 2r. - -
ABCD é circunscrito =

= AB + CD = AD + BC
Entao:

2r+ 13 =10+ 15=r=6

Sejam a e b dois lados opostos e ¢ e d 0s outros dois lados opostos.
Temos:

a—-b=81);c—d=42j;a+b=c+d@);a+b+c +d=056(4)
Substituindo (3) em (4):

at+tb+at+b=56=a+b=28(H)

B5)e(1l)=>(@=18cm,b = 10cm)
(3)=c+d=a+b=c+d=28(6)

(6)e(2)=>(c=16cm,d = 12 cm)

BC =4

perimetro AABC = 10
DP = x= DQ = x
EQ=y=ER =y
BR=z=BS=2SC=4-2z=CP)

}:AB +AC = 6 (1)
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374.

375.

376.

1)=>AB+AC=6=

= AE + ER + RB + AD +
+DP+PC=6=

=AE+y+z+ AD +
+x+4-z2=6=

=AE+y+AD +x =
= 2 cm, em que
AE+y+AD +xéo
perimetro do AADE

D w SZC

Hipotese: ABCD é paralelogramo circunscrito

Tese: ABCD é losango

Demonstragcao

Basta mostrar que AB = BC.

AB=CD=x+y=z+w(1)
AD=BC=x+w=y+2z(2)

Somando membro a membro (1) e (2), obtemos:
2X+y+WwW=2Z7+y+woXx=12

Entao:

AB=x+y=z+y=BC=AB =BC =CD = AD = ABCD ¢ losango.

ABCD € paralelogramo =>{

Sendo O o centro, AB o diametro
C

e CD uma corda qualquer que ndo
passa pelo centro, considerando o 4;

A

D
triangulo COD, vem: 4
CD<O0C+0D=CD<R+R= B
= CD<2R=CD < AB
A

Sejam AB e CD as cordas tais que
MO = NO, em que M é ponto médio
de AB, N é ponto médiode CD e O é B

o centro da circunferéncia.

Temos: C \é
MO = NO (hipétese) D
OB = 0D (raios) = AMBO = ANDO = MB = ND = AB=CD

AMBO, ANDO retangulos
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A — Angulos na circunferéncia o\
X

382.

384.

385.

386.

388.

c) CDA = 180° — x = "‘ 180° —x
— ABC = 2 - (180° — x)
ABC = 150° = ADC = 300°
ABC + ADC = 360° =
— 2(180° — x) + 300° = 360° =
= x = 150° A \/ ¢

a) AOC = 100°
OA = OC (raios) = AAOC é isésceles
(OB L AC; AAOC is6sceles) =
= OB é também bissetriz =
= AOB = BOC = 50°

OB = OC (raios) = ABOC is6sceles Ao
BOC = 50° }:”‘ =65 3
. — B
AOD = 115° = AD = 115° " <
_ ADC _ AD + DC 105°
X = 5 SX=— =

115° + 105° <>
Lo SIS e LN

N

CFD + AEB
o=—"7F"=
2
700 — AEB + 50° + AEB
2
— AEB = 45°

CFD = AEB + 50° = CFD = 95°

b) ABC = 40° = CD = 80°
ADP = 120° = PDB = 60° =
= BE = 120°

BE — CD
XZT:

_120° - 80°
:X—T
= x = 20°
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389.

391.

393.

395.

b) AVB = ACE — AB
) 2 = c S
= AVB = 310° - 50° =
2
= AVB = 130°
ARVS = (S = 40°; V = 130°) =
= x = 10°
R A \%

BOC = 160°. Prolongamos CO até
interceptar a circunferéncia em D.
Temos, entdo, BOD = 20°.

BOD = 20° = DB = 20°

Unindo O e Ae usando o fato de OBA =
= 60°, obtemos AAOB isé6sceles.
Daf, AOB = 60° e AB = 60°.

Entao:
_ AB + BD
o= > =
60° + 20°
So=—F—=o0o=40°

2

Unimos o ponto A com o ponto C.
Note que ACB = 90°.
Unimos C com Q e Q com D. Temos:

(CD =R,CQ =R, QD = R) = A
= ACQD é equilatero. B
Ent3o: ,«

D = 60° = CAD = 30° C‘
(AACK, C = 90°) = . = 60° 60° P
a) AAOD é isésceles = D

= (OAD =y, AOD = 180° — 2y) 120° T
AOD = AD = 180° — 2y = 120° = ‘
=y =30 A /7180° - 2y

AABC é retangulo em B, ent&o: \/ —1 C
X+3 = 90°=
= x + 15° =90° = x = 75°
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b) ABCDE € pentagono regular. Entao:

AB =BC =CD =DE = AE = 72°
Dai: E
_ AB + DE
X = 5 =

0+ o
:)qu:)(:72° A

2

396. Unimos o centro O com o ponto C e

D
C
B
com o ponto A: D
OB L AC = M é ponto médio de AC.
AOMA = AOMC (LAL) =
=AO0B = BOC = 60°
AOB = 60° = AFB = 60° A ¢
AFB = 60° = ABC = 120° =
605 N
A

= ADC = 60°

397. Consideremos o triangulo PQR da
figura.
Seja QTR = x. Calculemos x:
_ QPR - QR
-
360° — x — X
—_— =

80° =
= 80° =
= x = 100°

Analogamente,y = 140° e z = 120°.
Dar:

P

NN N|< N x
o
Il
(&)
(@]
o

U
O
Il
\l
o
°

Q

U
o
I
(o))
(@}
o

R

398. ﬂﬁ, BC e AC serem proporcionais a 2, 9 e 7 quer dizer que KB, BC e
AC sao da forma 2k, 9k, 7k.
Entao:
2k + 9k + 7k = 360° = k = 20° =
=AB = 40°; BC 180°; AC = 140°

Dai: — — B C
_ A8 =20%B = A =70°
o=7=>0= ,[32—2:>[3—

Arazaoentre e é =
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401.

402.

404.

405.

BQC = x = BC = 360° — x
360° — x — x

T

= x = 152° = BOC = 152°

ABOP = AQOP (caso espe-

cial) = BOP = Q0P = a

ACOR = AQOR (caso espe-

cial) = COR = QOR = b

Temos:

2a +2b=152°=a+b =

= 76°

Como POR = a + b, temos

POR = 76°.

AM é lado do triangulo equilatero inscrito = AM = 360 =AM = 120°
BN é lado do quadrado inscrito = BN = — BN = 90°
(AM_= 120°, AMB = 180°) =
= VB = 60°_ .
(MB = 60°,NB = 90°) = o
— NBM = 150° = NAM = 210° / \W
Entdo: A B

NAM — NBM °
o= = 60°

210° — 150°

:>0c=f:>0c=30° 120°

A=B=C=60"=
= AB = AC = BC = 120°

Temos: -
. ACB — AB
APB = — s =
. 240° — 120°
= APB = % =
= APB = 60°
~ 5A S 70°
a)BAC = 35° = BC = 70° = 110°
= CD = 110° X
- 110° — 70° D
CPD > = 359
= CPD = 20° = x = 160° 145 7
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b) EGF = 160° = BAC = 200° ~ 180° _, gac = 200
BAC = 20° = BC = 40°

AD + BC AD + 40°
70° = ——— = 70° = ————

5 > = AD = 100

AD = 100° = x = 80°

407. Hipotese Tese
r /s = m(AB) = m(CD) A 7P OLVC r
Demonstracao P
ACB = ADB = o. (pois subtendem /"A\\
0 mesmo arco AB) -8 ) e S
Analogamente, CAD = CBD = B. ~ B D

ACB, CBD s&o alternos =
=ACB=CBD=0a=8
o = B = m(AB) = m(CD)

409. Sendo a hipotenusa igual ao
diametro (2R) da circunferéncia
circunscrita e CPOR um quadrado,
temos:

BR=BS=a-r
AP=AS=b—r
=AB=a+b—-—2r=
sa+b—-—2r=2R=
=a+b=2R+r
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412.

1) ABH, = ACH, pois

possuem lados
respectivamente
perpendiculares.

2) A circunferéncia de

diametro AB passa
por H, e H,, pois
AH,B = AH,B = 90°.
Ento, ABH, = AH,H,,
pois subtendem o
mesmo arco AH,
na circunferéncia de
diametro AB.

3) Analogamente ao
passo 2), temos
ACH, = AHH,,
pois subtendem o
mesmo arco Z\-ﬁs
na circunferéncia
de diametro AC.

De 1), 2) e 3) concluimos que: ml € bissetriz do angulo H3|:|1H2.
Procedendo de modo andlogo aos passos 1), 2) e 3), teremos
H,H.C = CH,H, e H,A,B = BA,H, e, portanto, o ponto H & incentro

do AH,H,H,.
A
H
H,
B H, C
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IR — Tecorema de Tales

419.  A'C'/AC }:ACC‘A’ é paralelogramo = \r \S \t
AA' // CC' ; a
— A'C' = AC = 30 cm. Daf: A\ B ¢
X _ 2 ty=30
(y IR ):> x y
= (x=12cm,y = 18 cm) A¥ B¥ C\ b
424,
A K a
2k [\ 3k 18 27
5% \GK
B E J L b
3k 9 27 81
=k Tk Wk
@ F | M ¢
4k 6k 36 54
5, S ¢
b G\/H N\ d
AB, BC e CD sao proporcionais a 2, 3 e 4, isto €, AB, BC e CD sao da
forma 2k, 3k e 4k, respectivamente. Temos:
AE 3 AE 3 .
Dﬁ_ijﬁ_ 2:>AE—3k
AB AE 2k 3k 9
BC EF "3k EF 0 2°
9
BC EF 3k 2
CD FG 4k Fg o= Ok
JK 9 JK 9 18
AB 572 5 KT BA
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2) Analogamente, encontramos:
27 36
JI = ?k’ IH = ?k

27 81 54
KL—?k,LM—EkeMN—?k
3) AD + AG + HK + KN = 180 =

< 9 36 27 18 27 81 54
= )k

2434443+ +6+ T+ttt

20
=180:>K=7

20 90 162 80
4) k —7:><EF—70m, LM —Tcm,CD —70m>

427. Hipétese Tese

ﬂ—ﬁ ﬁ//ﬁ
DB~ EC

Demonstracao

Tomemos E' em AC, DE' // BC.
Temos:
AD _ AE
DB EC
AD + DB AE + EC
" DB  EC
AB AC
=g~ Y
Teorema de Tales =
AB _ AC

~pg EC?

(1)e(2) >EC=EC=E=FE =DE/B

Teorema das bissetrizes

434, a) perimetro AABC = 75 m
BS =10m,AC =30 m
Sejam AB = x, SC = y. Temos:

}:>AB +SC=35m

10y xy = 300 x=20mey=15m
x 30 = = ou =
X +y=35 x+y=235 x=15mey=20m

— (AB = 15 m ou AB = 20 m)
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b) Sejam AB = x e AC = y. Temos:
perimetro AABC = 23 = x +y = 13
8 =
AP € bissetriz externa = — = 7 J[:> Xx=9m

437. Sejam CP = x, AB =y, AC = z.

Temos': . 3 6
Teo. biss. int. > — = —= A
Z 3
= y “\N
=7z 4y 4 .

+ e
Teo.biss.ext.=>14y X=§: B 8 56 C X P
:14+X—L =Xx=42m

X 3y
4
438. Temos duas possibilidades:
13) A 23) A
18 cm 18 cm
B 9cm 16cm C B 16cm 9cm (C
9 16 _ 16_1 _ﬁ
E—EiAC—:’Qcm 18—AC:>AC—80m
439. Note que BC = 40 m. A
Perimetro AABC = 100 m =
=AB+AC=60m=
=c+b=60
C b
c+b=260
Cc _b los(c=24eb=236)
16 24
B 16m 24 m C
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441.

443.

444,

o x 20 —x
Teo. biss. int. = > ox

= x=12cm

20 +
Teo. biss. ext. = y_ ¥ =
3x 2X
20+y vy

=2 = B 20-x C S
36 o7 y =40 cm X X

O centro do circulo é o incentro do

AABC. A
Sejam E, F, G os pontos de tangén- XG
cia da circunferéncia com os lados

BC, AB e AC, respectivamente. F

Temos: 6

AF = AG = 3; CG = CE = x;

BE = BF = 6 5! e °C
(BD=7;BE=6)=DE=1= 6 1 -1 :
=CD=x-1 ' X '

O centro do circulo inscrito € incentro
do AABC, donde tiramos AD bissetriz

deA.

Entao:

BD CD 7 x—-1
AB ACT 9 3+x
=x =15

BC = 5cm }=>
Perimetro AABC = 15 cm

— AB + AC = 10 cm (1)

o 3 2
Teo. biss. int. = B AC (2)
(1) e (2) = (AB = 6 cm, AC = 4 cm)
o BS CS .
Teo. biss. int. = 2B AC - 7/ 0 .
B 3 2 C S
+
:>5 €S =§:>CS=:LOcm
6 4
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NIl — Semelhanca de triangulos e poténcia de ponto

Semelhanca de triangulos

454. 2p=8,4 + 156 + 18 = 2p =42 cm

(20 42 6
“op fT 3B/ TTE
Seja ¢ o maior lado do segundo triangulo. Temos:
18 18 6
7—k:>7—€:>f—150m
S A
458. DE // BC = AABC ~ AADE = SN
:E:&:E: X’I \\\y
AD AE DE /
x+5 y+7 18 Dy = ~GE
TTx Ty 127 5r/ " 7m
= x=10m,y = 14 m)
B 18 m C

Casos ou critérios de semelhanca

460. a)a=p }:,,AABC ~ ADEC =

ACB = BCE
AB AC BC
“DE_DC EC
Ly_12_8 |
8 X 6

32
:><x=9,y=?>

b)a =8
ACBEDCE}zAABC~AEDC=>
AB AC _BC
ED EC DC
6 x+8 y+2
3 ~T8 ~
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461. a)BAC =CBD ]f
ACB = BCD (comum)
= AABC ~ ABDC =

AB _ AC _ BC
“BD BC DC
5_9_x
=y X"~
10
:( —6,y—?>
b) BAC = CBD |

ACB = BCD (comum) |
= AABC ~ ABDC =

AB AC BC
=B BC DC
X y+4 6
? 5~ "6 47

15

462. a)r//s = AABC ~ AADE = —T--T---me--------
BC_H h 8
:>DE—h:>
21 8 +x H D 12 BT
212" "g X7 // }
--5s

b) Andlogo ao item a.

464. a) AB// DE = BAC = DEC (alternos) }:AABC — AEDC
ACB = ECD (0.p.v.)

b) Da semelhanca do item a, temos: A 5 B
AB_BC 5 _ T
DE CD 10 CD 6 7
= CD = 14 N
D 10 E
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468.

469.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

SAR = BAC (comum)
SR_AS_x_5
“BC AB 8 10

=>x=4

ASR = ABC (iguais a o) }:ASAR — ABAC = /A
S

ACE = ADB (dado) | _
CAE = DAB (comum) |~ ~ACE ~ AADB =
AC  AE 11 5

“AD AB 'x+5 8

_83
:>x—5cm
C D
a) BAC = CDE (retos) b) BAC = CBD | _,
ACB = DCE (comum) }’ ACB = DCBJ
— AABC ~ ADEC = — AABC ~ ABDC =
AB _ AC AC _ BC
ZDE DC =BC DC
8_1_ _8 xt4_10  _ 54
x 5 X773 10 4 *7
A
E 75
=]
X
[ C
B DH——————

CDE = ABC (retos) ]f

DCE = ACB (comum)
= ADCE ~ ABCA =
DE  CD
2@—%2
x 15 45
520" &
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470.

471.

472.

474.

475.

ABC = CDE (retos)
ACB = CED (correspondentes) ]f
= AABC ~ ACDE =

AB _ BC
= E = ﬁ =

a—b{TI
B

:a_b=2:x= b
b X a—>b

ABC = CDE (retos) }
ACB = CED (correspondentes)

1l o
1

= AABC ~ ACDE =
AB  BC

=¢cb "DE
3 _6

J’_

=x=4

:>6—x X
2p = 4x = 2p = 16

Seja x 0 lado do quadrado. Temos:
CED = CAB (retos) '
CDE = DBF (correspondentes) }
= ACDE ~ ADBF =
DE CE

= ﬁ = ﬁ =

X 4 — X 12
6—x X =X= 5

=

ABCD trapézio = AB // CD =
= AEAB ~ AECD =

EF AB N
ﬁE = ﬁ: & h+10cm
+
210 _ B h=15em= ““’“I
h 30 A 50 cm B
= (EG = 15 cm, EF = 25 cm) A
DE // BC = AADE ~ AABC = |
DE _ AF i/
TBC AG o/ b 20
v 1 E
-2 12 h_10em S Y
50 20 B 8 :
3 1 G
B} 50 1C
3
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476. Note que y é base média do trapézio.
Dai:
= 4 +216 =y=10
Tracemos BJ, com BJ L KI. Temos:
ED = FG = JK = 4.
Entdo obtemos: CD = x — 4 e
GH = 6.
CD // GH = ABCD ~ ABHG =
Ch BD
= m = B_G =
x—4 3
6 " gTX= 6
4717. (AC = 17,EC = 4) = AE = 13
ACB e EDC possuem lados respecti-
vamente perpendiculares. Dai:
ACB = EDC A D
ABC = DEC (retos) }2
= AABC ~ ACED = 75 X y
AB AC BC 8
ZCE _CD ED :
8 17 15 ; ENy
23Ty T X~ B 15 C
15 17
= (X = ?, y = ?>
478.  Sejam ABC = b, ACB = c. Ent3o:
AABC = b + ¢ = 90°
ABGD:b+BGD=90°:BGD=c{=> G
ACFE = ¢ + CFE=90°=CFE=b | T oy
BD GD
:>ABGD~AFCE:E=E=> X X
8 X b mox [ €
S>—=—>=x=4cm B D E2 C
X 2
Logo, o perimetro do quadrado é
igual a 16 cm.
AB AC
480. AE ~ AD }% AABC ~ AAED =
BAC (comum)
AB BC 25 X
:EZE:EZE:XZIBO
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481.

482,

483.

484.

485.

BAC = BCD } A

ABC (comum)

= AABC ~ ACBD = D
AB BC

= ﬁ = ﬁ =
x+4 10

—_— = B 10 C
10 Z =x=21

BAC = ABD (retos) |
APC = BPD J
= AAPC ~ ABPD =
AP AC
= ﬁ = ﬁ =
X 13 65

2w ox 7 KT A

Unimos os pontos C e E.
AE é diametro = ACE = 90° (1)
ABD e AEC subtendem o mesmo
arco AC = ABD = AEC (2)
(1) e (2) = AABD ~ AAEC =

6 h

:%=E:>h=2cm

Tracemos o didametro BP e unamos
P com A.

APB = ACB (subtendem o arco ,@)}:)
BAP = AAC (retos)
= AAPB ~ AHCA =

AB PB
“HA T CAT

4 2R
:>§ZKZ>R:4

Pelo ponto A tracemos MN, com
MN // CD.
0,AM = 0,AN (0.p.v.) |
0,MA = O,NA (retos) |
= AO,MA ~ AO,NA =
0,A_OM
0,A  O,N
R R-h

=T T N TRy
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D =0B
ABO = ADO = cDO
= ABGO = ABEO =
=BG =DE=2m
DE=2m=AG=x-—2
DE // AG = AFAG ~ AFDE =

FA  AG

:E—E:
x+4 x-=2

4 2

ALA

GOB = EOD (0.p.v.)
} =>

= =Xx=8m
Tracemos a bissetriz interna AS.
Temos o que segue:
ACS =SAC =y =
= AACS isb6sceles = AS = SC = k
(BC=x,SC=k)=BS=x—k
ASB é externo ao AACS = ASB =
:Agy ) 5
BAS = ACB| _, \nBS ~ ACBA =
ASB = BAC/
igzizﬂi{xk:m(l)

X 10 6 10x — 10k = 6k (2)

(2) = 10x = 16k = k = gx (3)

(3)em(1):>x%x=60:>x=4\/6m

Unimos A e Bcom Q. Temos o que P
segue:
QAH = PBQ (subtendem QB) | _,
QHA = Q3B (retos)
= AQAH ~ AQBS =
QH _ QA
= @ = @ =
=5-og®
QE;A = RA:\Q (subtendem AQ) '}:)
QHB = QRA (retos)
= AQHB ~ AQRA =
QH QB
= ﬁ = ﬁ =
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x_QB 4 _ QA ,
"7 "~ x @
X 4
(1)6(2):5_7:”_
. ARC—AQB . AR AQB ) RC .
489. 1) b - MRC_AQB 5 ARC AQB 5 _ ARC &
2 2 2 2
¢+ p - ARC
= 72
t
R
P
(@
c a
. ASD — APB . ASD APB . ASD .
) = > = =5 T =>C=—2—D=>
_ . ASD
:>C+D:T

1) e 2) = ARC = ASD = ABC = ABD = 90° = {&é diametro
AD é diametro
3) Como t e ¢ s@o tangentes, temos CAD = 90°. Entao:
AACD = C + D = 90°. Dar:
(AABC = BAC = D; AABD = BAD = C) = AABC ~ ADBA =

AB BC X b
— = — — == 2 — =4
:>DB BA:"a X:x ab = x ab
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Poténcia de ponto

5. @) PR)x (°B) - (D) x D) = o4y
—3-8=(x+4)- (x b
=x2—-16 =24 =
= x2 =40 = x = 2V10
Resposta: 2110.

b) (PT)2 = (PA) x (PB) =
=>x2=2-24+2X)=
=X = 2E1 - \/5)) (ndo serve)
oux = 2(1 +12
Resposta: 2(1 + V2). )

496. a) (PA) x (PB) = (PC) x (PD) = b) =
=4-(4+2R)=8-10= =>5 11_4 (16+CD)=>
=R =16 =CDh=4

(CD) x (DE) = (DF) x (DB) =

=4-12=2-(2R - 2) =

=R =13

/m\

%

ﬂ

500. Temos:d, = 10,d; = 3,d, = 6,r = 6.
PotA = |d2 — 1’| =
= PotA = |10 - 62| = PotA=64 A
PotB = |[d2 — r?| =
= Pot B = |32 — 6?| = Pot B = 27
PotC = |[d2 — r?| =
= PotC = |62 — 62| = Pot C = 0
Logo,
Pot A + Pot B + Pot C = 91.

9 | Fundamentos de Matematica Elementar
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501. (PT)> = (PA) x (PB) =
= (PT)?=18-28= B/_\A 18

v

= PT = 6V14 " 10/
-

502. (PV=R,SV=2r)=PS=R—-2r B
Poténcia de ponto =
= (PT)2 = (PV) - (PS) =
=>rr=RR-2r= v

=rP+2Rr—R2=0=>
=rP+2Rr+R2—R2—-R2=0= R r

=r+2Rr+R2-2R2=0=
=(r+RZ2=2R2= ‘
=r+R=V2R= S

=r=(K2 -1)R

505.

>

B=AC=AB=AC = ADB=ABP|_,

BAD = BAP (comum)
= AABD ~ AAPB
A
B C
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NP — Triangulos retangulos

Relacdes métricas

514. a) (6V5)? =122 +y2 >y =6 b) y2 + 42 = (4V5)* =

y2=12-7=236=12 - z= =y2=80—-16=
=z=3 =>y=38
X=y¥+72=x=36+9= 42=x-y=16=x-8=
=x=3V5 =Xx=2
z
* 12 4y
6V5 45

515. x2+122=132=x=5

144
122=13-y:»y=?
x2=13:-z=25=13z=

25
:>Z—E
12-x=13t=12-5=13-t=
60
:t—E

516.

62=2R-2= [x2+y2=80 x2+42=62=x=2V5
—R=09 X2 = 2y = 42 =x-y=
=y +2y-80=0= =16=2\5y=
=y = —10 (ndo 8V5
=y =—
serve)ouy = 8 5
Mas 'y = 2R — 2. Dai: x+y=2R\/:3
2R-2=8= 85
T R_-s = 25 + £ = 2R=
95
=R=—%

9 | Fundamentos de Matematica Elementar
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X X

1 1
1 1
1 1
- ol
B 2 C D

R 2 E
12
Note que 12 — x)2 9 2
—_— =+ =
AABC = AFED (caso especial) = ( 2 4 5=
= BC = DE = 2. Dai: 12 — x\2
X2+ 22=62=x=42 =>( 2 )Z =
12 —
> X = 3=>x=
522. a) A 10
X 4
D 07 C
ABCD paralelogramo = ABCD paralelogramo =

=AB=CD=10=HD =3 = AD = BC = x

AAHD:x2 =32+ 42=x=5 ABED:(9+y)?2+82=172=
=9 +y?2=225=
>9+y=15=>y=26
ABEC:x2 =82 +y2=
=x2=64 +36=x=10

523. Da figura temos:
(EF = AB = 10,CD = 20, DE = x) =

= (CF = 10 — x)

AADE: h? + x2 = 64 |

ABCF: h2 + (10 — x)2 = 84 | AT0 B
_hr=64-x }:}

h? = 84 — (10 — x)2 8/ |n h 221
=64 —x2=84—100 + 20x — X2 =

=>x=4 al o
h2+x2=64=h2+16=64= D x E 10 F 10-x C

=h =43
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524, a)

4 X 45

y X
(x +y)? + 42 = (4VB)? X2 +y2 = (2V13)° = 52
—Xx+y=8(1) (2x)? +y? =102 =
XX=y2+42=x2-y2=16= =4x2+52—x2=100=
=S x+tyx—y=16= =x=4
=8x—-y)=16=
=>x—y=2(2)

(1)e(2=x=5

d)
5
25/ |,
y 5-y
{x2+y2=20 —
y? = 144 — (x + 8)? x>+ (5—-y?=25

=236-x2=144—-(x+8°= =20—y2=25—-(5—-y)Z=
11 S>y=2=>x=4

ﬁX:T

525. ) AACD: (AC = 10,AD = 8) 25 ¢CD = 6
ABCD = (BC = 8,CD = 6) &5 x = 2\7
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527.

b) Tracemos AC pelo ponto de
contato da circunferéncia maior

com a reta tangente.

Temos:

AABC: (AC = 9, AB = 15,
BC =x) =

=x2=152-92=x =12

ABCD é circunscrivel =

= AB + CD =AC + BD =
=10+ 15=2R+BD =

= BD =25 — 2R

ABED =

= (25 — 2R)2 = (2R)2 + 52 =
= R=6m

Note que as retas / e m sao
tangentes e, portanto, per-
pendiculares aos raios nos
pontos de contato. Dai:
AABC é retangulo em C ==
= AB2 =82+ 62= AB = 10
Rel. métricas =

:>8-6=10-%:>x=9,6

(AH = 25, 0A = R) =

— OH =25 — R

AOHC =

— R2 = (25 — R)2 + 152 =
—R=17m

PA = PB = PC = x (tangentes a
partir de P). Datr:

ARST: (RS = 10, RT = x — 4,
ST=x—6)

Teorema de Pitagoras:
102=(x—6)2+ (x — 4)2 =
=2x2-10x—24=0=

=X = —2(nado serve) oux = 12

Fundamentos de Matematica Elementar | 9
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530. b) Unimos o centro com os pontos de
tangéncia e obtemos o quadrado

POQA. _
(AB = 8, BC = 413 &%,
= AC = 12

AC // OP = ACO = POB
AB // 0Q = ABO = QOC
— APBO ~ AQOC =

PB PO

:>Q—O—Q—C:>
8-r__ " _
r 12 —r
=r=48m

531.  b)AS é bissetriz = y_5 =
x 10
=>X=2y
=100 = (2y)* + (y + 5 =
=y = —5(ndoserve)ouy =3
y=3=x=6

w[]

536. Aplicando o teorema de Pitagoras no A

AAMB:

62+(g)2=£2:>£=4\/§ ,

2p =3/ =2p =123 m 6m

537. Para facilitar os calculos, seja a A
base BC = 2x.
2p =18 = AB=AC =9 — x.
AAMC: X2 + 32 =(9 — x2 =
=>x=4=BC=2x=BC=8m
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538.

539.

543.

544.

A menor altura é relativa ao maior

lado.
Triangulo de lados 4 m,5me 6 m é
acutangulo.
Temos:
AABD: X2 + y2 = 16 }=>
AACD: x2 + (6 — y)2 =25
=16 —-y2=25— (6 —y?=
9 2. (92 _

:>y—Z:>x +<Z) =16 =

57
=>X=—-—m

4

ABHC = x2 + h? = 144
=100 — (10 — x)2 =144 — X2 =
=x2 — (10 — x)2 = 100 =

AAHC = (10 — x)2 + h?2 = 100 }=>

ax=2

> 362
x2+h2=144:>h2=144—?:> B
=h=96m
Seja 2x a medida da base. Temos A

que os lados congruentes devem
medir 2x + 3, cada um. Aplicando
Pitagoras no AAHB:

2x+3Q2=x2+122= 2x+3
=x2+4x—-45=0=> 12 m

= (x = —9 (nao serve) ou x = 5) o\

X =5 = base = 2x = 10 m. C xHxB

Sendo 2D e 2d as medidas das dia-
gonais e ¢ a medida do lado do lo-

sango, temos: 17 m
D
2p=68=>€=%:>(=17m
2D —2d = 14 N 1\
D2 + d2 = 172 d | d
d=D—-7
= D
D2 + d? = 289
=D2+(D—-7)2=289=
=D2-7x—-120=0=
= (D = —8 (nao serve) ou D = 15 m)
D=15m=d=8m)= (2D =30m, 2d = 16 m)
Fundamentos de Matematica Elementar | 9
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545. Seja ABCD o trapézio retangulo.
Temos:
AB +BC +CD + AD = 30 =
= AD + BC =18 m
AD=h=h+BC=12=
= BC =18 — h.
Tracando BE, BE L CD, temos:
DE:AB:3}:>CE=6m
CD=9
ABCE: (18 — h2=h?2 + 62 =
=h=8m
550. Sejam b e ¢ as medidas dos catetos.
Temos:
Jle + ¢2 = 625 {bQ + ¢2 = 625
= b $
bc =12 25 bc = 300
12m
{bz +c2 =625 (1)
=
2bc = 600 (2)
(1) + (2) = b2+ 2bc = c2 = 1225 = 25m
= (b +c)2=1225=
=b+e=35(3) b=20=c=15
(3)e(2) = b2 —35b +300=0= ou
{b =15=c¢ =20
Resposta: os catetos medem 15 m e 20 m.
556. Seja P o ponto de tangéncia de CD
com a circunferéncia e tracemos a al-
tura CQ. Temos:
BC=CP=r;AD=DP =R
AD=R,AQ=r:>QD=R—r]f
=CD=R+r
ACQD: R+ 1N2=h2+(R-r12=>
h = 2\Rr
557. a: hipotenusa, b, c: catetos. R
Temos:
{a2 + b2 + ¢2 =200 (1)
a2 =Db2+c?(2)
(1)em (2) > a2 =200 —a2=a =10
9 | Fundamentos de Matematica Elementar
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559.

560.

561.

562.

Considerando a figura, note que

AB = EF = 10 cm. Temos:
(CE=x,EF=10,CD =24) = DF = 14 — x

AACE: x2 + h2 = 169 = h2 = 169 — x2 }:
ABDF: (14 — x)2 + h2 = 225 = h2 = 225 — (14 — x)?
=169 —x2=225—- (14 —x2=x=5cm

AACE: x2 4+ h2=169=52+ h2=169 = h = 12 cm
A 10 B

h h

1
F

ol
C xE 10
Trapézio € is6sceles =

= AB =CD =13 cm
Trapézio € circunscrito =

= AD + BC = AB + CD =
= AD = 8cm

Tracando as alturas AF e DE, temos:
(EF = 8,BC = 18, BF = CE) =

= BF=CE=5cm . :
AABF: 52 + h2=132=h=12cm B 5 F 8 E 5 c

AABM: AM? + 82 = 172 =

= AM = 15 cm
ABMC: MC2 + 82 = 102 =
= MC = 6.cm

AC = AM + MC = AC = 21 cm

Considerando as medidas indicadas T
na figura e aplicando poténcia de
ponto ao ponto P em relagdo a A, te-
mos: B

A !
(PT)2 = (PA) x (PB) = : eem
= (PT2=6-24= (PT) =12cm ! ;
i 24 cm i
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COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

Tracando os raios pelos pontos de
tangéncia e BC // PQ, em que C é o
centro da circunferéncia menor, ob-
temos o triangulo ABC. Dai:

AB2 + BC2 = AC2 =

=82+ BC2=322=>

= BC = 8V15 cm

PQ = BC = 8V15 cm

Seja ABCD o trapézio isdsceles
circunscritivel, conforme figura ao
lado. Sejam x e y as bases. Temos:

AB=EF=x;DE=FC=y;Xe
AD = BC = X 1Y
=B8t==

Sendo d o didametro, no AADE, vem:
X+ye (y — x)z
(—2 ) =d + > =

+ —
:>d2:<¥>2_(y2x)2:>d=\/g.

Unindo B com C obtemos o triangulo
ABC, retangulo em B, pois AC é dia-
metro. Dar:

B = D (retos)

BAC = EAD (comum) [~
= AABC ~ AADE =

AC _AB 0 ¢ |
~AE _AD ! !
2R 8 : :

:E=E:>R=50m f 3

Seja D o ponto de tangéncia da cir- ~ ---_ A
cunferéncia com o lado AB. Trace-

mos o raio OD. Temos:

AADO = OD? + DA? = 0A? = >
=32+ DA2=52=DA =4cm

ADO = AMB (retos) }:

OAD = BAM (comum)

= AAMB ~ AADO = C 1B
MB _ ﬂ X

DO AD 3

=

9 | Fundamentos de Matematica Elementar
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568.

569.

571.

AABC = AB2 = b2 + 1
AABD = AB2 = 4 + BD?2
=BD2+4=bh2+1=

=BD=V02-3,b>13

AACD = AC2 + AD? = CD? =
= AC2 + 152 = 252 =

= AC =20 cm

Relagdes métricas no AACD:
AC-AD=CD-h=

:20-15=25-h:h=12cmD

Temos duas possibilidades:
13)

Sejam P e Q os centros das cir-
cunferéncias. Tracamos QR,

QR // AB e os raios PA e QB.

Note RA = QB = 3 cm. Como
PA = 15 cm, segue-se PR =

=12 cm.

Entao:

APQR: PR2 + RQ2 = PQ?2 =
=122 + RQ?2 =242 =

= RQ? = 432 = RQ = 12V3 cm

AB = RQ = 12V3 cm

22)

Neste caso tracamos PR tal que
PR //BQ e QR tal que QR // AB.
Note RA = BQ = 3 cm. Como
PA = 15 cm, segue-se PR =
= 18 cm.

Entao:

APQR: PRZ + RQ?2 = PQ?2 =
=182+ RQ2 =242 =

= RQ? = 252 = RQ = 6\7 cm
AB = RQ = 6V7 cm
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573.

574.
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a: hipotenusa; b, c: catetos. Temos:
2p=24=a+b+c=24=
=b+c=24-a(1)

24
Rel. métricas > b-c=a-—=
24 5
=b-c= 5 a (2)
Teorema de Pitagoras = a

= b2 + c2 = a2 (3)
1)=bm+cP=024—-a2=b2+c2+2bc=576—48a + a? =
(3) TQT

=>a2+2-2—54a=576—48a+a2=a=1Om

Considere o triangulo PQR, em que
P, Q e R sao os centros das trés cir-
cunferéncias que se tangenciam ex-
ternamente.

Seja x 0 raio a determinar.
Note que PO = r — x. Entao:
AOPR:

.

r
= X = g

Sejam ABC o triangulo que obtemos ao unir os centros dos circulos e
P o ponto de tangéncia entre os dois circulos de mesmo raio. Temos:
ABPC: BC2 =BP2 + PC2= (16 + )2 =162 + (16 — 1? =

= (16 + 12— (16 —r)?2 = 256 =

=16+ +16 —#)(B+r1r— 18 + 1) =256 =
=32-2r)=256=r=4
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575.

576.

577.

Sejam ABCD o quadrado e
EFGHIJLM o octégono regular.

: A G H B
Temos: -1 X - \X -
(AD = 1, AF = x, DE = X) = ) p =i
=>EF=1—-2x LT 1o AN
EFGHILM é regular = F I

S EF=FG=1— 2x
AAFG: (1 —2x2 =x2 4+ X2 = 1| 1-2x
=1 -2X2=2x2>

=1-2x=x\2 =

= x(\V2+ 2) =
:2—@

=X >

1=

L 1E J
X \\\ /,, X

_______| N 4 '—
D x M L X C

Tracamos os raios pelos pontos
de tangéncia e obtemos o tra-

pézio retangulo EPQF. S—
Tracamos a altura QS desse ~~T¢]|
trapézio, obtemos o triangulo

retangulo QSP.
Dair:

B

a,_(a_).

=7 r—<2 r)
(3—2\/5)-a

=r= 5

r

Construimos o triangulo ABC,

de lados AB e BC paralelos aos -
lados do quadrado, conforme fi-
gura ao lado. Considerando as
medidas indicadas, podemos
aplicar o teorema de Pitagoras

ao AABC:

(4n2=2-(a—2rn?=
=4r=(a—2\2 =
(\/5—1)-a

=r= >

a-2r

r
1 L___[4
1 CI
1 1
1 1
TK'/ \\.%
; a
a-2r
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Construimos o triangulo OPB, tal que

OP // AC, PB // DE.

Note que OB = R,0OP =R — 12 e

PB = 54 — R.
AOPB =

= R2= (R - 12)2 + (54 — R)?

= R%2 - 132R + 3060 =0 =
= R = 102 cm (nao serve) ou
R=30cm

Temos duas possibilidades:

1?) E esta entre as montanhas.

9 | Fundamentos de Matematica Elementar

AP H,E S22 H E = 1200 m
AP,H,E 2225 4 E = 2100 m

AP,P,Q =
= (P,Q = HH, = 3300 m;
P,Q = 1100 m)

Aplicando o teorema de Pita-
goras neste dUltimo triangulo,
temos:

(P,P,)? = 33007 + 1100% =
= P,P,=3478m

=

2%) A montanha menor esta entre
E e a maior.

3
o
N
k=
8
O
8
L 1 ;-_
\ 1200 900
2100

(P,H, =900, P,H, = 2000) =

= P,Q =1100 m

AP, H,E =225 EH, = 1200 m

AP,H,E 2 EH, = 2100 m

= H,H, =900 m

AP,P,Q =

= (P,Q = H;H, = 900 m;

P,Q = 1100 m)
Aplicando o teorema de Pitagoras
ao AP,P,Q:

(P,P,)? = 11002 + 9002 =
= PP, =1421m
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580. C_onsidere o0 ponto Z, intersecao de
PQ com a circunferéncia menor. Te-

mos:
/S=SQ=ST=3cm=
= (ZQ = 6 cm)

(ZQ =6cm,PQ =8cm) =
=PZ=2cm=PS=5cm
APST = (PT)? + 32 =52 =
= PT =4cm
T = Q (retos) }:
TPS = RPQ (comum)
= APST ~ APRQ =

PT ST 4 3
:>PQ_R_Q:>§_%:>
= RQ =6cm

581. Considere o triangulo isosceles
OAB, OM sua altura relativa a base,
P o centro do circulo inscrito no se-
tor OAB, S, T pontos de tangéncia
entre a circunferéncia e raios OA e
OB, respectivamente. Temos:

R R R-r
AB—§:>AM—MB—Z
OT=R=0P=R~—r
SAE M (rgtos)

SOP = AOM (comum)
= ASOP ~ AMOA = :
-5 _0P
MA  OA 5
r R—r R :
S—=—=Sr=—
R R 5
4
582. De acordo com a figura, temos:
V4
3+ 5 =R=

:>3+é=3(d§+2):>

= /=602 + 1) cm

Sendo 2p o perimetro do quadrado,
vem:

2p=4-0=2p =242 + 1) cm

Fundamentos de Matematica Elementar | 9
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583.  Calculo da diagonal AC: A a B
AACD: AC2 = AD? + CD? = s
2 — /2 2 a M a
=>AC*=a*+a* = 2av2
= AC = aV2 = CE 3
1 2
av=Loacoam=a2
3 3 D[ C
2
=MC =3 a2
a2
2 a a
EP=£CE=>EP=PC:£ P2
2 2
(ACD = 45°, ECD = 45°) = o
= ACE = 90° 5 E a F
2\ V2 \? 2
AACE: (MP)2 = (26‘_) + (a_> — MP = ia
3 2 6
584. 1) 2)
b c
B H M C
k 3k —
3 X 6

Sendo m e n as projecoes pro- AH: altura; AM: mediana

porcionais a 1 e 3, temos: Se k = 3, temos:

m = ken = 3k. (BH=3,HC =9) =
Rel. métricas = = (BC = 12, MC = 6)
=b2=4k-k=b =2k (HC=9,MC =6)=

c2 = 4k - 3k = ¢ = 23k =HM=3m
Dado = 2p = 18 + 6V3 =
=2k + 4k + 2V3k =18 + 6V3 =
= k=3

585.  AAHM 222 HM = 2 cm
AM é mediana = AM = MC = MB = 4 cm
Rel. métricas no AABC:
{b2=8-6:b=4\/§cm
c2=8-2=c=4cm
Logo:
20 =4+ 8+ 43 =
= 2p = 4(3 + V3) cm.

}:>BH =2cm
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586. (BC)? = (AB)? + (AC)’ =
= (BC)2 = 802 + 602 =
= (BC) = 100 cm A
(AB) x (AC) = (BC) - (AH) = 80 60
= 80 - 60 = 100 - (AH) =
= (AH) = 48 cm
(Al\/|)=@=>(AM)=%=> :
B M H C

= (AM) = 50 cm

(AB)2 = (BC) - (HB) = 802 = (100)%(HB) = HB = 64 cm

(AC)2 = (BC) - (HC) = 602 = (100)%(HC) = HC = 36 cm

(MH) = (BC) — (BM) — (HC) = (MH) = 100 — 50 — 36 = (MH) =
=14 cm

587. Na figura, sejam ABC o triangulo
is6sceles de base BC, O o centro da
circunferéncia inscrita e T o ponto
de tangéncia desta com o lado AB. A
Temos: |
AATO = (AT)2 + (0T)2 = (AO)2 =
S AT +rrP=h-r2=
= AT = “h(h — 2r)

ATO = AMB (retos)
TAO = MAB (comum)}
= ATAO ~ AMAB =

AT TO
AM IVIB
vh(h — 2r) r
5> ——=—=
h a
2
h(h — 2r) r2
=TT T @EZ”
Z
2aZ-r
SN

(Note que devemos ter a # 2r.)

589. Na figura, ABC € isGsceles de base BC e AH é altura relativa a base.
Temos:
AAMH: (AM)? = (AH)? + (MH)? (1)
AABH: (AH)? = (AB)?2 — (BH)? (2)

Fundamentos de Matematica Elementar | 9



590.

591.
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2 _

BH)2 + (MH)2 =

N
—_

)YBM) + (BM)?2 =

N
Uu,'\l

M)(2BH — (BM)) =

N
WA

H)?
BH)2 (BH — BM)? =
H

BM)(MC) =
(MC)

L R RS

—(
2 = (MB

Na figura, temos:

APER é retangulo, EF € altura relati-

va a hipotenusa =

= (PE)2 = (PR) - (PF) =
2

=h=/(-a=/= =

APER = h2 + b2 = (2 =

2 4 p2 h*
=h +b=5=
a

b——th—a
2p=2£+2b:>

2h
:>2p=2h2+? h? —a? =

2h(h + Vh2 — a2)

a

=2p=

av5)
4

avb

2

ACDE Pitégoras EC = %

AAOE Pitagoras OE _

ABOC 22, ¢ —

V
U
m e

Pela reciproca do teorema de 3a
4

Pitagoras, a igualdade obtida
acima nos garante que ACOE
é retangulo em 0. Como OP é
altura relativa a hipotenusa,
temos:

)

M((BC) — (BM)) =
)
)

>

(OP)2 = (EP) - (CP) D"
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592.

593.

X __1:sE
X
Hipotese Tese
AD é bissetriz interna VAD2 + AE2  VAD? + AE?
AE 6 bissetriz externa CcD - BD =2
Demonstracao

2 - CAD + 2 - CAE = 180° = CAD + CAE = 90° = AADE retangulo
em A = DE = VYAD? + AE2 = x

. . . X X
Utilizando as medidas indicadas, devemos provar que n 2.
L m n m r
Teor. biss. interna = r =—= F =—
. X+m Xx-—n X+ m (>
Teor. biss. externa = = = = —
r s X—n s
X+m m (m —n)
=—=mn-=
X—n n 2
X X m-—n m-—n
Dai: — — — = X = .x =2
n m mn (m—n)
5 X

(DC = DA, OC = DA, OD comum) == ACDO = AADO =5 COD = AOD}:>
(CE = BE, OC = 0B, OE comum) == ACOE = ABOE = COE = BOE

= 2-COD + 2 - COE = 180° = COD + COE = 90° = ADEO é
retangulo em O.

OC é altura relativa & hipotenusa = 0C2 = CD - CE = r2 = CD - CE.
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Aplicacdes do teorema de Pitagoras

598. a)

599. b) 8 4

=x=8
2+y2=x2=16+y2=64=
=y=43

y
12
60° 30°
X
sen60°—£ E—E
2 y
=y =283 5
1 8V3
sen30°=1:—=—
X 2 X
= x = 16V3
X
45
y 6
45°
X
6 2
cos4h =—95 —=—=
X 2
= x =62

V+62=x2=y2+36=72=
=y=6
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d) 6 e)
LI 1
y b 1212 y
:_I 450 60°
6 x-6 z y z
22
X— 6 6v3
45° = —— o~ %
cos 45 12\/5: sen 60 " =
V2 x-6 3 63
=== =x=18 - _ -
2 12V2 =5 = X:>x—12
o h O—E 1—i
sen 45 —12\/5: cos 60 —X:>2—12:>
\2 h =7z=06
> —=—==>h=12 _ _
2 12\2 27+y=22=12+y=22=
Y2 =62+122=y=06V5 =vy=10
600. a) Prolongando o segmento de medi-
da 3, temos:
33 V3 3V3
sen6l° = —= — = —=
a 2 a
=a==6
.. 9 VY3 9 &
tg30 —B=>§—E=> 150
=b=93

X=p2+3R2=x2=(V3 +9=x=6V7

b) Prolongando o segmento de medi-

da \/§, temos: A
AADF = sen 60° = — =

V3 3 a
5>—="9Sa=23= D

2 a /T O\ r
= AM = 3V3 A
(AABC é equildtero, BM L AC) = M
= AM = MC DE 33 |
ACDE = sen 60° = —

CcD

:E -2 ox=6 1 60°

2 43 B . -
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604. Na figura temos: .
PQ = 10 m, PR = 4 m, OA bissetriz
de QOR.
SOT = 45° = ASOT é is6sceles =
=ST=T0O=QS=4m=
=>QS=4m=PS=6m oF /
AMPS: sen 45° = = — I
6 |
\/_5 — L :4 m 4m
T276° 45° |
=x=32m o T'—I TRI
605.  Na figura, OR é bissetriz de SOQ.
Prolongamos o segmento de medi- ¢
da 2 m, formando o triangulo PQT. R
Note que OQR — 45° = APQT is6s- N m
celes = (QT = V2 m, PQ = 2 m)
PQ=2m=RQ=4m. g
4 s
ARQO: sen 45° = — = *+ AN
\/Q_ 0Q 459 Zm.
2 4 45°f\
_— — — 2 N
=% ~og @ 2= 32 Zm Q
=0T=32m
APOT: x2 = (3V2) + V2 = x = 2B m
606. Prolongando o segmento, cuja medi-
da é procurada, até interceptar os la-
dos do angulo, obtemos um tridngulo
equilatero e os segmentos a e b.
Temos:
6 V3 6
sen6l° =—=—-=—=
a 2 a
=a=43m
.. 9 VY3 9
sen 60 —E:?— b:'
=b=6V3m
O lado do triangulo equilatero é igual
aa+ b= 10V3 m. Temos:
_|._
MC=a2b:>MC=5\/§m
X=MC—a=x=5V3—-4V3 =x=13m
9 | Fundamentos de Matematica Elementar
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607. Prolongando o segmento de medida
6 m, obtemos o triangulo BCD com

CBD = 30°. Da:

., _CD 1 3
sen 30 =~ BD 2_BD=>
=BD=6m

BD=6m=AB=12m

O_AB
AAOB: tg 60 _AO: B
V3 =22 0= 43
-1 _

AAOD: x2 = AO? + AD? =
=x2 =48 +36=>x=221m

608. Prolongamos o segmento cuja medi-
da vamos determinar e obtemos o
triangulo ABC. Temos:
y2+32=(3\/ﬁ)2=>y=6\/§ m

tg60°=§:n/§ =§:>

=z=V3m oI

N B y y z C
sen 60° = :>—3—§
2 w

glw

ZAgcz-z\/égoO—erW 1_x+2v3 33
isen30° = To— = S = e =x = m

609. Na figura ao lado precisamos deter-

minar a distancia PT. Temos: T------

33
APQW = sen 60° = T =

V3 33
:>?=T:>y=6m
V3
APRS: sen 60° =9—: 93

PS
V3 93
:>?=E:>PS=18I’YI
PS=18=y +2x =18 =
=6+2x=18=x=6m
PT=x+y=PT=6+6= 302
—PT=12m Lo A0
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h h h
X X V3
h =
tg 45 =30+X:1=30+X=x=h—30

h
=3 -h-30=h 15(3 + V3) m

45° 60° al

30m X

613. (BAD = 45°,D = 90°) =
= ABD = 45° = AD = BD
AABD = a2 = BD? + BD? =

a2
= BD=——=AD
2
a2
AC:28,AD=T:>
av2
:>CD=2a—T:>
:>CD=(4_\/§)~
2
V2R ((a—-v2)
ABCD:BC2=(a2 44 > ). af =Bc=V6_2V2-2
A b B
615. Seja b a base menor. Dai
AF = BC = b. b b
Tracando as alturas AE e BD, temos 60°
" b ol al
DE=beCD=FF =22, F mbE b pm-bcC
2 2 2
(m — b) (m — b)
_ o__ 2 1__ 2 _m
AAEF: cos 60° = b :>2— b =b >

2p=3-b+m:>2p=37m+m:>2p=57m
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616. Sejam B e b as bases maior e me-
nor, respectivamente.
Tracando as aBIturas PR e TS, temos:
QS =RM =

2
B+b

e

b+b
APQR tg :ﬂ:}
6y (B + b)

2 Q

B
=>tgy=V3 =y=60° 2

AQSN = x = 30°

618. Seja ¢ a medida do lado do quadra-
do. Tracamos EF tal que EF // AB.

Temos:
ACDE = ABAE (LAL) =
= DE = AE

ADEF = AEF (LLL) =
= DEF = AEF = ¢

1 1
ADEF.tg(x=?:>tg(x=§
7
619. No AABC =
= (AOB = 30°,AB =1,
OA=6-1)
SN T AT 26—
=r=2dm

620. Na figura ao lado, precisamos deter-
minar CD. Temos:
1) (DBC = a, DCB = B) =

= o+ p=90°

2)ECB =B =ECO =
3) ACOE: OE = AD =rsen a.
4)AB=3r=BD=3r—rsena
5) ABCD: CD = 3rsen o
6) ABCD: BD? + CD?2 = BC2 =

rsen o

D C
L::

>

. o

F]-——ﬂ—-l—————(x >iE
L::

> F

A B

o

rsenoxp 3r-rsena
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3
:>(3r—rsenoc)z+(rsenoc)2=9r2:>senoc=g
mas: sen —C—D C—D—g CD = —r

SO T T5 T T

621. 1) POQA é quadrado =
=PA=AQ=r
2) AABC: (AB = a cos «,
AC = a sen o)
1),2) = (PB=acosa — T, v,
QC=asenoc—r)B \
3)QC=CS=asena—r a-(asena—-n2s aseno—r
4)BC=a=BS=a—-(asena—r)
5)BS = BP =
= a-—aseno—r=acoso—r=

:rz%(senoﬁcosa—l)

622.

AABE: (A 30°, B = 60°) = E = 90°. Analogamente,
F =G = H = 90° = EFGH é retangulo.
o BF 1 BF _
ABCF: sen 30 BC 3~ 70 =BF =5 o
= FE = =1cm
AABE:sen30°—§ %=%:>BE=4
\/§

ABCF: cos 30° = o _ O = 5V3em

BC 2 10

ce \/§ o =FG=EH =3 cm
ACDG: ¢0s 30° = E5= —-=—-=CG = 43cm

Sendo 2p o perimetro de EFGH, temos 2p = 2(V3 + 1) cm
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623. a) 3 3
> t}e—h v$|ia
6 \°
6 6 6 |6
6-a
h
30°
ol 6
6
Considerando as medidas indicadas na figura, temos:
6V3 ., @
h=—"-=h=33 g30° =5—=
X2 =32+ (6 — h? = _¥3__a _
2 6 —
=>x2=9+(6-3V3)]°= 3 a
:>X=6“,2_\/§:> :a=3(\/§—1)
= x = 3(V6 — V2) sen45°:%=>
V2 303 - 1)
= — =
2 y
- 6(v3 — 1) R
YT
=y =236 —\2)
b) 6
45°
6
a X >
IO | B N M h=38
o
3 Fl___a______2
o
6-a

Considerando as medidas indicadas na figura, temos:

6 —a
tg o =
a 6 —a 1
- —3+13
e =— 3+@:a
B0~ 5133
sen45°:%=>g:3+)(\/§=>x:3\/§ + 6
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NPV — Triangulos quaisquer

Teorema dos senos

627. a) A 6 B b) A D
NN
135°
X 12 X 12
30150 45° 30°
D 6 C B C
Paralelogramo ABCD = ABCD trapézio =
= (A = 135°, AB = 6) = DAC = BCA (alternos)
X 6 X 12
AABD: sen 135°  sen 30° AABC: sen45°  sen30°
X 6 X 12
= ——=—=x=6V2 = —— =" x=12V2
2 1 Z 1
2 2 2 2

630. AABM = ¢ = 10 - cos 30° = A

V3
:>£=10-7:>£=5V§

Logo: BC = 103 cm.

a+b: sen A + sen B
b sen B
Da lei dos senos, temos:
a b c
= = = 2R
senA senB senC
Dai:a = 2R sen A,b = 2R sen B, ¢ = 2R sen C.

Lo O_a+b_2RsenA+2RsenB_senA+senB
80T 2R sen B a sen B

632. Devemos provar que
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Relacoes métricas — Teorema dos cossenos

635.
A é agudo = ABC é obtuso =
—82=724+102-2-10x= = (21292 =52+ 72 4+
17 .7 -
— X = — +2-7-x=>x=3
4
637. a) A
ih
B B 6 cx
B é agudo = AABC, C é obtuso =
= (3V5)? = 102 + 52 — = (2V19)* = 42 + 62 +
—2:-10-x=>x=4 +2: 6 x=>x=2
h2+42=52=h=3 h2 + 22 =42 =h =23
639. b) Pela lei dos cossenos, temos: X
72=32+52-2.3-5-¢c08sX= 3 3
:>cosx=—§:>x=120°
7
640. AABE = A b b

=a’=10%+ 162 —-2-10- 16 - cos 60° =

:>a2=100+256—2-10-16-%:>
=a=14cm

AADE = B b @
= b2 =102+ 162 —-2-10- 16 - cos 120° =

1
:>b2=1OO+256—2-1O-16-(—§>:>b=2 129 cm
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646.

647.

649.

655.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

d) Os lados sao da forma 3k, 4k e 4,5k ou 6k, 8k e 9k.

Temos: (9k)2 = 81k2 < (6k)2 + (8k)2 = 100k? = o tridngulo é
acutangulo.
e) Os lados sao da forma h 5 h ou 4k, 3k, 2k.
3 4 6
Temos: (4k)2 = 16k2 > (3k)2 + (2k)2 = 13k2 = o trigngulo é

obtusangulo.

(282 = 784,122 + 202 = 544) =
= 282> 122 + 202 =

= o tridangulo é obtusangulo.
Aplicando relacoes métricas:
282 =122 +202+2-20 x> o __
=X=6m X 20

AABC é acutangulo =x2=72+52-2-5-1=x2=64=x=8cm.
Usando as medidas em cm, temos B
a projecdo de AB sobre AC igual a

0,3 cm.

Dai:

82=52+%x2+2-5-03=
=x2=64—-25—-3=x=6¢cm.

(142 = 196; 82 + 102 = 164) =

=142>82 + 102 =

= 0 triangulo é obtusangulo e
temos da figura ao lado:

142=82+102+2-10-x=

_8
:>x—50m.

A projecao de AC sobre a base AB

mede § cm.
5

58

8
A projecao de BC sobre a base AB mede 10 + 55 cm

Aplicamos a lei dos cossenos:
X+22=x2+ (x+1)2—2-x(x+ 1) cos120° =

:>(x+2)2=x2+(x+1)2—2-x(x+1)-<—%):>

:2x2—x—3=0=>x=—1(néoserve)oux=§.
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Temos: 3 3 15
p:x+2+x+1+x=>p=§+2+§+1+§=>p=7:>p=7,5.
X+ 2
X
120°
X+ 1

657. Na figura, AAOB € is6sceles =
= OAB = 30°
AABD = sen 30° =
1 x /

=3=7=2%"3

=

~| =

658. Seja R o raio do circulo. Temos:
AB = R = AAOB equilatero =
— AB = 60°

. AB .
ACB = 7=> ACB = 30°

., HC
AB\I;I_C. cos 30 ~BC ™
3 HC
=5 =5 = HC= 133
660. (62 =36,4°+52=41)=
=62<4?2+52=
= o triangulo de lados 4,5 e 6 é
acutangulo =
= a diagonal de medida 6 é oposta
ao angulo agudo do paralelogramo.

Pela lei dos cossenos:
62=42+52—-2-4-5-c0s0 =

:I>COS()L_i
_8_

Agora,
X2 =424 52 — 245cos(180°—oc)
=x2=16 + 25 1245 —CoS o)
=x2 =41+ 40 - §:>x—\/_cm
180° -
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662.

663.

664.

668.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

o+ p=180°|
o — B =60°
xX2=62+122—-2-6-12-cos 120°=
= x = 6V7 cm

y2 =62+ 122 —2-6-12-cos 60° =
= x = 6Y3 cm
z=12 + 12 =z =24 cm.

=o = 120° B = 60°

12 12

Pela lei dos cossenos, temos:

AC? = AB? + BC? — 2(AB)(BC) - cos B =
:>:L=ABQ+1OO—2-AB-10-§:>

= AB2 — 10V3AB + 99 = 0 = n3o possui solucao real.
Resposta: nao existe o triangulo com as medidas indicadas.

c2=a%2+ b2 —2abcos o=
a2 + b2 — ¢?
2ab
Seja a medida da outra diagonal
igual a d.
d2 = a2 + b2 — 2ab cos (180° — o) =
= d?2 = a2 + b2 — 2ab (—cos o) =
a2 + b2 — ¢?

2al

= Co0sS o =

= d?=a%+ b2+ 2ab -

=d?=2a’+2p? - c?=

=d =V2a% + 2pb? — ¢?

Sejam P, Q e R os centros dos quadrados.
PA e PB medem metade da diagonal do quadrado de lado 6 cm.
Entao, PA = PB = 3V2 cm. Analogamente, QA = QC = 3V6 cm.
Observando os angulos formados no vértice, pode-se concluir que
os pontos P, A e Q estdo alinhados; logo, PQ = 32 +6) cm.
Agora, no triangulo ABC temos:
sen B =£=>senl§ zﬁzﬂé = 60° = C = 30°.

12 2
Aplicando a lei dos cossenos ao triangulo PBR:
PR2 = PB2 + BR2 — 2 - (PB)(BR) - cos B =
= PR2 = (3V2)2 + (6V2)2 — 2 - 3V2 - 6V2 - cos 150° =
= PR2 =18 + 72 — 72 - (—cos 30°) = PR = 3v10 + 43 cm.
Aplicando a lei dos cossenos ao triangulo QCR:
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QR2 = QC2 + CR2 — 2(QC)(CR) cos € =
= QR2 = (3V6)? + (6V2)* — 2 - 3V6 - 6Y2 - cos 120° =

— QR2 = 54 + 72 — 72 - V3(—cos 60°) = QR = 314 + 4V3 cm.

12
12
6\V2 _ __-
6 B/ - ----""_ \R
[ s 45° 1
312, /159602 \
4 1
p L 1642 12
6 '
1
3\2 45°
ol ol 3000
6 A 450\ |C
36 ,/'3\/5
63 Q 6V3
1 o
6V3

669. Quadrilatero ABCD é inscrito = A + C = 180°

AABD = x2 =62+ 102 —2-6-10-cos A (1) -
ABCD = x2 =102 + 162 — 2 - 10 - 16 - cos (180° — A)
= 62 + 102 — 120 cos A = 102 + 162 — 320(—cos A) =
- 1
= Ccos A = > Substituindo em (1):

x2=62+102—120-(—%)=>x:14m.
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670. 1) Considere um ponto Q externo ao
triangulo, tal que BQ = 5e CQ =
= 7. Note que APBA = AQBC
(LLL), donde se obtém: PBQ = 60°.
Entao, APBQ é equilatero. Logo,
BPQ = 60° (0. = 60°).

2) Aplicando a lei dos cossenos no
APQC, temos:
B = 60°.

3) (oo = 60°, B = 60°) =
= BPC = 120°.
Aplicando a lei dos cossenos no
ABPC, temos:
BC = V129 = x = V129 cm.

Linhas notaveis — Relagoes de Stewart

674. a) Usando a relacao de Stewart: 6
42.6+62-2-x2-8=8-2-6 o [«
=96+ 72 — 8x2=96=x = 3.
2 6

1 1
675. m, =3 2(b% +¢?) —a%;m, = 3 2(a2 + ¢2) — b?;

1

m, = §V2(a2 + b2) — ¢2
1
m2 + m2 + m2 = %[2(b2 +¢?) —a?l + Z[2(a2 +¢2) — b?] +
+ %[2(a2 +b?) - c?] =
1

:>m§+m§+m§=z[2b2+202—a2+2a2+202—b2+

+2a% + 2b% - %] =

1 3
=m2+m2+m2= Z[3a2 + 3b? + 3¢?] = Z(a2 + b? + ¢?)

m2+m2+m2 3
Logo,a—bcz_
a?+b2+c2 4
677. 1) [x2+ h2 =25 h2 = 25 — X2 R
6 —x2+h2=49 — |h2=49 — (6 — x)?
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678.

=25 -x>=49 — (6 — x)?>= B
=>x=1
h2+x2=25=h2+1=25= > 7
= h = 2V6 cm h
A x 6 —x C

2) Teorema da bissetriz interna:
% = ¥ =Xx=2,5cm
Relacao de Stewart:
5235+ 72:25—-72-6=
=6-25-356=>

1575

60

= 72

V105
5 cm

3) Teorema da bissetriz externa: B
¥ - %: X = 30 i ;

Relagcao de Stewart:

2.5+ 72-30—-62-35 =

=35-5-30= A e T >

= 52 =5040 = ¢ = 127 cm ; .

Aplicando a relacao de Stewart:
b2n +cZm — x2m +n)=M+n)-m-n=
———

a

A
b C
X
B m M n C
I 3 |
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679.

680.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

= x2(m + n) = b?n + ¢?m — amn.
Multiplicando ambos 0s membros por (m + n):
x2(m + n)2 = b2n(m + n) + ¢2m(m + n) — amn(m + n) =
\_%/_/
= x2(m + n)2 = b2n? + ¢2m? + b2mn + ¢?mn — a2mn =
Vb%n? + ¢?m? + mn(b? + ¢ — a?)
m + n

=x2 =

4
Teor. biss. interna :% = V =

A

= 2 — = \2
= 4x =3y =X 16Y
Aplicando a relagao de Stewart, vem:
x2-4+4+y2-3-62-7=7-3-4= « y
:>1i6y2~4+3y2—252=84:> 6
=y=28

9 9
2 2 \2 2 2 . B C
X 16y = X 16 64 = 3 S 2
=X=06

) 36 18
Teor. biss. externa = ~ = T =

=X =2y = x2 = 4y?
Com a relagao de Stewart, temos:
(90V6)* - 18 + x2- 18 — y2 - 36 =

=36-18-18 =
= 8748 + 4y? - 18 — 36y2 =
= 11664 = B 18

=36y2=2916=>y=9=x =18

o =NS[NePVIl — Poligonos regulares s

686.

Note que PS i®i120°e 120° 120°
AB = 90° = PA + QB = 60°
PQ/AB = PA = PB }ﬁ
PA + QB = 60° //x
= PA =30°= x = 15° p Q
A\—/B
90°
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687.

689.

691.

AB

=

PQ

=

AB
AP
=

AQ

A, = 3n0

€ lado do pentadecagono regular =
— 360° —
AB = = AB = 24° °

15 24 60

€ lado do hexagono regular =
—~ 360° = A
PR=—F—=P=60° 18
//PQ = AP = BQ P
=+ AB + BQ = 60° = AP = BQ = 36°
AP = 18°
P é inscrito e subtende AP = AQP = 9°.

360° P p
30° % T B_.-—<2fX ¢

ABCP = P = 156° [ 120/ K120 D

g)

O ndmero de diagonais com me- A A,
didas duas a duas diferentes em
um poligono regular de n lados,
n par, € dado por: A,
n—2
2

Dedugao: Seja o poligono A/A, ...
n par.

O vértice diametralmente oposto
a Al é Aﬂ +1-

2

A,

De A, partem n + 1 — 2 diagonais com medidas duas a duas
diferentes.

Entéo,%+1—2:n_2.

A uniao de A, com os demais vér-
tices fornece diagonais com me-
didas iguais as ja obtidas.
O numero de diagonais com me-
didas duas a duas diferentes em
um poligono regular de n lados, n
impar, € dado por:
n—3

2
Dedugéo: Seja o poligono A/A, ... A,
n impar.
O vértice que unido a A, fornece a maior medida de diagonal pos-
sivel é Ap — 1

= 1
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692.

693.

695.

697.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

De A, partem n—1

duas diferentes.

h ~3
Entao, 1 1+1—2=r]2 .

A uniao de A, com os demais vértices resulta em diagonais com
medidas iguais as ja obtidas.

+ 1 — 2 diagonais com medidas duas a

Temos:
n—2 n—3

=6 o0u

> > =6=n=140un=15= S, = 2160° ou

S, = 2340°.

Na figura, temos:
AB = BC = AABC is6sceles =

d

= A =10°, B = 160° /(“/<B>\,\
= 160° = a, = 20° = A 160° C

g

300 _ 200 n-18 e

n(n B 3) \

= —— \

2
18 - (18 — 3)

=5d=———-—"—"—=d=135

n

2
= 18 = 9 diagonais passam pelo centro.

Logo, nao passam pelo centro 135 — 9 = 126 diagonais.

Poligono MBCNP: Si = 540° =

= 2ai + 200° = 540° = a = 170°

a
360°

=

Logo, passam pelo centro n_ 18
. . 2
diagonais.

=170°=a, = 10° =
=10°=n =36

Soma dos angulos internos do po-
ligono MBCDNP ¢€ igual a 720°. En-
tao: 3 - (180° — a,) + 180° + a, +
+20°=720°=a,=10°= 360° _
=10° = n = 36.

Logo, o nimero de diagonais diferentes, duas a duas, €:

n-2 36-2

> > = 17.

9 | Fundamentos de Matematica Elementar




MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

698.

702.

710.

712.

Na figura, prolongamos também os
lados BC e DE, formando o triangulo
ZCD.

Temos:

EYZ externo ao ABXY = E\:(Z =3-a,
CZD externo ao AEYZ=CZD =4 - a,.
ACZD = 6a, = 180° = a, = 30° =

360 =30°=n=12
d:n(n2—3):
12(12 - 3
d:%id:54.

Seja /4 0 lado do hexagono.

a) Se os triangulos sao equilateros,
temos R = /.
Assim, diagonal maior = 2R = 2/,
=12 m.

b) R é lado do triangulo equilatero =
=>R=/(;=6m.

c) r é altura do triangulo equilatero =

14

d) diagonal menor = 2r = 2 - 33 =
=6V3 m.
e) apétema = r = a5 = 3V3 m.

a)lg=R=>R=5cm=

=>a6=%=>a6=%cm
b)r=a6:>r=¥cm F

c) Note que AM L BC = AM é altura
do triangulo equilatero OAB =
>AC=2AM=AC=2-r=
= AC = 5V3 cm.

Sejam R, e R, os raios dos circulos onde estao inscritos o quadrado
e o triangulo equilatero, respectivamente. Temos:

l,=R2 = 2p, = 4R V2
1y =R,N3 = 2p, = 3R,V3

1 46
2p, = 2p, = 4RV2 = 3R,V3 = R, "9
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714.

716.

717.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

ACEG quadrado = AC = RV2 =

OM_R\/_

—~BM=R — RV—
Aplicando relacoes métricas no
ABCF, retangulo em C, vem:
(BC)? = (BF) - (BM)

RV2 )

£§=2R(R—

g = RN2 —\2.
Aplicando o teorema de Pitagoras
no AFNO:

7.\2
-r (3 -

2 —
:angz_M:%:#
r=1

V5 -1 =h=V5+1
2r =
2
h V5 + 1
AV_E AV = >

Aplicando o teorema da bissetriz in-

terna no AOAB:
L 2—7
> 7 =/ 20 —4=0=

=(=(5-1)m.
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719. No AOAB temos: o
OM bissetriz = AOB = 36° = \_18°
AB = /. OB =R, MB = —40 R
= - 610’ - y - T
21 V5 —1. R
MB o 2 ~_ ' _——
sen18°=ﬁ=%=—2R = A | !B
NG ¢
-1 10
= sen 18° = 54 20
2
720. (2= 02+ 3,> (2 =R? +(V§2_ 1. R) :>€5=g\/10—2\/§
EB
721. sen 36 R R =
10 — 25
= sen 36° = —

725. (2=R2+R2-2-R-R-cos45° o
f§=2R2—2R2-%: R /N R
=/, =R2 2
AN B
———
726. (=RV2 V2 5 R=-———= R 02422

22 22 erwe 2
—R=5Va+ 21

727. Temos: a, = 135°.
Lei dos cossenos no AABC:
ACZ=(¢2+4¢2—-2.-¢-(-(—cos 45°) =
= AC2 =202 + (22 =

= AC = W2 + 2
AE = 2R 726

:>AE=2~§\/4+2\/§ =
= AE = W4 + 2V2
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AE é diametro =

= AADE é retangulo em D.

Aplicando Pitagoras ao AADE:

AD?2 = AE2 — DE2 =

= AD2 = (24 + 22) — 12 =

= AD = (N3 + 2V2 =

SAD =2 +22 +1)=AD=¢- VN2 + 1P S5 AD=7¢- (2 + 1)

728. a)l = ‘R>R=——

2

VB -1 /(N5 + 1)
2

b) AAEF é retangulo =
= AE2 = AF?2 — EF2 =
= AE2 = (2R)2 — 2 =
= AE2 = 2\ + 1) — 12 =
= AE2 = ¢2(5 + 25) =

= AE = N5 + 2\5
c)ﬁ+é?:=72°=>AC=25=gV1o+2V§

d) AADF é retangulo em D, DF = /., AF = (N5 + 1)¢
Dai:

AD2=AF2—DF2=>AD2=(6+2VS)£2—%%2=>
7+ 3V5 /
:>AD2=T-£2:>AD=§14+6\/§
729. x2=a2+a2—-2-a-a-cos36°=
+1
:>x2=2a2—2a2~\/§4
, (6-2V5)
> X =—"3a“ =
4 a
:Xzzw.azz
2 <) X
=>x:—6_22\/§~a=> a
N5 —2V5 + 1)
ﬁx—f-a:'
_ 5 1) _V5-1
=X = > ra=mXx=—p0—-a
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730. Usando o resultado do exercicio 729:

. V5 —1 .
2
2 X
=X = ca=>
V5 -1 a I~
V5 +1
X = > - a. "
731. Usando o resultado do exercicio 730

732. a) Os triangulos A'AB, B'BC,
C'CD, D'DE e E'EA sao con-
gruentes e isosceles de ba-
ses AB, BC, CD, DE e EA. Dair:
A=B=C=D=E(@1)
e, por diferencga, obtemos:
AB'=B'C'=C'D'=D'E' =
=E'A" (2)
(1) e (2) = A'B'C'D'E' é pen-
tagono regular.

b) AA'B'B exercicio

729

:x=%(\/§ —1)(1)

== exercicio

BD é diagonal ==

:>2x+y=é(\/§+1)(2)

(2)=>y=@—2x.

Substituindo em (1), obtemos x =
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[N PViIIM — Comprimento da circunferéncia

735. a)
01 02
0, 12cm

R,=R,=12= R, =12cm

=C, =C,=nR, =12rn R,=R;=6=

Ry =24=C;=nR;= =C,=C;=nR, =6rn

= C; = 24rn C1=1'2nR1:>

C,+C,+C;=12rn + 6

+ 121 + 241 = C, + ~C —L. 21125
6

+C,+C;=48ncm

C,+C,+C;=4rn + 61 +
+ 6 = 16w cm

736. b A L
/l, 7 F
305 Y. -
B C
AABC é equilatero, pois seus Note que EBF = 30°. Dai:
lados s@o os raios dos arcos. EF=23% o Ro
6B = 60° — AB = 2% . 360°
ACB = 60° = AB 360° 21R =

:EIEZ%-R~48:>

= EF = 8 m.
Logo,comoEFz FG = GH =
= HE, temos:
EF + FG + GH + AE = 32 m.
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102

737.

738.

745.

@:%-2n-18=>@=27ncm\
?F=§2§:-2n-35:>5EF=56n0m
F’T—|=§§g:~2n-24:>F’c';T-|:30ncm b =
’0:228:-2n-36=>H"U:24ncm

B =222 on. 48 = J(B = 68n om

360° /

w

1S

m

F

P.

IS

()

3

A
APA01:>sen60°=A—F;\:>§=6C§NA§:>olA=120m:>
= 0,A=180m 1 1
=229 5 0A) = AB = = 21 (120) = AB = 80

= 360° n(0,A) = =3 - ( ) = = 80t m

—_ ° —_ 1 —_
AD = 2755+ 21(0,A) = AD = = - 21+ 180 = AD = 601 m

Seja 2p o comprimento total da pista. Temos:

2p = AB + CD + AD + BC = 2p = 80 + 80n + 60rn + 601 =
= 2p = 280w m.

Seja C o comprimento da circunferéncia e C,, C, e C; os comprimen-
tos quando o raio € aumentado em 2 m, em 3 m e em a metros, res-
pectivamente. Temos:

C = 2rnR

C,=2nR+2)=C, =2nR+4n=C, =C + 4r
C,=2nR+3)=C,=2nR+6n=C, =C + 61
C;=2n(R+a)=C;=2nR + 2an = C, = C + 2ar

Portanto o comprimento aumenta em 4n m, 6m m e 2am m,
respectivamente.
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746.

7417.

748.
750.

755.

756.

757.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

p2=2nR2:1+103 _ _ 3 43

b, = 21R, = 103 }:2nR2 2nR, =1 + 10 10° =
1

2n

Sejam o comprimento normal e o0 comprimento com o raio duplicado
iguais a C e C,, respectivamente. Temos:

C = 2rnR

C,=2n(2R)=C, =2 -21R= C, = 2nC

Logo, o comprimento também duplica.

(=2nmR,r=2R,/=r-0a)=2tR=2R-oa=>oa=n= o = 180°

C — comprimento normal da circunferéncia.

C, — comprimento da circunferéncia cujo raio aumentou 50%.
Temos:

C = 2nR C
C1=2n(R+O,5R):>C1=2nR+nR:>Cl=C+E=>
=C, =C+ 0,5C.

Resposta: o comprimento aumenta 50%.

C1 = 2TtR1 = 1500 = 215R1 =

=R, -R, =

750
=R, =—m
e
C2 = 2nR2:>1200 = 2nR2:> %
600
:R2=—m
" 750 600
d=R, —R,=2d=—">—-—
e T

=d=@m

C=2rR=C=2n-40=C = 80ncm
n: n° de voltas, 26 km = 26 x 10° cm

5
d=n-C=>n=g=>n=M=>n51035Ovoltas
C 80r
1 h 50 min = 110 min
o . 10350
n® de voltas/min = 10 = 94

Sejam R.: raio da roda dianteira; R;: raio da roda traseira; d: distancia
percorrida. Distancia percorrida quando R da 25 voltas:
d=25-2nR,=d=25-2n-1=d =50 m.

Nessa distancia, R; da 20 voltas. Entao: 5
d:20‘2“RT:'50“:20'2'“'RT=>RT:Zm-

Distancia percorrida depois que R. deu 100 voltas:

d=100"-2nR,=d =100 2n -1 = d = 200 m.
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758. C,=2rR; =C, =2n-15=C, =3ncm
C,=2nR,=C,=2n-1=C, =2ncm
C,-C,=3n-2r=C, —C,=mcm

o _ moR
765. (a—80,l€—200m,£—1800):> 20cm
_ m-80°-R _ 45 \80"
=20 = 180° —Tcm
767.  (AB = o 0B;CD = o~ OD) = D 8
= AB — CD = o(OB — OD) = O<T5 80 100
=100 -80=0"-25=
_4 C~JA
:>oc—§rad —=| 257}~
770. Na figura, temos:
AOMB:cosa=ﬁ=>1
:>cosoc=€:>cosoc=§:> p

= o = 60° NN
o = 60° = AOB = 120° = ‘lﬁ'
= (APB = 120°, AQB = 240°) L

Como os comprimentos dos arcos

sao proporcionais aos angulos cen-

trais determinados, temos: Q
AQB 2
; == =2,
APB 1
773. Note o AABC, equilatero. Temos C = 60° = A
= POQ = 120° =
—~ 1
= PQ = 3 2n-R=
— 1
= PQ =§-2n-10:>
— 20
= PQ =—mncm

3
Também temos:
QS =2R=QS =20cm.
Logo, o comprimento da correia sera dado por:

3(20 + %n) = 60 + 20 = 20(3 + 7) cm.
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774.

AOPO' = (OP = 6,00' = 12) 2%, 0'p = 63 cm =

= (AB = 6V3 c¢m, CD = 6V3 cm)

Seja POO' = o.. Temos:

CoS O = o CoS O = 5 cos 1 = 60° = AOD = 120°

oc—oo,: 0c—12:> az:a— = =
AOQ' e BO'0 sao alternos = BO'O = o = 60° = BO'C = 120°
. — —  240° — 16
AOD = 120° = AXD = 240° = AXD = -2 -4 = AXD = —ncm
360° 3
— — 240° —
BO'C = 120° = BYC = 240° = BYC = Oo -2n -2 = BYC :@cm
360 3
Logo, o comprimento da correia sera dado por:
—— —_— 8

AB + CD + AXD + BYC = 6V3 + 6V3 +?n+§n=4(3\/§ + 21) cm.
775. AA'AD = x2 = 4 + 72

Calculo de z:

Note quey = 3 — z.

AOPA = AP = %

AAPC = C =60°=

. AP
= sen 60° = AC
1
B _ 2
=7 T3-z7 t
9-vV3
=z= . Dai: 3R
3
o
X =4+ =
3

= x = 3,1415333...
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oMo Wl — Equivaléncia plana

106

783.

784.

789.

790.

Pelos itens 235 e 236 da teoria podemos concluir que todo trian-
gulo é equivalente a um retangulo de base congruente a base do
triangulo e altura igual @ metade da altura do triangulo.

Se reduzirmos a metade a base de um triangulo, o retangulo equiva-
lente também tera sua base reduzida a metade. Para manter a equi-
valéncia, a altura devera dobrar.

AABD = ABCD = D C
sIl+ll+ll=1+11+1IV | I v
= ll=1V 5
1] I I
A B

4-()+P,=4-()+P, +P,=
=P, =P, +P,

-7 | P,
II
P, /)
a,’I
17
1 o
C D P
o C D ___ P
B AT B' AT

APAB = ADAB (mesma base e mesma altura)

AP'A'B' = AD'A'B' (mesma base e mesma altura)}:>ADAB = ADAB

Como a diagonal do retangulo o divide em triangulos equivalentes,
concluimos que os retangulos sao equivalentes.
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791. ACBG = AABE (LAL) D
Utilizando a deducao feita no exerci- A
cio anterior, temos:
ABCD ~ BEIH. C--- Ll
B ! —r T -l DN
BT/ [H G
E F
792. J
PR L
A
4 i
]
B H G

F

E |
=ABCD + AJLG = BEIH + GHIF

Exercicio 791 = ABCD ~ BEIH|
Exercicio 791 = AJLG ~ GHIF |

TR 08 — Areas de superficies planas
,_h 3 n
sen 60 ——:7—6:> A

= ABCD + AJLG = BGFE

798. g 5

=h=3'3m
o_& i—ﬁ 6
00560—6:2—6: h 213
—=BD=3m v L
AACD = CD =5m 5 5 c
BC - h
=

Spage = 2
8- 3V3
= Spec = 12V3 m?

= Spge 2
107
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s h V2 h
h)sen45—16:>2—16:>
=h=82m
BC - h
Spec = 2
_18-8\2
:SABC_T:"
= Sype = 72V2 m?2
i) X2+ h2 =52 -
(7 — x)2 + h2 = (42)2
=>x=3m=h=4m
BC - h
Spec = 2
7-4 )
:SABC=T=>SABC=14m
799. a) AABO 22X, B0 =5m = A
=BD =10m
g _BD-AC b
2 B D
10 - 24
== =S =120m?2
.. h N2 h 12
b)sen45—12=>2—12=
=h=6V2m 12 12

S=12-h=>S=12-6V2 =

=S = 72V2 m? =

oD 12
c) tg60°=E:>J§ 0=

= A0 =43 m
AO = 43 = AC = BV3 m
g _AC-BD

> =

8V3 - 24
ﬁSZTﬁ

= S = 96V3 m2
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h h
800. d) tg60°=Z=>\/§ =7

—h=43m

+ .
s-Brbh
(10 + 6) - 43
—_— =

=S =

2
— S = 32V3 m2
1

SOO_E __E
e) sen ~6232" 67

= h=3m
3
2

cosSO°=%:> ===

—x=3V3m

o >

_(B+b)-h
S= 2
(10v3 + 4V3) - 3
> =
= S = 21V3 m?2
,_h N3 n
f)sen60—6:>2—6:> A 4
=h=33m

=S =

. X 1__
cos 60 —6=2— =

=x=3m

tg30°=£:>\/§—ﬂ:>

y 3 vy

803. b)sen30°=—:%=—=

10

62+22=10°=2z=8m w
tg60°=¥:>\/§ :%:>w:8\/§m

+ +
X+ Wy +2)

S =

- S = = S = 2(25V3 + 48) m2

(6 f 8V3)(6y3 + 8)
2
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809. Sejam D e d as diagonais maior e menor, respectivamente, do losan-
g0, e ( o lado do quadrado. Temos:
2=81=/¢=9cm= 2p = 36cm.

d 2

D 7 }:D=280m,d=80m:>8=7d:>8=282—8:>
d+ D =36

=S =112 cm?

811. 4/ =120=/=30cm £=30 g N0
x? + 182 =302 = x = 24 cm x o x
D-d 48 - 36
S = - =S = > = 18
30 30
= S = 864 cm?
812. Perimetro do quadrado = 40 = 4/ = 40 = b
=(=10m= S, = 100 m
No trapézio da figura: b b
2p=40=5b=40=b =8m
h2+42=82=h=4V3m 2b
(B + b)h (16 + 8) - 4V3 8
Sta :T: Tra :f:
=S, =483 m? & In 8
Sq _ 100 _ Sq _25\3 N R
STra 48\/5 STra 36
814. Sendo b e h a base e a altura do retangulo, temos:
b=h+3
b + 3N — 66}:(b— 15cm, h = 12 cm) = 2p = 54 cm.

Sendo ¢ o lado do quadrado, temos:

27 729
4/ =b4=>/=—cm=S=12=S=——cm?

2 4
815. Sejam D e d as diagonais do losango. Temos:
a_3
575 }2 o
D—d=40 B

= (D =100 cm, d = 60 cm)
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Na figura ao lado:
2 =502 + 302 = ( = 10V34 cm
Sendo o perimetro do quadrado ¢ ¢
igual ao do losango, o lado do qua- 50
drado também mede 10V34 cm. (30 [130 N
P _ 2 _
A|OS DTd ( 50 i
A 3400 A 17
_qua _ - _Qua _ —_
~ A, 100-60 A, 15

2

819. a)/=38
3V3 /2 8_3\/5-82
> = = =
= S = 96V3 m?2

V3
> :>2\/§=%:>€=4m

3V3/2 33 - 42
= —_— =

S > =S = >
\ z‘z /
/

oy a=t3

— S = 243 m2

c)BC=12=MB =6 A ¢ B
BAC = 120° = MAB = 60° 60° 302
MAB = 60° = MBA = 30° o <
, 6 V3 6
cos 30 —727—?:> C
— (=43 m
332 3vV3(4v3)?
S = =8="x
2 2
=S =723 m2
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824. AAED ~AABC=> . A
10 — x X 10—Xi|:
— T — = D
10 15 =>X=6m= (i
= Sperg = X2 = Spgrg = 36 M? 10 N x
ol
B F x G C

825. AADE ~ AACB =

AE _ AD
= AB AC
10

:>1—5=8+X=>x=4m
AABC = 122 + BC? = 152 =
=BC=9m

(AC) - (BC) 12-9

Siec = 5 = Smc T 5 = Sawc =94 m?

826. ACB = CED (correspondentes) -
ABC = CDE (retos)

= AABC ~ ACDE = A
AB _ BC Ll B .C
~¢Cb DE om
] E
X—6_6 «=10m 6mD9m
6 9 *~

S=x2=>S=102=S = 100 m?

827. De acordo com a figura ao lado:
{2p=36 {2a+2b=36
= =
aZ = b2 + 122 aZ — b2 =144 s s
{a +b =18 (1) 12

=

aZ — b2 = 144 (2)
(2) = (a + b)(@ — b) = 144 % =
= 18(a — b) = 144 =
= a—b=8(3)

1e@B)=a=13,b=5

Seja S a area procurada. Entao:
2b - h 2-5-12

S = > =S =

=S =60m?
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828.

830.

831.

832.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

Considerando as medidas indicadas
na figura:
a2 + b2 = 152 o
=
2(a + b) =42
a2+ b2 = 225}
= =
at+thb=21
=a-b=108= S =108 m?

Na figura ao lado temos um trapézio

isésceles de altura 3V3 m, base

maior 14 m e perimetro 34 m.

Para facilitar os calculos fizemos a

base menor igual a 2a. Dai:

(7 — a2+ (3V3)° = (10 — a2 =

=a=4m 10-a 3V3 10-a
_(B+b)h

S="7%H = ol

7-a 2a 7-a
+
£229 53 5

=S =33V3 m?2

2a

=S =

Considerando as medidas indicadas
na figura, temos:

h2 + (21 — x)2 = 172
J[h2 + x2 = 102

=>xX=6m,h=8m)
+
S=(B 2b)h:>
+ .
Lg_(214-8
2
=S =116 m?

Para simplificar os célculos, seja 2x a

medida de uma diagonal. A outra me-

dira 2x + 4 e o lado medira 2x — 2. 2x -2
Considerando as medidas indicadas X + 2

na figura: XX
X2+ (x+22=2x—22= X+
=x2-6x=0=x=00ux=6m D — 2
XxX=6m==(d=12m,D = 16 m).

S=¥:>S= 16212:>S=96m2.
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833. ABD = CDB (alternos) = AABD is6sceles = AB = AD = /.
O trapézio é isésceles = AD = BC = /.
AB=/¢=EF=/
2p =48 =4/ + DE+ FC =48 =
= DE + FC =48 — 4/
(DE = FC; DE + FC = 48 — /) =
=DE=FC =24 -2/
ABCF: 2 = (3VB)? + (24 — 2/)2 =
=/(=230u/l =9

Sendo B a base maior, temos: A ( B
B =48 — 3/.
(=23=B=48-3-23=
= B = —21 (nao serve)
(=9=B=48-3-9=
=B D4a 2 E 7 F2a-2i
N gy / Y,
S:(B b)h
2
+
:>S=212 9-3\/§:>

=S = 45V5 m2,

834. Seja OT o raio perpendicular ao lado a a
AB e 0S o segmento paralelo a AB, e T2 I;B
com S em BC. J\
Sendo a o lado do quadrado e con- 10 s 10
siderando as medidas indicadas na 2 [
figura, temos: a\ © Sla-10
AOCS: (a — 10)2 + (5) =102 = ol 10
=a=16m. D c

S=a2=S=162=S =256 m2.

835. ACD = BAC (alternos) =
= AABC is6sceles = AB = BC = b.
AB=b=DE=b=CE=25-b
ABEC = b2 = 52 + (25 — b)2 =

=b =13
_ (B+bh
S——2 =
g (25+13)-5
2
=S =95 m?2.
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836.

837.

838.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

h
C——
h+10 5m E 15m °©
1)s=300=NFT10"h_ 5 AABE = AB? = 202 + 152 =
~300=h?+10h — 600 = —AB=25m
= 0 = h = —30 (nao serve) S =300 :M =300=
ouh=20m 25-CD
= > =300=CD=24m
AABC = BC? + 242 = 402 = Al .. ]
=BC=32m 2’4,/'
Sendo a medida do lado do losango B@’ ,
igual a ¢: \ S
AMBE = (32 — /)2 + 242 = (2 =5 32701\
= (=25m F—p |40
S=CE-AB=S =25-24=
= S = 600 m2. ‘ ¢

C
Na figura, o AABC é retangulo em
A; BD mediana relativa a AC; CE me-
diana relativa a AB; BD = 2V73 m,
CE = 4V13 m. Temos:
AACE = a2 + (2b)2 = (2V73)? .
AABD = (2a)2 + b2 = (4V13)? = 273 e
{aQ + 4b2% = 292 a
= E
432 + b2 = 208 "\
a
=a=6mb=8m= C. > i
2a - 2b \ b D b A
=8 = = Y
2 ' 413
12 -1
=S = 6 =S =96 m2.

2
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839. A menor altura é relativa ao maior
lado.
De acordo com a figura:
h? + x2 = 45
= 345 5

h2+(10—x)2=25} h
=S>X=6m,h=3m)

~10-h _10-3 X 10 - x
S = 5 =S = > =
=S =15m?2.

840. AABC= (BF=BD=4m,CF=CE=06m)
AB2 + AC2 = BC? =
=@ +n2+6+n?=10°=

=r=—12 (ndo serve)our =2 m
r=2m= (AB=6m,AC =8m)
(AB) - (AC)
S=——F—"=
2
6-8
:>S=T:>S=24m2.

841. (1) AABC = AACD (mesma base
AB = AD e mesma altura)
(2) ACDF = AACD (mesma base
AC = CF e mesma altura)
(1) e (2) = Sypr =2 Spge
Analogamente,

Scer = 2 " Sape’ Sape = 2+ Spge-
7 .

Portanto, Sy = 7 - S,gc.

843. Na figura, os triangulos que tém areas
iguais assim foram marcados por pos-
suirem mesma base e mesma altura
relativa a essas bases.

Agora, temos:

AABP = AACP (mesma base e mes-
ma altura) =

=25, +5;,=25,+S;=

=S, =5,(1)

AABN = ACBN =

=25, +S5,=25,+S5,=S, =S5, (2)
(e(2)=9S, =S5, =S,
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1

Sgae = 1 Sgpe =
ﬁSBGE:%'gZ:'SBGE:%
sBFG=%.SBGE$SBFG:%%:SBFG:%

Spere = Sepe ~ Spre = Sperg = % B % = Sperg = %k
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846.

b)
B A E IF | B
D G H C
_k 1 k B
Sap =52 SaeT 5 52 Seahi = Sera T Sran T Spui =
k 5k 1 k 1 k
:SACE:E:>SADE:E :>SEGH|_Z'§+6'§+
1 b5k k 1 Kk
S T T ST 15 T2 5=
k
Seoe = Saco ~ Sacer = :>SEGH|:§
Ko,k _k
2 12 3
4 4 k 4k
St T 5 SmET 5 3 15
1
Step = 5 * Srpe
1k_k
5 3 15
o _1.k_k
T T 415 60
4k k
S =Swe T Sren =75 T80 >
o 17k
~ 770
E é baricentro do ABCD = A B
1S
=Smc =5 3>
S
= Semc = 13
Fundamentos de Matematica Elementar | 9




847.

848.

849.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

Observando as areas indicadas na
figura, temos:

AABE= | 2a + 3b = 2k

5
K =
ABCD= 5a+b=§
4K 8k
:b—@:S—E

Unindo os pontos A e F.
Sendo x a area do AFVC, a area do
AFVA sera 2x.

Sendo y a area do AFAR, a area do
AFBR sera 2y.

Temos:
X+y= K
y = 3 -
2
2x + 3y = 3
= (x=55¥ = 23]
21Y 21
De modo analogo, obtemos:
k
Saro = Sgre = Spc T 57 € A
4k
Sem = Sewp = Smr = 21"

Observando as areas indicadas na
figura, temos:
Spgr = k—6x—3y =

k 4k -
=k—-6"——-3 ' —/—= -

il 21 B T 0 C
= Sper = 7

RV2 + 12
Exercicio 714:>(a8=T;£8 = RvV2 —\/5):
(\/§+1)€8 2

8= 5 :>S=p-a:>S=—4(\/§;1)€8:>

2p =8l = p = 4/
=S =202 + 1)
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= a0~

850. (alozgﬂo + 2V5; gm:@z_ 1R _\/§8+ 1 V10 + 2VB4,,

2p =10/ = p =5/
s:p.a:)s:5.\/§8+1.ﬂo+2d€e2:

_ %JNB + 17010 + 25) . 12
_ %/16(5 +2VB)2 oy g = §V5 + 2VB /2

851. ( (\/_+1 =5V10—25>=>a 25+1O@/

10 s

5
2p=S/=p==/

2
5 V25 + 10V5 \25 + 10V5
S=pramS=5 ——o—— 62:>S:T~€2

852. b =l;=b=2110-2B;n =5 =205 +1)

V10 -26 (V5 +1) , . V10+ 25,
3 - r :S—Tr

S

bh=§ =

853.  Exercicio 714 = /g = 2 —\2
s=i2=s=[(22f=s=@2-2)

854. De acordo com a figura, temos:
84 +x+40 a

y+35+30 b
40 a
b

=
30 c
84 +x+40 4 1
~3y+35+30 3V
Xx+84 +y \j

40 + 30 + 35

35

X+84+y y
=20+30 135 352

(1) =4y — 3x =112 -
(2) = 70y — 35x = 2940
= (x =56,y = 70) = S,g. = 315
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Expressoes da area do triangulo

858.

860.

862.

ACD = BAC (alternos)

A 4 B
S =Sup T Spgc = J
S_8-12-sen30° +4-8-sen30°
=T 2 2 = 8
= S = 32 m2. 30°
D 12 @

Seja o quadrilatero ABCD, onde
AC = a,BD =b.
Lembrando que A 8
sen (180° — o) = sen o, temos:
$;,=P+Q+R+S= l

XZ sen XW sen o X 180° - o
=S, =% —t 5 T 9

wy sen o zy sen o
+ > + > = D C
sen o sen o
=8, = > Xz +w) +yz+wl= Sia = > [(x +y)(z+w]=
=S, = %ab sen o
7+8+

ap = # =p=12

S =1p(p —a)p — b)p —¢) =
=S =vV12(12 — 7)(12 — 8)(12 — 9) =
=S =12V5

S=p-r=>126 =12 -r=>r="V5 3 9 C
16 + 20 + 1
SR LT E LI

S =1p(p —a)p — b)(p —¢) =
— 'S =\27(27 — 16)(27 — 20)(27 — 18) m =

=S = 9V231

abc
S_ﬁ:

n _ 160Y231
- 231
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+10 +
863. a)p=wzp=14m
S=vVp(p — a)p — b)(p — c) =S =V14(14—6) 14— 10)(14—12) =
=S = 8V14 m?2

b) A menor altura é relativa ao maior lado; no caso, 12 m.
. 4
12 - h 8\/1—:1§h:>h: @m

S=—% = 3
¢) A maior altura é relativa ao menor lado; no caso, 6 m.
6-H 6H 8V14
S—T:>8\/1_—7:>H—T
4
d)S=p-r:>8\/ﬂ=14-r:>r:gm
abc 6-10- 12 45V14
e)S_E:SE_T:R_ 28
14 + 10 + 1
sea, p-TI0T16 oo
S =1p(p — a)p — b)(p — ¢) = S =V20(20 — 14)(20—10)(20 — 16) =
=S = 40V3 m?2
S=(p-10)-r=40V3 = (20 - 10) - r=r =43 m
868. Para facilitar os calculos, seja / a

medida de cada um dos lados con-

gruentes. Considerando as medidas

indicadas na figura 1, temos:

2p=32=3/+2=32=>

= (¢ =10cm.

Substituindo ¢ = 10 cm na figura 1,

obtemos a figura 2, onde, pelo teore- ) 5 A

ma de Pitagoras, h = 8 cm. Dai: fig. 1 fig. 2
_b-h _12-8

S = T =S = —2 =

= S = 48 cm?

871. Os lados sao da forma 5k, 12k e 13k. Temos:
2p =90= (5 + 12 + 13)k = 90 = k = 3. Logo, os catetos medem
15 cm e 36 cm.

S = 15é3e:s=270cm2
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874.

875.

876.

879.

9 | Fundamentos de Matematica Elementar
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AD ¢ bissetriz | _, E
BE // AD A
= ABC = ABE = ACB = BEA
ABEC isésceles = BE = BC = a2 a3 A
a2 a2 . s
CBE 2 = Scge = @ L \a
1
DH
B C
a2
4  BC
sen45°  sen30°
4  BC >
:@—T:BC—?@cm 30° Y
2 2 4cm
AB2 = AC2 + BC2 — 2(AB)(AC) cos 45° =
2 2 2 =
> 16=AC?+8-2-4-AC- == B 22m C

=AC2—-4AC-8=0=

=AC=2-2V3 (ndo serve) ou

AC = (2 + 2v3) cm

(AB)(AC) sen 30° 4-(2 +2v3)
>S=——7-——

— 2
> 7 =S =203 + 1) cm

S:

Tracamos CD // AB.
CD // AB = ABMS ~ ACDS =

10 32 15
= 7 = E =X = T m
AAMN ~ ACDN =
Sy 19, y = 150

20—y x 11
Seevn = Sasc ~ Saun =

_ 2023 10 -y-sen60° _700V3

=Sgew = 71 2 BCMN — — 11

Seja S a area do AABC.

_2-p-r  2-q-r
S=o T3
=S =pr+aqr+r?
Aplicando o teorema de Pitagoras
ao AABC:

+rr=

123
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P+a2={PE+nN2+(q+r)2=2pg=2pr+2qr+2r2=
=pg=pr+aqr+rP=pq=S.

880. MN // BC = AAMN ~ AABC =

BC_H_12_ 6 _
MN h ™ x 6-x A
=X =4cm I6—x
12-6 B ) M A I
Sagc = 75 = Spgc = 360M }:} X 6 cm
Sunpg = 42 = Sypq = 16 cm? .
SABC _9 5 Q] X [P c
S 4 12 cm

886. SABC = SABO + SACO + SBCO =
ah _ax  ay  az
AT T N N St

=h=x+y+z

888. a) (DA = DC) = BD é bissetriz de

ABC. 4 A

ABCD = tg 30° = g5 = N4 m

V3 4

=3 =gc=BC= 43

Specp = 2 Sgep = /350 i
_2-43-4 B G c

= Spgep = 2 =

= 16V3 m? .

= Sagep

CE CE A
b)tg 60° = == = V3 = — A
)8 BC = 63 = 43 m,. 1
= (CE =18 m,ED = 8 m) 18m
Note AED = 30°. No triangulo AED, .

obtemos: AD = 4 m, AE = 4\3 m. 4mYp
Specp = Sece ~ Sape =

=6\/§-18_4-4\/§:> 10m
ABCD 2 2 /\60° .
= Sugcp = 46V3 m2. B 63m C

=S
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890.

891.

Area do circulo e de suas partes

893.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

Na figura ao lado construimos

AP // BC, // CP // DE e EP // AF, de
modo que obtivemos os paralelogra-
mos ABCR CDEP e EFAR

A drea do hexagono sera a soma
das areas destes. Assim:

Shex = SABCP + SCDEP + SEFAP =
=S, =4 6-sen120° +

+ 4 -8-sen120° +
+6-8-sen120° =

=S =523 m2

hex

Prolongamos CM, tomando P em

CM, tal que MP = GM.

AM = MB = ¢
= APBG é paralelogramo =
=>BP=AG=8m

ABGP & retangulo (82 + 62 = 102
_8-3 3
Sem =5 = A ) M B

= Sgpy = 12 mM? = Sy \“\\3’\(‘/\ /’8//
Spec = 6 " Sgyg = Spgc = 612 = \‘p‘"
= Sype = 72 m?

Considerando as medidas indicadas

) A B

na figura, temos:

2a 2a
sena =—= X =

X sen a
Spgep = X 2b =

4ab

= Spgep = sen o

a) No triangulo sombreado:
R2=(R—-4)2+8=R=10m
S=nR?2=S=rn-102=
= S = 100x m?
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b) (AM = 25, 0A = R) =
=0M=25-R
mlﬁiW=W}:>
BM = 15
= MC = 15
No triangulo sombreado:
R2=(25—-R)?+15°2=R=17m
S=mR?=S=17? 1=
= S = 2891 m?

894. b) c)
A C
B . [
\ m
y B ¢
%n
AOAB=R2=1r2+52= Relagbes métricas no AABC:
= R2 — 12 =25 m? 82 =2R-(R-4)=
Scoroa =nR?-r)= = R=—4(naoserve)ouR =8m
= Scoroa = 251 m? Scoroa = TC(Rz - I’2) =
= Scoroa = 75(64 - 16) =
= S, 0a = 481 M?
903. a) b)

/=8=RV2=8=R=42m (=6=R=6m

1 1
S:_Z(Scfrc_squa):> Szg(scrrc_shex)z

_Airo g2 1 382
:>S_Z(R 2) = =8 =3 (nR >

1 1 3V3 )
:>S=Z(32n 64) = :S:g (3615 - 36| =
=S =81 — 2)m?2 =S = 3(2n — 3V3) m2
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/=12=RV3 =12 =R =43m

1
S= g(scrrc - STri) =
1, ﬁ@)
:>S—§(1tR 2 =
1 1443
:>S—§(481t— 2 ):>

= S = 4(4n — 3V3) m?

/
(=12m=r=

N/

{=8m=r=4m

1
S=2(Sys— S

4 qua crrc) =

=S ==(2 -2 =

N

1
=S = 2(64— 16m) =

=S =4(4 — 1) m?

3 W3
1= 6V3m (—6m=h= L h=3Em

2 2
1 1
S=§(Shex—SCrm): r=§h:>r=\/§m
1(3V3 2 1
S = g( 2 r2 S = § (STri_ Scrrc) =
1 1 (2
=>S=g(216\/§ —108n>=> =>S=§(EZ§ —nr2>=>

- S =18(2V3 — ) m?

Seja d a diagonal do quadrado. En-

tao:

d=4=n2 =4=7=2V2.
S= Scn’rc
=S=n-22—- (222 =
=S =4 —2).

— — g2 — 2
Spa=S =12 - 2=

:>S=%(9\/§—3n):>
=5 =(3V3 — 1) m2

DB'
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=]

905.

906.

907.

908.

h=3r= Nz_ 3r= ¢ =2V3r
S=S. S, =
:>S=Z243—nr2:>
:>S=12;1\/§r2—nr2:
=5 =(3V3 - n)r2

a= ff—5\/§=>£—100m=>
=R =10cm

S =Sy~ S =
:S=nR2—3\/§£2

= S = 100% — 150V3 =
= S = 50(2x — 3V3) cm?

a=\/§cm:>%h=\/§:>

\3
:h=3@cm:L=3@:

2
= (=6¢cm
R=2a=R=23cm
S = Scfrc - STr| :>\/_

2
=S =nR2 — =

=S=12n — N3 =
= S = 3(4n — 3V3) cm?

a)
S= Squa Ssetor
na2
— a2 _
=S=a 1=
a-<
4 -1
— 2
=S 7
ol
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b)
S, _
S = Squa — 2SI item a
a =S=a2-2- =
n—2
=S = :
s, 2
1
c)
S:Squa—Q'S,:
a ! =S=a2-2-
|
4—m
=S = 7
909. a) b) c)
a a a
2 2
[
2 | a
a 2 y 2
a L= — _[]
2 | a
2 | 2
1 1
Note que a area som- Aqui a area sombrea- S ex. 908
breada é metade da da é o dobro da drea ~Pétala i;m"
drea sombreada do sombreada no exerci- — & _ .@)2
exercicio 908, item b. cio 908, item a. 4
LogO: LogO: S=4- Spétala =
-2, _4-m B 2,
S = 7 a“. S = > a“. =S=4 8a:>
910. a)2p=16cm=a =4cm
Exercicio 908 item a =
-7
=S, = T a2 =
=S5 =44—-nmn
$=2:-§=5=2-44 1=
= S = 8(4 — nt) cm?
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b)2p=16cm=a=4cm=
=d=42cm
r=£:r—2\/§cm r
_2 nr2 a
S =S~ 2 7
2
:s=42—2-@:
=S = 4(4 — m) cm?
911. a) b)
Tcm 1am
[] L]
1cmA1cm
_ _ Scfrc
S=Swa " T3 7 Ex.908itemb = _
r2 -2 4
Ss=r-—L1 o :S=u-a2=> T
2 2 =S5 =-cm?=
G T T s_m=2 T
e 2 7 TPT T2 = =5=5,,- 45>
8 — _
=S = 2“0m2 =>S=2m-2)cm? _g_o02_ 4.8,
=S = (4 — n) cm?
\2 a a
912. ADRS:SR=aT:> b 3 R 2 ¢
\/5 /, \r
ir:a_ i ,r/ SI \\ i
4 2 ,r,’ N2
S=Spprs — 4S5 = . AN
QRS | S
s o[22 .S e
(a2 R a
=S = > - ) = 2
4_

914. S=2-(S,—-3-S)=

s—2(£2@—3 no

=S = 2 5 =
1023 3-75-52)

:>S—2'< 7 — 5 =

= S = 25(2V3 — 1) cm?
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915.

917.

918.

9 | Fundamentos de Matematica Elementar

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

a)AC + CB=AB=>
=3CB+CB=32=CB=8
CB=8cm=AC =24 cm
2
S:n(RlJr R))° nR3  nRZ

2 2 T2 7
_m(16)? m-122 n-42
=S= > > + >

= S = 641 cm?

b) S =R, + R)2 — S, =
=S=n-162 - 64n =
= S = 1921 cm?

b) AC + CO + OD + DB =20 =
= 4AC = 20=AC =5cm
CD = 2AC=CD =10 cm

5\2 1
SIZ”'(E)‘?
:>S|=%cm2

- 52 25
S”=n2 :>S”=—2ncm2

n - 102
S=T5—-2'§-5>
:S::LOOn_ _25m  25m

2 8 2

=

1251
= cm

AM + MB + BC + OC + OD + DA =42 =

= 06r=42=r=7cm
S| =Spep ~ 25, =

- 72
=58 =14-7-2-~
o5 - 196;491: -

Tl:'r2 Tl?'72
S|||:T:>S|||:T:>
491
:>S|||:T
S=5 +85,=
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196 — 49 = 49n

=S = > + 5 =
= S =98 cm?
919. a) Anéalogo ao exercicio 914.
R
b) OA=0B = —
) 3
S =2 S ag) = Al 0

setor AC ~ setor AB
oo o r 0 &/
= = D) > ):>
2R\2 R\2
=>S=2~<n‘(?) _n-(g) =
2 2

TR2
3

=S =

922, Note que as duas regides sombrea-
das, nas figuras ao lado, sao equiva-
lentes.

Determinemos o valor do menor
segmento circular determinado pelo

lado de um quadrado de medida a (
e raio de circunferéncia circunscrita

igual a R.
£=R\/§:>a=R\/§:>R=\/—§a

1 2
Sseg = Z ’ (Scfrc - Squa) =

1
= Sgq = Z(RR2 - )=

1/n-a?
= Sgeg = Z( >
Sendo S a drea sombreada, temos: 5 |
T —
§=2-S,,+S,,=S=2"a+ .

S_71:+14
=°~78

_ 32 =
a):sseg

a2.

923. Note o AABO, equilatero.
Sseg = Ssetor - STri =
ABO ABC

s _(m-12 1%3
T e \"6 4

) cm?
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926.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

Sendo S a area sombreada, temos:
S=12- SSeg =

_ (T _\3
=S = 12(6 a ) =

=S = (2n — 3V3) cm2.

Note que AC € o lado de um triangu-
lo equilatero inscrito numa circunfe-

réncia de raio 2r.
Sejam ( o lado do triangulo, S, a q

area do circulo maior e S_ a area do
circulo menor. Dair:

2r3)°
z:(zr)@:sm:#:
=S, = 3V3r2
Se = m(2r)? = S, = 4mr?; S, = mr?
Swi — Se 3V3r2 — nr?
=T 3 T T T 3
3 ! 3
S¢ — Sui 4nr?2 — 3V3r2
Sy = C3 trl:Sn: = 3 I’
3V3r2 — mr? + 4nr® — 3312
S=8+8,=8= T T o5 =

2p =16 = /(¢ =4cm
Considere BE // OC e CE // OB.

Temos:

. d AP
OB—§:>OB— 5 = .
— 0B = 242 cm. JE

1 4
S, = Z(SBECO ~ Sgie) =

1 0B\2 D C

_ = 2 _ (22
=S, 4[08 n<2”:

_1 2 (2@)2 _4_71: 2
:>S|—4 |:(2\/§) TET]=>S|— 2 cm

4 -7

S=4-85=8=4-("5")=5=204 - mom’

9 | Fundamentos de Matematica Elementar 133
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a
BC=a\/§:>OC=72

S = Ssetor 880_2 SI ? 2) 5 a
- T — 2)a
=S="% "3
n(a@ )2 2 2
-2 a
P R St N
b)
S S
SI
N ;
Figura 1 Figura 2
Note que a area da regiao sombreada na figura 1 é equivalente a
area sombreada na figura 2.
a2 a2
"y g :
__12) "6 _ Ta”
S = 5 5> = S = 9
a
c)f=a=>RB=a=R=—=
) N B
SI = §(Scfrc - Stri) =
1 3
- 2 _
=S, §<RR 7 ):
s = Lfp(2p_ @3
RT3 (@) 4
~o-(5- G
a\2
o™l o
S_n_aZ_n_a2 V3a2 m+6Y3
778 "9 "T12 T 72 @

Fundamentos de Matematica Elementar | 9



COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

928. AB=BC=r\2
- (2)? B (W2)(rv2)

S = 7 > =
2
Y 2
=9, = 5 A 0 C
TI:I'2 SI
S:T_SI:
_n_r2_<n_r2_ 2)
-2 2 =
=S=r2
4 4
929. sen60°=ﬁ:>g=ﬁ:>082$cm:OD
AOCB =
4 4
g 60° = 55 = \3 =%:>00=§cm
CD=OD—CD:CD=$—§:CD=¥cm:
7 - OB2 CDY2 (OB)(OB) sen 120°
S:Ssetor_scirculo_StriﬁS: 3 —TE<7> - 2 =

64 m-16 64 43 4 )
=S=n= ? T F 7$S—9(13ﬂ? 12\/§)cm

Cras
3
60° 75 8\3
60° 5 3
o AC_1_AC_,._
930. AAOC = sen 30 —OA=>2—1O=>AC—5m
,_0C 3 ocC B =
cos 30 —a:T—E:>OC—5\/§m
_5-5V3 _25y3
:SAAOC_ 2 - 2 m
S= Ssetor_ SAAOC:>
:S:n-102_@:>
12 2

:>s=2—65(2n—3@)m2
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931.

932.

933.

934.

136

ABC ¢€ triangulo equilatero de lado a.
Sseg = Ssetor o SAABC =
_m-a? a3
= Sgeg = 5 2
21 — 33 2
= ———-2a
seg 12
S=S,pgct2" Sseg:>
2 _
a3, [2n-38) ,
4 12
_ 4m— 3V3
“T 12 @

=S

=S =

=S 2

Note que este exercicio é analogo
ao anterior, bastando considerar
a=00"=26cm.

., (4n—-3N3)
S=2 1 ac =
4t — 3
:>S:2.%.262:
338(4n — 3V3)
=S =———F——cm
3
eor_AB_ 3 A8
se “AC 2 107
= AB = 5V3 cm
sor_ BC_ 1 _BC
cOoSs —AC:>2—1O:>
=>BC=5cm=CD=5cm=AD =5c¢cm
S=Smc S~ S =
o _ (ABIBC) _ m(BC) _ m(ADY
=S T 6 12
g_58:5 -8 =r-8
= T 6 12
25
ﬁSZT(2\/§—TE)Cm2
AB AB
sen 45° = Q—

AT 2 107
= AB = 5V2 cm = CD = AB
(cD = 5v2 ¢cm, AC = 10 cm) =
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= AD = (10 — 5V2) cm = AE
(AE = (10 — 5vV2) cm, AB = 5V2 cm) =

= BE = (10V2 — 10) ¢m
—~  45°
BD—W'2E'(BC):>

—~ 1
—BD =3 2n 5V2 =
LB -2,

4

— 45° — 1

E =g 27 (AD)=DE =5 -2n-

:[’)E:%(lo—S\/ﬁ)cm

2p = BE + BD + DE = 2p = 10V2 — 10 +

:>2p=g(4\/§ + 71— 4)cm
AB)(BC
S:SAABC_SI_SII=>S:( )2( )
(5v2)(5v2)

1
8
a

45° (10 - 5v2) cm

p

E

B 5vV2 cm C

(10 - 5v2) =

5m2  r(10 — 5V2)
g " 4 =

- (BC)2 =

1
. 2 _
m - (AD? — 2

5v2)?

n(10 — 5v2)?
2 B 8

25 (2 +V2r — 21) cm?

:827

935. Seja / o lado do triangulo. Temos:

7 = RV3; OM=B; BOP = 60°.
S=8§+S,=

(BM) - (OM)
2

60°

2
360° R

=S =

< T - =

_) R
2 ) 2 | mR?
—< | £ 4+

6

2
(3V3 + 4n) R2

24

(R\/L_%

=S = =

=S =
936. AABC € isbsceles e retangulo =
=B =C = 45°.
Note que AP = N2 +r.
(AAPB é retangulo, B = 45°) =
=SAP=PB=n2 +r
Analogamente, AP = PC = N2 +r.

9 | Fundamentos de Matematica Elementar
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937.

941.

942.

Exercicio 879 =

= S,5c = (BP)PC) = (N2 + r)?
Logo:

S = Spec ~ Scie =
2S=(N2+r2-n2=
=S =123+ 2V2 — 7).

R, + Ry = 10 (1)
R, + R, = 14 (2) ==
Ry + R, = 18 (3)

=R, + Ry + R, = 21 (4)

(4) — (1): Ry =11
(4) = (2:Rg =7
(4) —(3):Ry,=3
Dai:

S, = 9mcm?; Sy = 49m cm?; S, = 121 cm?,

S =R 27R
setor 8 :>6n=%:>R=60m
¢ =2m, S = 06N

Na figura ao lado, temos:

Sseg = Ssetor - Stri =
n-R2 R-R-sen60°
= SSeg = - =

setor

6 2
\3
_n-62 62-(7)
= Sgeg = 5 5 =

= S ., = 3(2n — 3V3) cm?

AB = OA = AOAB é equilatero =
= AOB = 60°

SI = Ssetor_ Stri:
_ nmR?  R%3
=S5=7%6 "2
2 - 3V3
=S=—1 F
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Si = Sere — S = A
2 — 3V3
:>S“=nR2—TR2
10% + 3V3
=S =" ¥
(2n — 3V3)R2
S~ 12 _ 2n—3\3 Ouﬁ_10n+3\/§)
S” (1OTE _ 3\/§)R2 10w + 3\/§ SI 21T — 3\/§
12
943. Considerando as medidas indicadas
na figura, temos:
r 1
= — = — = ° B
sen a 2r=>sena 2=>a 30
S, € o setor de 60° do circulo menor = c
S = TCI’2 . 5”
oo 6 A D > 0o
r r;)r
AODE = OE? + DE2 = 0D? =
= OE2 + 12 = (2r)2 = OE = '3
Sy =Spope ~ S =
n3r m? 33-nm
=SSt T e RN T
S, € o setor de 30° do circulo maior.
— 7(3r)2 3nr?
(arcoAC) = S, = % =S, = 7
S é a area pedida. Entao: 5
nr2 3nr2 @w? 3W3 -1
S:2<Sm‘7‘sn)ﬁ5=2( 2 _T_Tr2)="
51 — 673
=S = ET I’2

944' S:Shex—68|:> p‘
3V3¢2 120° [
= — . . 2
2S=75 ~8'3ec W= e NN\
V3
=>s=37-22—2-n-12=>
=S =233 -n 'l
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945.

947.

Sejam L, e L, as areas das lunulas
e T a area do triangulo.

A area S da superficie CPAQB pode
ser calculada de dois modos:

1°2) Idnula 1 + ldnula 2 + semicircu- C
lo de diametro a
2°%) triangulo + semicirculo de dia- b a
metro b + semicirculo de diametro ¢ T L,
Ent3o: - &
_ na? A B

S = Ll + L2 + T B

b2 2 =

4 4 Q

2
ma T

:>L1+L2+T=T+Z(b+c2)

Logo,L, + L, =T

AG é bissetriz de BAC = FAE = 30° = GFH (FAE e GFH sao corres-
pondentes). Note que GFE = 120° e FGB = 60°. Além disso, temos
EB = 2VRr (exercicio 563).

sen30° =R L _R-r R

R+r 2 R+r 3

EBGF é trapézio de bases R e r e altura 2VRr =

(R + r2vRr
= Seper = 5 —— = Sgeer = (R + NVRT =
R\ [. R 4R%N3

:SEBGF:<R+§) R'E:SEBGF:T

r? nR?
S =3 =5 757 11mR?

3 2T Ls +5, = ==

nR? 54
Si=27

4RW3  11nR? (2443 — 117)R?

9 54 54

S = Seggr — (S5, T §)) =
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COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

BC2 = (1,5)2 + 22 = BC = 2,5 cm A
AB2 = (BC)(BD) =
= (1,52 =25 -BD =

9
=>BD—Ecm 3

BD+DC=25= !
:>1+DC=2,5:>

10
8
=DC=—=cm (BCYZ BD\? DC\? BC\?
s.M2) Mo MY "2
St FS=—F% 7% Ft—5 +tS=—7%5 =
(92 8 \? 5\2
Tl == Tl T —
20) (10) _ (4) _9
= > + 5 +S——2 =>S—%cm
Seja o lado do quadrado de medida
a.S;éa é/@a do setor determinado
pelo arco BD.
S;=S5372:5, = Sy =
(az D C
_ ma? TEE) a\2
51—7‘2'T—<§):‘ s, \ 2
) !
=8, =1 —2a2(1) G E
8 Sz : S
Exercicio 908, item b = L
=8,=— <2>:>
-2
=5,=_23a2(2)

Le(@=5S,=5,

Relagbes métricas =
= PM2 = (AM)(MB) (1)

n(AM J2r |\/|B)2
S+S,+S,= > =
3] )
=S + 22 + 22 =
T(AM + MB)2
-
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952.

953.

954.

_ mAM + MB)?>  mAM? 1MB?2

=S 8 8 8
. . 2
L T (AI\;IL)(MB)%S:T: ZM

Exercicio 945 = A + B = SAPQM =

M
Exercicio 945 = C + D = S,y
=>A+B+C+D=S,p0y+ Sppm=
=A+B+C+D= S,y
QK2 KN
P

Sejam R e r o raio do circulo circunscrito e o do circulo inscrito, res-
pectivamente. Temos:

S
S=prr=r=— R abc-p
p —
goabe o _abeTr 482
TaR T T3S
:>R_ abc - p =>R_ a-b-c
r 4-p-(p-a)fp—bp—c) "r 4p—a)p—Db)p-oc)

Seja ¢ a medida dos lados congruentes. Temos:
{+ ¢+ 18
P
S=Vpp— NP —Np—-18 =S=V(l+9)-9-9-(/-9) =
=S=9V2-81
S=pr=>9NP-8lL=(/+9)-6=5—-72/—1053=0=

=Sp=/(+9;r=6cm

117
:/&=—9(néoserve)ou€=?cm
13689 11664
S=9VZ-81 =S=9 | -8l=5=9 =
25 25
9108 972
= i 2
=S 5 =S 5 cm
18 117 117
L1 7
s=a—m:R=Z—t§:R= 5 5 :>R=%cm
4R 4.972
5
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960.

961.

962.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

Seja AP = a. Por trigonometria, obte-
mos as medidas indicadas na figu-
ra. Sendo k a razao de semelhanca
entre os dois triangulos, temos:

SABC — k2 =

Spor
Sasc _ ( 3a )2 N Sagc _
Spor aV3 Spor

Sendo S a area do triangulo, temos:
a-h b-h c-h
a _ b _ c
2 2 T2 7
= ah, = bh, = ch

S =

c

No tablete do Carlos, temos:

3 3cm
2(3h+h)=12:,h:§cm 1 g
— Q2 _ 2
Spaulo = =9cm 3cm 3cm
9 3 27
= . = _em2 ; ;
SCarlos — 2274 cm o 3cm o
Como Sg,,10s < Spayer € Vantajoso 3
para Carlos aceitar a troca. h= 2
3h=2
2

Os triangulos ADE e ABC serao se-
melhantes e

Sape + Sgepe + Sppe =

Sppe + 3 Sppe = Sppe =

SoE 1 1
SE=—"s k=
Sasc 4 4

12_1 _h
L ta-d

S 1 , 1
S—T—§:>k =5=

h—x2 1 2 —4\2
:>< >=—:>x= h.
X 2

Seja S; a area total do AABC. Temos:
‘|Vh -X
1. h
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963.

964.

967.

970.

"A razao entre as areas € igual ao
quadrado da razao de semelhanca.”
Entéo: Ty

(18 + y)x
2 ( X )2 182  [______
= :_:>
8+y@d5—x \15—x (y) 15
2
X 18
2B -x y W
(18 + y)x X2 184y _ 2)
B+yI5-x (15-x2 (8+y (15-x
Le@)=ky=12m,x=9m)
{,=8m,/l,=15m,S; =S, +S,.
Temos:
S, (2 S, 8 64
S2_<f2> :82_152:81_225 Sz
Devemos ter
64 S, 289
83—814'82:)83—814‘%'82:}?2 225
l32 289 f3)2_289 _
(ﬁz) _225Z><15 =905~ =M.

Sejam (¢ o lado do quadrado cuja area € procurada e /, o lado do
quadrado inscrito num circulo de raio 10 cm. Temos:
0, =RV2 =/, = 102 cm.

fz\/g2_1-€i:>€=\/§2_1~10\/§cm
2
-1

S=£2:>S=(\/E2 -10\/5):82100(3—\/3)cm2
S. =10 10" B4 s =5 \5 — —10+25
dec ’ 2 = Ogec ~ 2 ° 2 =

5
:sdeczg-(\/é—l)Verz@R?

s - ag
Spent = 5" 252 = Sy = Vlo 2V5 . V‘ +1) =

=S :i(@+1)-V1o—2\/§

pent

Sgee _ 5. (5 = 1N10 + VB _ Seec _ 5 _ 4

Spent (\/g + 1)\J10 - 2\/_ Spent
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974.

975.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

2p =80 = /g =10cm
Exercicio 725 = lg = =RV2 V2 =
= RV2 =10=
10
2 2
R - R - sen 45°
?

=R =

S=g-

NIy I

:>S:4.<L)2.
N2 —V2
= S = 200(V2 + 1) cm?

R-R - sen 45° 6-6-+2

S=8 T —=5=8 >~

=S = 72V2 cm?

OM + MC = OC >

2a  2a3 C

2+ > =R=
_\/5_1_ ZaA |aBza
2 2a0 |2a

S, = (282 = 28_1"%a

=Syt 4-S;=8,=@4-23R>+4-

=S, =2(@ — 1)R?
(AB)(CD) 34 -17+3

ABLCTD=Sppp =5 — =5 = 289V3 cm?

T o
(2@—3_R2>:>
2

Sendo R o raio do circulo, note que
a diagonal menor do dodecagono é
igual ao 56, que € igual a R. Assim:
d=/s=R.
Ly, = R\/_ =/, = =d\2 =
:>S—f2:>8—(d\/_)

=S = 2d2
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976. A medida da hipotenusa é 42 cm e a
do outro cateto é 21V3 cm. Temos:

(21)3 44143 21
Tl = 4 = Tl = 4 cm? 4
2
T, - m . » N
1323V3
= T2 =——F7—Cm
4 T
S0|ua = (42)2 = Squa = 1764 cm? 213 213
T, +T, 441V3 + 13233
Squa 4-1764
T, +T, +3
1 2 _ V3
= —3 =

977. 4S,=25=

5-5-sena
=4 =25=
2
1
=>sena=§=>a= 30° =
= B = 150°
Resposta: 30° ou 150°. R R
RRR60°
978. Sdod=shex+6-8qua+6-8m: - R
33 R? . R2\3 °
=S, = > +6-R +6-T:>
=>Sdod=3\/§R2+6R2:
= Syoq = 3013 + 2)R?

979. S=pr()S=(p—-a) r,(2)S=pP—-b) r,(3)S=(P—c)-r. (4
Multiplicando membro a membro (1), (2), (3) e (4), vem:
S:S:S:S=p-r-(p—ajy,-(p—Db), - (p—o,

e como p(p — a)(p — b)(p — ¢) = S2, vem:
S*=pp-alp—b)p—c)-ror o r,=>8=r-r - r.=
=SS =Nr-r

980. AABG = ADEG (LAA)) =

a
:>DG—§
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S, +S,=a? B a
_2a-a 2}:

S,+S+8S;= 5 —a

=8,+5,=5,+S+S,= a

:>S=Sl—83:>

_a%? a-x-sen60° C a
=S=7 > (1)
a
= X - sen 30°
) _ 4S
S = 2 =X =Zsenao® @
Substituindo (2) em (1):
4S o
_a a'asen30°'senao _a?
S=7- 5 :S—I—2@S=
2
:>S(1+2\/§):%:>
o 23-1
=S = v a
983. AB = 3k, AC = 4k, BC = 5k A
Not —Ek _2 1
oequer—2 = —5r()
.4-5.K3
s=20_,g-22 2K, '
4r 42k B \ C
2 r r
=S = 6k2(2)
2 \2
(1)em(2):8=6-(gr>:
24
— = 2
=S 25r

984. Sendo h a altura relativa a hipotenu-

sa, temos:

h2=16-9=>h=12cm=
(16 +9)-12

5>S="—"-—"7"—=

2
= S = 150 cm?
a=16+9=a=25cm
b2 =25-16=b =20 cm
c2=25-9=c=15cm

Relagbes métricas :><]|
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985.

987.

_a+b+c  25+20+15
=p=30cm
S=p:-r=150=30r=r=5cm= S, = 251 cm?

_abe _ 25-20-15 25 625 2}:>
S—4R:>150— IR =R= > =95, = Z mem
LS _ 4

Sy 25

a
MC V3 2
=

sen 60 =2~ 2 " AC
ﬁACZ%ZAB
(AB) - (AC) - sen 120°
S = >
B a M a c
S8 L
_\3 2 _a*3
=S 5 =S 1
P=1737 "3 27P~ 7%
a3 aV3
g_ab-o a3 '3 '3 R_a\/§
TT4R 12 4R "TT3 | _R_2208+3
G 23 _28+3  2-43 r 3
=p'r= o~ 5 a r=r= >

£, =2cm,l,=3cm
Os dois eneagonos, por serem regulares e convexos, sao semelhan-
tes. Entao:

Sl_fl>2 S, [2¢ 4
S—2—<E :>S——<—>:>Sl—§s2.

Seja ¢ o lado do enedgono que queremos determinar e S a sua area.

Temos: 4 13 s 13
S=S,+S, ==S==S,+S, =2=S=—8, =>—=—>=
1 2 9 V2 2 9 72775, 9

21)2 13 (g)2 13
1) == -] == =1 .
:><€2 5 = \3 5 = (=13 cm
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988.

990.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

AABC € equilatero de lado 2r. Sendo h sua altura, temos:
(2rN3

h=T:h=r\/§.

p . , 2 2
Note que G é baricentro do AABC. Dai, BG = 3 h = BG = 3 3.
Note também que DB é bissetriz de EDF. Dai, BDG = 30°.
o_BG_1_r _
ABDG = sen 30° = BD:>2 = BD:>BD—2r

(BD=2r,BH=r)=BH =T
Sendo R o circulo do raio maior, temos:

2
R=BH+BG=R=r+=n3

3
Logo: 5
2 2(2V3 — 1) 2
S=nR2—3nr2=>S=n<r+§r\/§) —3nr2=>82%_
na?
S =2
2
Exercicio 931 =
_ 4rn — 3V3 5
S, = — 1 (4a)? =
(16m — 12V3)a?
=S, = 3

=S8=2S,+S,=
a2 (161 — 12V3)a?
=S=2-—+
2 3
(19 — 12V3)a?

3

=S =
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150

991.

992.

993.

ACDB = DB? + 122 = 132 = DB = 5 cm
(DB =5cm,AB = 14 cm) = AD = 9 cm

14 - 12 ,
Spgc = > = S,gc = 84 cm
ChD AD
AAEF"*AADC:}E:Ei
15_F
12 9 4
:>X—y:>x—3y()
1 X
Saer =5 " Spec = A — D'
w_1 _ ’ ’
:>2—2 84 = xy = 84 (2)

4
(1)em(2)=>§y-y 84:y=3\/7 cm

AXYZ = g 30° = o= =

e XZ
3 r
:>?—ﬁ:>XZ—r\/§
Temos:
r3+2r+n3=a =
:r:(\lé—l)a
4
SzStri_sscrrc::’
2
:>s=af’—3n-r2:> N3 2 3
g 3 4 W3 —1)- @ g_2B-32 -3
=8=— n—42 =S = 3
(AB)2 = 256 =

= AB = 16 cm = BC = CD = AD
BCE + BCF = 90° N
FCD + BCF = 90°
= BCE = FCD = « .
ABEC:tga=§
16 -
= -

FD
. = — 16 .
AFDC: tg o 16 .-

=>BE=FD= F
= ABEC = ADFC = FC = EC
(FC)(CE) -] i3

Spger = 200 = —5"— =200 = D 16 C
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994.

996.

997.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

= (FC) - (FC) = 400 = FC = EC = 20 cm
ABCE: BE? + BC? = EC? = BE? + 162 = 20° = BE = 12 cm

1 1
E—EQER:>121I—E~2TE-R:>

= R =36cm ;
AOAB = sen 30° = — =

0B
1i__r R
"2 R "7"37 B
r=—=r=12=>S=n?= :
3 B
= S = 144w cm? '
(0] A
EC=b=DE=a-b D a-b E b C
CE ~ CF = EF = b\2 = AE = AF a
AADE = (a — b2 + a2 = (0V2)* = 5
=b2+2ab—-2a2=0= b
=b=0(3-1)a a 5
~ (bv2)2\3 b2
g B2 F
:S:[(xfé )Z VE]@:> o2
=S =(2V3 — 3)a2
A B
AD:§:AD:8\/§T'V§:>

= AD =12cm = (AS = SD = 6 cm)
AAMD é retangulo em D, MS é mediana =
AD
:MS=7:MS=6cm
Aplicando a Trigonometria no AAPS,
obtemos PS = 3 cm, AP = 3V3 cm.

_ (AP) - (PM)
Spapm = - 2 =
3V3 -9
=S =T 5 2
213 B
= Saem T T M
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998. Usando base média de triangulo

(AP'N) e de trapézio (MN'CB) é facil
concluir que o AABC é formado por
9 triangulos equivalentes.
Os lados do AMNP sao diagonais
dos paralelogramos MN'NO, MOPP'
e PONN'. Logo, a area de MPN é
equivalente a 3 dos triangulos que
formam o AABC.

Entao:

SABC 9 SABC
=—= = 3.

Swe 3 Smine

999.  Tracamos BE, com BE L AD = BE // 00" (1)
(OB LAB,O'A LAB) = 0B // O'A (2)
(1) e (2) = EBOQ' € paralelogramo = BE = 13 cm
AABE = AB? + AE2 = BE2 = AB2 + 52 = 132 = AB = 12 cm
Rel. métricas = AB2 = (BE) - (BF) = 122 =13 -H =

L 144
=H ==z cm

(AD + BC) - H 144 1

SABCDZf:}SABCD=24'F.§
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1000. Note na figura ao lado os triangulos
ABC, ABD e ABE, de mesma base AB
e mesmo angulo («) opostos a essa
base.

No AABD:

DM passa pelo centro |

DM L AB = AM = MD }

= AAMD = ABMD =

= AD = BD = AABD ¢ isésceles.
Como DM passa pelo centro, DM é
a maior altura relativa & base AB.
Logo, o AABD isdsceles € o que tem

maior area.
. D H C
1001. Exercicio784= __ R 7° CTT T T T T .
27 -y ! S
S =S 'F 1 ]
= AEFG CHFI Gl—~ _ __________ :I
Sapor = Scsor !
Das figuras ao lado é imediato y 5 |
concluir que a area sera a maior :
A X E 32 —x B

possivel quando a base e a al-

tura forem iguais @ metade dos [N 777777 T C

catetos correspondentes. Isto €, 27-y :Q 5, i
as dimensdes do retangulo de- R 'S

1

y S i

vem ser 13,5 e 16. 8 2 o X

1004. BC=3cm,AC=4cm=AB=5cm

Spec = Sper T Sacr T Sagr=
(AC) - (BC) _ (BC)(RD) n (AC)(ER) N (AB)(FR)
T2 T2 2 2
:4-3=3-5-r+4-r+5-r=>r=%cm
B
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1005.

1006.

1007.

diametro = 8cm = R =4 cm
B=/¢,=B=R3=B=43cm
b=/l;=b=R=Db=4cm
h=a; —a;=

L_RB R
= h = > 2:>
_ 43 4
=h=—%"-3=
=h=(2V3 —2)cm
_ (B +b)h
S——2 =
(V3 + 4)(23 - 2)

=S =8cm?

Sejam k — 1, k, k, + 1 as medidas dos lados; h,, h, e h; suas res-

pectivas alturas. Temos: S = 6k
2p=k—-—1+k+k+1=>2p=3k= :%
S=Vpp —ap —blp 0 = 2

s o= (3 ks )3k k- 1)

2\2 2 2

=k2=196 =k = 14
(k — 1)h 14 — 1)h 168
leﬁkﬁ%=6'l4ﬁhlzf
kh,
T = 06k = h2 =12
(k= 21)hy (14 + Dh, 56
T_6K:T_6'14:>h3_?

= g2 + = +92472
J| Xy = a =>J|_ 2xy = *2a
x2+y2=d2 x2+y2=d2
Somando membro a membro, temos:
]|(x +y)? = (d? + 2a?) N x +y = \d? + 2a2
(X —y?=(d*—2a% [y _y=+d? - 2a2
Resolvendo o Ultimo sistema, encontramos:

Vd?2 + 2a2 + Vd? — 2a? Vd2 + 2a2 + Vd? — 2a?
X = Yy = .
2 2
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1009.

1010.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

Devemos ter d2 — 2a2 = 0 = d = a\2.
Note:
d=aV2 = x = y = a = ABCD é quadrado.

Sejam b e c os catetos. Temos:

bc
{? =120 Jlbc =240 {2bc — 480

b2 + ¢2 = a2 b2 + ¢2 = a2 b2 + ¢2 = a2
Somando membro a membro as equacodes do ultimo sistema:
(b +c¢)2 =480 + a2=b + ¢ = V480 + a2.

Entao:

(bc = 240; b + ¢ = V480 + a2) =
= b e ¢ s&o raizes da equacdo x2 — V480 + a2 x + 240 = 0.
Resolvendo esta equacao, encontramos os valores de b e c:

Va2 + 480 + Va2 — 480 Va2 + 480 — Va2 — 480

b= > cm;c = > cm
Além disso, devemos ter:
a2 — 480 = 0 = a = 4V30 cm.

Sejam S a area do triangulo ABC e ¢
a medida dos lados congruentes.
Temos:
S = Sugp T Spep =

l-y X

:S:T+?:
25
:>(x+y)=7.

r

AOAB = sen 30 I8 =
1__r r=6m
2 18-+ "7

9 | Fundamentos de Matematica Elementar 1855



MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

1011.

1012.

=S

OA - OB - sen 60°

Spoms = D)
20 (5]
= Spoms = 5 =
=S, o = 18V3 m? 5
Sy = Spome ~ S = 50\"—5 5
M 2 - 2 :r

=S, = 183 -1 o /5300 )

75'62 A B
=5, =183 - ——='5, = (183 — é1) m?

TR 2 - 182

S+S,+S,+S, —E=>S+18V_—6n+7——12 =

= S = 3(51 — 6V3) m?

Note que o tridangulo original e os
triangulos de areas A, B e C sao se-
melhantes. Sendo S a area do trian-
gulo original, temos:

S _A_B_C a_B
@+tbtc? a2 b2 2
VS \/_ \/E \/_E

= — = = %H%Q__
a+b+c o

a Cc

= (VA + VB + \C)?

A area procurada € igual a area de
um quadrado de lado x mais 4 vezes
a area do segmento circular som-
breado na figura ao lado. X
1°) Célculo de x2: a Q
x2=a?+a?—2-a-a-cos30°= a
\3 a
=x*=2a%-2a% & = /S
= x2 = (2 — V3)a?

2°) Calculo da area do segmento circular:
na? a-a-sen 30°

Sseg:Ssetor_SAPQR:Sseg:E_ D)
= Seeg = <1n2 %)az

39) Area da regido sombreada: 1
S=x2+4-5S, =>s—2—v_)a2+4(f—z)a2=>
=S = (2—\/_+§—1>a2 S = (+3_33\/_)
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