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Apresentacao

Este livro € o Complemento para o Professor do volume 4, Sequén-
cias/Matrizes/Determinantes/Sistemas, da colecao Fundamentos de Ma-
tematica Elementar.

Cada volume desta colecao tem um complemento para o profes-
sor, com o objetivo de apresentar a solucao dos exercicios mais compli-
cados do livro e sugerir sua passagem aos alunos.

E nossa intengdo aperfeicoar continuamente os Complementos. Es-
tamos abertos a sugestoes e criticas, que nos devem ser encaminhadas
por meio da Editora.

Agradecemos a professora Irene Torrano Filisetti a colaboracao na
redacao das solucoes que sao apresentadas neste Complemento.

Os Autores
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VNIl — Progressao aritmética

8. x—1RF+x3+x+1)pP=x—-1+x+x+12=

(x=0=(-1,0,1)
ou
=x3-3x2+2x=0= 1x=1=(0,1,2)
ou
[x=2=(1,23)

X=r+x+x+r=18=x=6 (1)
9. 1 1. 1 23 3x*-r° 23

_+_ RS

- —_— e —
X—r Xx x+r 30 x(xz_rZ) 30

)
Substituindo (1) em (2), vem:
108-r> 23

6(36—r2)=%:>r=i4

Parax=6er= -4 = (10,6, 2).
Parax=6er=4= (2,6, 10).

~r)-x- —(x — 2 2_ 2 _
10. (X=r)-x-X+r)=X—=r+x+x+r) o XS —r 9x:
X—=F+X=X+r X=2r
r=0=x=0=(0,0,0)
=r-6r=0= qou
r=6=x=12=(6,12,18)
X—r+xX+x+r=3 3x=3=>x=1 (1)
11. 2 2 2 A 2 2
X=r)+x"+(x+r =11 3x“+2rr =11 (2)

Substituindo (1) em (2), vem r = £2.
Parax =1er = —2,temos (3,1, —1).
Parax=1er = 2,temos (—1, 1, 3).

4 | Fundamentos de Matematica Elementar
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(X=3y)+(Xx=y)+(X+Yy)+(x+3y)=-6 4x =6
13. PN =
(x — 3y)(x + 3y) = 54 X% —9y? =-54
3 5
=>Xx=—-——ey= *— = termos: -9, —4,1,6.
2 2
x—=3y)(x+y)=45 X2 —9y? =45
14. {( YIx+Y) = Y =>y=12 e x=29
(X=y)x+y)=T77 X2 —y? =77
y = —2 rejeitado porque a P.A. deve ser crescente.
Parax =9ey=2,vem: (3,7, 11, 15).
Parax = —9ey =2 vem: (—15, —11, =7, —3).
(X=3y)+(X=y)+(X+y)+(x+3y)=22
15. 5 5 5 5 s
(x=3y) +(x=y) +(x+y) +(x+3y)” =166
11
X=— 3
p== 2 =y= iE
2x% +10y? = 83
Para x=E e y=§ =(4,4,7,10).
2 2
Para x:E e y:—§ =(10,7,4,1).
2 2
20. Em toda P.A., cada termo, a partir do segundo, € média aritmética
entre seu antecessor e seu Sucessor.
Assim: P.A. (a,b,c) = b =32ﬁ =c=2b - a.
2
21. 3x=2X+X:>x=Ooux:4.

Entao, (O, O, 0) rejeitada porque os termos devem ser distintos.
Assim: (8, 12, 16).

Fundamentos de Matematica Elementar | 4
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2
22, 2x=%:>x=4oux=—l
x = —1 rejeitado porque 2x é lado de um triangulo.

Portanto, temos: (5, 8, 11) e, entao, perimetro igual a 24.

23. lado = x, diagonal = 2 x, drea = x2 = (x, /2 x, x2).

X + X2

Entdo: V2 x = = x=0o0ux=2J/2 — 1.

x = 0 rejeitado porque € lado do quadrado
Entdo: x = 242 — 1.

25. Por hipétese, i—i=r:>x—z=r(x+y)(y+z)
y+z X4y
1 1 y —X
e ———=ro>r=———
Z+X Yy+z (X+2)(y+2)

Entdo:x2 — 22 =(x —2)Xx +2) = rx + )y + 2)(x + 2) =

= L y)y + DX+ 2) = (- X+ y) =y -
(X+2Z)(y +2)

26. Por hipétese,b —a=c—b =r.
Entdo: b2%(a + ¢) — a%(b + ¢) = ab? + b%c — a%b — ac =
= ab(b — a) + c(b?2 — a2) = ab(b — a) + c(b — a)(b + a) =
= ab(c — b) + c¢c(c — b)(b + a) =
= abc — ab? + ¢2b + ac?2 — b%c — abc =
= ac? + bc?2 — ab? — b%c =
= c%(a + b) — b%@a + ¢)

217. Por hipétese,b —a=c¢c — b (1) E—1:1—1 (2).
c b d ¢
De (2)vem 2°¢_1 1 (3
bc d ¢
Utilizando (1) em (3), vem:
a-b 1 1 ~a 1 1 1
——=—_Zedai ——===-_Z=
bc d c bc ¢ d c¢
entao,bi——:>ad=bc:>ad=—-c:>2ad=c(a+c)
C

4 | Fundamentos de Matematica Elementar
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28. Fazendo ao=x-3y,B=x-y,y=x+y e d =x+ 3y, temos:
(0+3B)0—3B)+ (0 + 3y) (o —3y) = 4x(6y — 2x) + 4x(— 6y — 2x) =
= 4x(—4x) = —16x2
2(ad — 9Py) = 2(x? — 9y? — 9x2 — 9y?) = —16x?
entdo: (8+ 3PB)(d—3P)+ (o0 + 3y) (o — 3y) = 2(ad — 9Py)-
34. a,=a;tr=a +2=24=a =22

a,=a;th—Yr=>60=22+N—-1)-2=n=20=
= Vigésimo termo ou ayg.

38 =a,;=8er=4
P.A.(89, 93,97, ...).
39. (14, 15, ...,191, 192)
T T
al an

a,=a;+(h—1Y)r=191=15+(n—-1)-2=n =89

40. an ta,=a, tag=
s>atmMm-ILr+a,+n—r=a,+(p—r+a;, +(q—Lr=
s>mM-1Ar+n—-—Ar=pP-—-r+(q—r=
>m—-1+n—-1=p—-1+qgq-1=m+n=p-+aq.

42, P.A.4(5, 8,11, ...)
n=100
r=3
Entao, P.A.4(5, 8, 11, ..., 302).
P.A.5{3,7,11, ..)
n=100
r=4
Entao, P.A.x(3, 7, 11, ..., 399).

Fundamentos de Matematica Elementar | 4
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Como queremos os termos comuns as duas progressoes, entao
a, < 302.

Observamos que o primeiro termo comum é a; = 11 e 0 segundo
termo comum é a, = 23 =r = 12.

Entdo: a; + (n — 1)r < 302

11 +(n—1)-12<302=>n =< 25,25 =n = 25.

43. aa=at+(pP-—r=a=a,—(p— 1r
Como 0 <sa =< 10ea, = 35, vem:
0=35—-(p—1)-13=10=>29=p=36=>p=3.
Entdo:az=a+2r=35=a+2-13=a =09.

44, (a1, a5, a3, ...,an) = (1, 3,5, ..., a,)
(ftaq), f(@y), f(@g)), .., flan)) = (f(1), f(3), f(5), ..., f(ay)) = (4,10, 16, ..., f(a,))
B fl)=a+b=4 Ao
Sendo f(x) = ax + b f(3)=3a+b =10 =35 eb=1

Portanto: f(2) =a-2+b=1f2)=3-2+1=12)=7.
45. Por hipétese a, —a,_, =rea,_; —a,_, = rparatodo P natural,
3<ps=n.
Entao:
a%—a§_1=(ap—ap_l)(ap+ap_1)=r(ap+ap_1)
a3 1-a3 o=(a, 1-a, 5)(a, 1+a, o)=r(a,_1+a, ,)
e dai vem:

(a%—ag_l)—(ag_l—ag,z) = r(ap —ap_2) = r- 2r = 2r2 (constante).

46. Por hipétese:
X=any=4as+ (m— 1y
y=a,=a; +(n—1r
z=a,=a;+ (p— 1y
entao:
(n=pXx+(P—my+M-=n)z=
=M —=plag+mM-=2r]+ (p—m)as + (n— L] + (m — n)fa; +
+(p -] =
=a(n—p+tp—-m+m-—n)+rfn—p(m-—21)+pE-—m)n-—1)+
+M-npP-1]l=a,-0+r-0=0.

4 | Fundamentos de Matematica Elementar
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47. Demonstracao pelo principio da inducao finita.
Para n = 3, temos:

1 N 1 az+a;, 22, 2 3-1
a,a, ajaz aja,az aqaxaz a,az a,az

Suponhamos a tese valida para p termos iniciais, p = 3, ou seja:
1 1 1 1 p-1
+ + + + =

a2, @,az aza, a,_ia, aja,

entdo, temos:

1 1 1 1 p—1 1
+ +ot + = +
aja, a,ag a, ,a, aa,,; @a, aa .

P-Yay,s+a, _(P-Diap+h+as _P-Vap+as+P-1r

a18p8, 14 a1apap+1 a18pap+1
_ Pa p (pt+1)-1
alapap+1 alap+1 alap+1

e a tese esta verificada para p + 1 termos iniciais.
Em consequéncia, a tese vale para todo n natural.

49. 12, ., _,...,_,_,34)
a; =12
a,=34

=34=12+(n-1)- % =n=45 (incluindo os extremos)

r==
2

Entao, devem ser interpolados 43 termos.

52. Mdltiplos de 2 — (100, 102, ..., 1 000)
a, =100
a,=1000;=1000=100+(n-1)-2=n=451
r=2

Muiltiplos de 3 = (102, ..., 999)

a; =102
8, =999:=999=102+(Mm-1)-2=n=300
r=3

G Fundamentos de Matematica Elementar | 4
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Multiplos de 2 e 3, isto €, mdltiplos de 6 — (102, ..., 996)
a; =102
a, =996 =996=102+(p-1)-6 = n=150
r=6
Assim, multiplos de 2 ou 3 de 100 a 1 000 sao no total:
n+m-—p=451+ 300 — 150 = 601.
53. Numeros de dois ou trés algarismos: (10, 11, 12, ..., 998, 999)
n=999 — 10 + 1 = 990
Numeros de dois ou trés algarismos, divisiveis por 7: (14, ..., 994)
a,=994,:=994=14+(p-1r=p=141
r=7
Entdo, ndo sao divisiveis por 7: n — p = 849 numeros.

54, Total de inteiros de 1000 a 10000, n = 9001
Numeros divisiveis por 5: (1000, ..., 10000)

a; =1000
a, =10000;=10000=1000+(m-1)-5=m=1801
r=>5

Numeros divisiveis por 7: (1001, ..., 9996)

a; =1001
a,=9996,=9996=1001+(p-1)-7=p=1286
r=7

Numeros divisiveis por 5 e 7: (1015, ..., 9975)

a; =1015
a,=9975:=9975=1015+(q-1)-35=q=257
r=35

Entao, nao sao divisiveis nem por 5 nem por 7:
n—[m+p-—q]=9001 —[1801 + 1286 — 257] = 6171.

4 | Fundamentos de Matematica Elementar
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(1,_,_, ,_,n2)

56.
n
AP.A. temn + 2 termos.
n? —
nP=1+n+2-1r= =r=r=n—-1
n+1
62. q =1-n
S 2-n—(1-n) 1
= r=a,—a; = =r ==
a ~2-n n n
2 n
~ -n
Entdo: a, = +(n—1)- —=a, =
(1_n+0)~n 1
Portanto, S, = n =S, = —-n
2 2
a, +a 20
67. Sy = ( L 220) :>SQO=10(a1+a20)=—15:>a1+a20:__

Como ag € a45 sao termos equidistantes dos extremos, entao:

3
dg + dqs = al+ dog = dg + dq5 = —5 = _1,5

68. r = 0,08a4
811:36=>al+ 10'0,0881:36:a1:20
Portanto, r = 1,6 e ayg = 60.

Assim, S = W:sﬁszlmo.
69.  Syo= al+%.10=5o:>al+alo=1o
Sy0 = @-20:50:%%20:5
a, +a,q =10 2a; +9r=10 1 29
=rl=—= € a; =—
a;+ay,y =5 2a,; +19r=5 2 4

e Fundamentos de Matematica Elementar | 4
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Entao: dzp = % + 29(—%) = azg = _Q

4
(22-29).50
Portanto, S3g = %: 0.
71. Fonte 1 2 3 4 5 6 7 8 9
(I (I Seennn [ [ Semnnn leeeens [ N

12 caminhada (ida e volta) = 2(15 + 1 + 1) = 2 - 17 = 34.

22 caminhada (idaevolta) = 2(17 + 1+ 1 + 1) = 2 - 20 = 40.
Assim,a P.A.4 (3,6,9, ..., 60), que é o nimero de roseiras regadas a
cada caminhada, corresponde a P.A., (34, 40, ...), que representa o
percurso percorrido.

. al = 3 |
g‘;,”;'de\tzrrﬁo a,=60+=60=3+(Nn-1)3=n=20
A1, .
r=3
al :34—
S%”/i'de\z:ﬁo a,=20 b= ay =34+19-6 = a,, = 148
Ao, .
r=6
Assim: Sy = %-20 = 5,0 =1820 m.
73. a; =-5
r=4 :;,1590:(%).“:}

n=30

=202 -7n-1590=0 ={°
n= —% (rejeitado)

Entdo, S,, = 1590 se n = 30.

4 | Fundamentos de Matematica Elementar a
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a; =13 7
74. 45 p=>r=a,—-—a; =>Ir=——
aZZT 4

an=13 + (n — 1)(__):%:@_%

59 7
13+——-—n
S, = # N<0=-7n’+111n<0 =

n<0 (rejeitado)
=7n° -111n <0 = Jou

n> % = n=16 (valor minimo)

a, +ag,)-59
%zu 2a1+58r:§—g 3410
76. 2 S 260:>r=2 e a1=——59
(8, +260) 59 =130 2a, +60r=——
2 59
78. (4,7,10,13, ..., 517)
a1=4
r=3 =517=4+(n-1)-3=n=172
a, =517

Entdo, 517 é termo de ordem par e cada P.A. extraida dessa tem
86 termos:
P.A, (4,10, 16, ...,514) e PA., (7,13, ..., 517)

Fundamentos de Matematica Elementar | 4
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(4+514)-86
Sgei =5
2 Sgs 518 259
(7+517)-86 [ Sgg, 524 262
S86p = 4
2
81.  (14,21,28, ..., a,), em que a, < 9999

Entdo, 14 + (n — 1) - 7 <9999 = n =< 1427 = n = 1427
ASSim, 81427 = 14 + 1426 : 7 = 9996

5., = (14+99s2a6) 1427 s 7142135

f1)=2-1+3=f(1)=5 :
o 1) s, 845925
f(25)=2-25+3 = f(25) =53
Portanto f(1) + f(2) + ... + f(25) = 725
n+5
85. Y 4(x—3)=An” +Bn+C
x=5

Paran = 1, vem:

6
Y 4x-3)=A+B+C=
x=5

= 4(5-3)+4(6-3)=A+B+C=
=A+B+C=20 (1)

Paran = 2, vem:

7

Y 4(x-3)=4A+2B+C =
x=5

—A(5-3)+46-3)+47-3)=4A+2B+C =
—4A+2B+C=36 (2)

Para n = 3, vem:

8

Y 4x-3)=9A+3B+C=
x=5
=>45-3)+46-3)+4(7-3)+4(8-3)=9A+3B+C =
=

9A+3B+C=56 (3)

4 | Fundamentos de Matematica Elementar
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86.

87.

(1) A+ B+C=20 A+B+ C= 20 A+B+ C=20
(2) 4A+2B+C=36 2B+3C= 44 <4 2B+3C=44
(3)9A+3B+C=56 6B+8C =124 C= 8

Entdo,A+ B =20 -C=20 — 8 = 12.

N [2a,+(m—-1)r]m [2a, +(n-1)r]n
2 - 2

Sm =S,

= 2am + (m — 1)rm = 2a;n + (n — L) =
=2a(m—-n)=[nn—1) —m(m — VIr =
=2a(m-nN=nN-mn+m-—1Lr=
=2a=—M+m-—21) (1)

Sendoay, ., =a; + (M + n— 1), entdo:

[a, +a; +(M+n-1)r](m+n)
m+n= 2

S

_[2a,+m+n-D)r]m+n)
m+n "~ 2

S

Substituindo (1) em (2), vem:
Sm+n=0.

(@4, @9, +vvy 8 4 1, +ery 8op, A2 + 1) € UMa P.A. com ndmero impar de
termos. Entdo, o termo médio é média aritmética entre os extremos
e essa relacao também € valida entre os indices desses termos.

Assim:

2,+1+1 2,+2
2 2

=n+1 (indice do termo médio).

Temos, ainda:
o, +1 =8y +2nrea,, =a4 + (2n — 1)r.

S = (@, +a; +2nr)(2n+1)
=
2

=(a, +nr2n+1)

Fundamentos de Matematica Elementar | 4
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[a, +r+a, +(@2n-1)r]2n
P 2

=2(a; +nr)-n

Si—Sp, =(a; + nr)(2n + 1) — 2(a; + nnn =
=(ay + nr)(2n + 1 — 2n) = a; + nr = a, ,; 1 (termo médio)

88. (@, @y, «.ry py weey Ap,y o)
a,ta,=a;+(p-Lr+a; +(n—1r=
=a,+tlast+t(pPp+tn—2y]ePA.=a;, =KrhKe”Z

89. a”=4:>an=al+(%_1)'1=4:>al+(n;3)=4

3

Sabendo que n = 3K, entao a; + M =4=a; =5—-K
3
Entdo:a, = azx =5 - K+ 3K—-—1=4+ 2K

(5-K+4+2K)3K
2

=33=

Portanto, S, =

K =-11 (rejeitado)
=K?>+9K-22=0={ou
K=2=>a1=3 e n=6

Assim: P.A. (3,4,5,6, 7, 8).

91. M:(nﬂ_).%ﬂ

ag'nt+a,"n=n-a,+a,=an=a,=
San=a th—r=>anh—-1)=n—-Lr=a,=r

4 | Fundamentos de Matematica Elementar
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VKRl — Progressao geométrica

97. (1 + x,13 + x, 49 + x)

13+x  49+Xx
1+x  13+x

= (13+x)* = (49 +x)(1+x) =

=24x-120=0=x=5
Portanto, (6, 18, 54) = q = 3.

sen(x+ ) —-sen x

99. -1
sen x sen x
sen(x +2mn sen x
# =gq=>q= =-1
sen(x + m) —sen x
A progressao geométrica é alternante, com q = —1.

101. P.G.: (é,x,xqj
q

5+x+xq:% 1)

condicoes: 5
X 189

q—2+X2+X2q2 :6—4 (2)

Fazendo a diferenca entre o quadrado de (1) e (2), temos:

2 2
2L+2x2q+2x2:(£) _189 o X i x+xq _83
q 8 64 q 16

21 63 3
22X —=— =X =— -
8 16 4

Substituindo em (1), resulta:

3 3+§=2§:L =>2q2—5q+2=O=>q=%ouq=2

_+_
4q 4 4

Os ndmeros procurados sao:

00| w
Blw
D
N w
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12

121

a, +a, =12 X+xq=12 x(1+q)=
102. 5 3 = 5
az+a,; =300 |xg”°+xq° =300 |xq°(1+q)=300
Dividindo (2) por (1), membro a membro, vem:
?=25=q=15
Paragq=5=x=2= (2, 10, 50, 250).
Paraqg= -5=x=—-3=(—3,15, —75, 375).
X X 121
SHSHXEXQ+XE’ === (1)
aqa q
103. < X
—=x-xq-xq° =243 (2)
q q
De (2) vem x> = 243 = x = 3.
o 1 1 2
Substituindo em (1), resulta: —+=+1+q+0q° =
a aq
E dai:
(q2+%J+(q+i)+1:%-
q q 9
1 1
Fazendo q+a:y e q° +q—2—2, resulta:
V>2—-2)+y+1= 121 :>y2+y——130 =0=
9 9
( 13 10) -13+/133
> |ly=——ouy=—|=|g=—"7"
3 3 6
Como q €é racional, 0s nimeros sao: %, 1,3,9, 27.
4 | Fundamentos de Matematica Elementar
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104.

105.

106.

107.

&
xq+Xq° +xq° = 546

a,+az+a; =182 X+ xq? + xq* =182

x(1+0?+q')=182 (1)
S
xq(1+q2 +q4):546 )
)
Dividindo (2) por (1), membro a membro, vem:

a=220 _3,x=2-(2 6, 18 54, 162, 486).

182

b =ac (1)

2c=b+d=d=2c—-b (2)
a+d=32=a=32-d (3)
b+c=24=c=24-bv (4)

Substituindo (4) em (2), vem: d = 48 — 3b (5).

Substituindo (5) em (3),vem:a = —16 + 3b (6).

Substituindo (4) e (6) em 1, temos:

b2=(—16+3b)(24 —b)=b2—22b+96=0=b=160ub =6

P.G.(32,16,8)

Parab = 16,vem:a = 32,c=8ed = 0= {P.A.(16,8,0)

P.G.(2,6,18)

Parab=6,vem:a=2,c=18e d=30=
P.A.(6,18,30)

X—r+x+x+r=36=x=12

PA. (12 — 112,12 + 1= (12 -, 12,18 + 1) é P.G.
Entdo: 122 = (12 - nN(18 +nN=r2+6r—-72=0=

= r=6o0ur= —12 (rejeitado porque a P.A. é crescente)
Entao, os nimeros sao 6, 12 e 18.

Como x, y e z estdo em P.G., nessa ordem, entdo y2 = xz. Assim, vem:

X+y+2)x—y+2)=x2+2x2-y?+22=x2+2y2 - y? + 72 =
=x2 +y2 + 22
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109.

110.

111.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

b? =ac

a,b,cedestaoemPG. = c? =bd
ad=bc

Assim, temos:
(b —c)2 = b2 — 2bc + ¢2 = ac — 2ad + bd.

(a,b,c)éPA.=>2b=a+c

(@, b,c) 6 P.G. = b2 = ac

Entdo, vem:

(2b)2 =(a+c)?=4b>=a?+2ac +c?=4ac=a’+ 2ac +c* =
=a2—-2ac+c2=0=(@—-c2=0=a=c.

Como 2b = a + c¢,entdo 2b = 2a = b = a.

b2 = ac
(a,b,c,d)éPG. = ¢ =bd
bc =ad

(b—c2+(c—a?+(d-b2=

=b? — 2bc + ¢? +¢? — 2ac + a? + d?2 — 2bd + b? =
= a2 + 2b% + 2¢? + d? — 2ac — 2bc — 2bd =

= a? + 2ac + 2bd + d? — 2ac — 2bc — 2bd =

= (a — d)?

medidas dos lados: x, xq, xg2
condicdo: (xg2)2 = x2 + (xq)? (teorema de Pitagoras)
Entdo, temos:

1+5 -

x2q4=x2+x2q2:>q4—q2—1=0:>q2= 5

1+/5
=>q=,f 5
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112. medidas dos lados: x, Xq e xg2
condicoes: (1) q > 1 (P.G. crescente)
(2) x02 < x + xq (condigdo para existéncia do triangulo)

1—J§< 1+5
2

De2vem:?<1+qg=0°—-q—-1<0= q< 5

Fazendo a intersecao, temos:

1+/5

1<qg< .
q 2

113. medidas dos lados: X , X, XQ
q

condicgoes: (1) “X-xq=1728

X
q
(2)xq<x+%

De (1) vem x = 12, que, substituido em (2), da:
PP-qg—-12<0=-3<qg<4.

Como g deve ser positivo e divisor de 12, entao temos:
q = 1 = lados medindo 12,12 e 12

q = 2 = lados medindo 6, 12 e 24

q = 3 = lados medindo 4, 12 e 36

e, ainda, g = 1,5 = lados medindo 8, 12, 18.

sen x sen’ x

114. sen?x = -tg x = 2 sen?x =
oS X

= 2sen?xcos x — sen?x = 0 =

sen? x=0= x=kn ke Z)
= sen?x(2cosx — 1) = 0= {ou

cosx:%ﬁx:i +2kn (k€ Z)

r
3
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120.

123.

124,

125.

126.

127.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

q= a_2=23 26
a 1
1
22

i1
ag=a3-q=26-26 =1

7 -6
a8=a1-q7:>%=a1- (%) :al-(%] =64

an:al.qn—1:1,3n—1:3n—l
100<3""1<1000=34<100<3""1<1000< 3" =
=54<n-1<7=5<n<8=ne{6,7}

Entdo existem 2 termos: ag € a;.

ool

A igualdade dada é falsa.

taxa de crescimento = 3% a.a. = q = 1,03
a, = 120000 - (1,03)3 = 131127

taxa de crescimento = 10% a.a.=q=1,1
Ao final de 4 anos, temos: as = 100000 - (1,1)* = 146410.

Vamos representar por a4, a,, as, a4, as 0 volume de alcool existente
na mistura ap6s cada uma das operacoes realizadas. Temos:

a,=12-3=09

a, =9 — 9. 3= % , pois a quantidade de alcool nos 3 ¢ retirados

12

é de 9 do total.)
12

az = 2—7 - 2—7 -3 = & , pois a quantidade de alcool nos 3 ¢
4 4 16
27
retirados é de -4 do total.
12
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3
Pode-se notar, entao, que a4, ...,as € uma P.G.coma; = 9eq = 1
4
Daivem:as=a; - q* =9 - (é) _f129 2,85 ¢.
4 256
129. a;q + a; g3 +a,0°=10(1)
a1 + a;q* + a,0° = 30 (2)
Dividindo (2) por (1), temos:
*(a, +a,0° +a,q"
9@ +ad +ad)_3_4-3
q(a, +a,9" +a,q")
Substituindo em (1), temos:
3a, + 27a; + 2433, = 10 > a, = -0
1 1 1 17 573
131. a=a,
b=a;=a,- Q1" P
c=a =a,-Q P
q r p
Entdo:a% " "-pb' " P.-cP 9= a_r be
a b

q r.o@-p" P .o - PP
_ 9% -ap Q _ap Q

a

rop.ala-pp La.n-Pd
p % Q ap Q

= Q(q—p)(r—p) .Q(r—p)(p—q) =Q(r—p)(q—p+p—on =Q0 =1

132. 82 _33 _ ... = @, entao:
a; 4
1 1 1
@ _a _1 a3 _a_ 1 & &y 1
1 &, q 1 a3 g 1 &, g
a, ar a1

1 1 1
provando que (—,—,—, ] também é P.G.
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133. —<==— = ... = (q, entdo:
a; a8
a a a a a a
9 _9.% _29 _9 . 4 _ 2 e
a, a, a a; a, aj

provando que (a4, as, as, ...) também é P.G.

a a a a a a
_4—_4_3:q2’_6:_6_5:q2'etc
a, asz a, a;, as a,

provando que (a,, ag, ag, ...) também é P.G.

135. PG.: (3, _,,—24,__,_ )

a,=-24
a4 }=>—24:3-q3=>q3:—8=>q:—2
1:

ag=1a;-0°=3-(-2°=-96

136. aq

78 125,a, =128 e q = % entao:

n-1 n-1 7
128:78125-(3) ﬁ(g) =2—7:>n—1=7:>n=8
5 5 5

entao devem ser interpolados 6 meios geométricos.

137. a,=1458,a, =2eq< %,enté\o:

1 1 6

2 Vo1 (1VW1 -
2=14 .gn— 1 = | ——_ = = =3 n-1
584" =4 (1458) (36)

6

q<£:>37m<3’1:>i>1:>n—1<6:>n<7
3 n-1

Como a P.G. deve ter no maximo 6 termos, entdo o nimero de meios
a interpolar € no maximo 4.
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xy=ab (1)
138. PG.(a,x ¥, b)= {x>=ay (2
y>=xb (3)

De (1), vem:y = ab , que substituido em (2) implica:
X
ab 2 1
xX*=a- =—=x3=a’b=>x=a3-b3.
X

1 2
Analogamente, x=@:>y2=@~b:>y3=ab2:>y=a3~b3.
y y

140. a)S =log,a + log, 2a + log, 4a + ... + log, 2"a =
=log,[a-2a-4a-..-2"a]

O logaritmando é uma P.G., tal que a; = a, g = 2 e 0 nimero de
termos é n + 1.

Para calcular esse produto, temos:

n(n+1)
P:an+1 ) 2

. i1 o nn+1)
E, entdo, S=log,|a -2 2 i +(n+1)log, a.

b) Sendo S = n + 1, entao:

+1:%+(n+1)log2a:>1:g+log2a:>

n -2
:>:L—§:Iog2a:>a:2 2,

log,b=4 (1)
log,b=2 (2)
141. 1
log.b=——+ (3
% 100 3
nn-1)
c=a"-q 2 (4
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1
De (3), vem: b =¢c100 (5)

_n nn-1)
Substituindo (4) em (5), temos: b = al® . g 200 (g)

Substituindo (6) em (1), vem:
n n(n - 1) ] n nin—1) n(n - 1)

log,, am-q 200 =4:a4:am-q 200 —g=q240-n (7

Substituindo (6) em (2), vem:
n n(n - 1) J n nin-1) 400 —n(n — 1)

log, al00.q 200 |=2—¢2=ql00.q 200 —g=q 2 ®)

Comparando (7) e (8), temos:

_n(n-1) 400 -n(n—1)
q2(4oofn) g 2 = nn-1) _400-n(n-1) -
400 —n n
= 400n2 = 4002 =>n?2 =400 = n = 20
@@y @z .. @y-q1"Axy = (A2 8 ... Q) (A1 83" ... " A2, 1)

n=1-a,=2°=4
Ay =2"=> n:2—>a4:24:16
n=3-as=2°=64
Entao, a sequéncia dos termos de ordem par € 4, 16, 64, ..., em que
a,=4eq=4.
n=1-a, =(-3"=-3
Ay _1=(-32" 1= in=2-a,=(-3)°=-27

n=3-ag =(-3)° =-243

Entdo, a sequéncia dos termos de ordem impar é —3, —27, —243, ...,
emquea; = —3eq=09.

Entre os 55 termos iniciais ha 28 termos impares e 27 termos pares.
Assim:

28 -27
P28 — (_3)28 . (9) 2 — (_3)28 . (9)378 — 3784

4 | Fundamentos de Matematica Elementar



MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

27 -26
p27 — 427 -4 2 — 427 . 4351 — 4378 — 2756

Assim: P55 = P28 . P27 = 3784 . 2756.

3 2) =
146, {a2+a4:10®{a1q+alq =:LO: alq(1+q) 10 (1)

a,+a; =5 a, +a,0° =5 a1(1+q2):5 )

Dividindo (1) por (2), membro a membro, vem:
qg=2=a,; =1e,portanto,a, =1-23=a, = 8.

147. (base b, altura h, area a)

h
por hipdtese : b =8=h=8b (1)
propriedade dos termos da P.G.: h? =ba (2)

-h
area do triangulo:a = bT (3)

o > b%h b?
Substituindo (3) em (2), temos: h* = = =h= Ch
2

Considerando (1), vem: b? =8b=b = 16.

3 _ 2
3@’ -1) _,, _ @-D@+a+1)
q-1 q-1

148. S, = =7T=0¢°+q-6=0=

=q=-3ouq=2

g 30 -1) . (@r)@r@-1)
4 q-1 B q-1 a

= (0> + 1)@+ 1) =15

Verifica-se que q = —3 nao satisfaz esta ultima condicao.
Entdo,q = 2.

3(2°-1)

—= =93.
2-1

Portanto: Sy =
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149.

B0+a+hb=62=a=12-b (1)

P.G. (50,a,b) = a2 =50b (2)

Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), temos:
a=12 —b=2a2 =144 — 24b + b2 = 50b

b =72 (rejeitado porque é maior que n(AUB))
b2—74b+144=0= Jou
b=2=a=10

Entao: P.G. (50, 10, 2) e n(ANB) = 10.

150. xX,9,Z)éEPA.=>(x=y—rez=y+r)
Por hipétese,x +y+z=15=y—-r+y+y+r=15=y=5
edaix=5—-rez=5+r
x,y+1,z+5)éPG.=(5—-16,10 +r) é P.G.
Entdo:62=(5 — 10 +r=r=2o0ur= —7.
Parar=2,x=3,y=5ez=7 = 3z=21.
Parar = 7,x = 12 (rejeitado porque 12 > 10).

151. PA.(a,a+ra+2r..)=S3=3@a+r)

2
P.G. (a, ?r, Ss, ]:(%r) =a-S3=
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2
= 4%:C’>a(a+r):>

:>9a2+9ra—4r2=0:>a:Loua:_fr:}
3 3
a 1 a 4
= —=—0U —=——
r 3 r 3
a
153. je——»|
A
/\
€5 a
2
{3 vy a

€, é lado de Q,

{3 € lado de Q3

2 2 2
€2 = €_2 + e_z = ﬂ :£:>€ — E
S ) 2 4 4 S
Entao, considerando os lados, temos:

av2 a Nl
P.G. [a, T, 5, ,8(7) ]
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Considerando as areas, vem:

2 2
a“ a 1
P.G. (az, AR ...],em quea; =aleq= 5
2[(1) _
w16 | sy
Sn= 1 :>Sn= 1 =>Sn: on-1
q- 5_1

155.
i=3

termos, entao:

n . 23 2!’1—2 _1
22'=7( ) _on+1_g— aoss.
i=3 2-1

Dairesulta 2" *1 = 4096 = 212e n = 11.

2n_1
),Szn = al((?_l )

Q
iy
|~
o
>
|
[EN

a

82
Lo @ -1+ -2)= >
(9-1)

(a-1)

entdo: S +S5.=S,(S,, +S3,) -

4 | Fundamentos de Matematica Elementar
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..., 3072).

158. S, = @ =3096 (1)
s, =297 % _g138 (2)
-1
Dividindo (2) por (1), membro a membro, vem:
11
S_2= a,9-a, 6138 PN alqlo—alq PN
S; ag-a; 3069 a0 —ay
10
aqlg -1
= :L(T) =2= q= 2
al(q —1)
Substituindo g = 2 em (1), vema = 3 = P.G. (3, 6, 12,
159. Seja P.G. (a, aq, ag?, ..., aq” ~ 1) de razdo q e seja
1 1 1 1
P.G. (—, T T e ﬁ) de razao l .
a agq aq aq q
n
alg" -1 a'(g" -1
alr-e) (-1
q-1 (q-1)
1( 1
, g(q_”_lJ o -1 v (A1)
S = 1 = n-1 =>(S') = n.nn-1) n
.1 aq  “(a-1) ayq (9-1)
a
an(qn _1)n
n n
(g)” _ 1) gy g gy
S @ -1)" (-1 (@ -1)"
anqn(n - 1)(q _ 1)n
— a2nqn(n -1) _ P2
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n n
161. S=1+2+£+2+1+£+...+(1) +2(1) +..=
3 5 9 25 3 5
n n
= 1+1+£+...+(1) +.o [+ 2+2+£+...+2(£) +...
3 9 3 5 25 5
Si SQ
n
81:1+1+£+ +(£)+ :—11=§
3 1_= 2
3
n
S,=2 1+£+i+ +(1) +..]=2 E
5 25 5 12
5
S=5+S,=—+=-=4
165. s-. 2 _ 1 _3
1-q 4_1 2
3
1000 1000
S B 3 ~ 31000 ~ 3(31000 _ 1) B
1000 — - | - . A1000
14 2 2-3
3
31000-1 3 4 4\99
= .3%® :E_E'(E)
Entdo, S =S——| = ,ouseja,S=9S +=+| = ,isto
1000 2(3) d 1000 75 3
999
€, comete-se um erro de 5(5) para mais.
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166. 1+2+§+£+i+...
2 4 8 16
Podemos decompor cada parcela, a partir da segunda, em uma
soma de fracoes.

1=1

2 1 1

— =4 =

2 2 2

3 1 1 1
— =4 4=
4 4 4 4

4 1 1 1 1
—= =t
8 8 8 8 8
5 1 1 1 1 1

— =t —t—+—+—
16 16 16 16 16 16

Verificamos que cada coluna forma uma nova série infinita.

1?coluna:a1=1eq=l:>slzil=2
2 1_7
2
1
1 =
2z coluna: alz—eq=£:>52=i=1
2 2 1_}
2
1
1 1 4 1
32coluna; a,=— eg=—=S,=—F ==
1 4 q 2 3 1_1 5
2
1
1 1 38 1
4z2coluna: a,=—eq==—=S5,=—2- ==
LTg fATy T 1]
2

e assim por diante.
As somas S4, So, S3, Sy, ..., por sua vez, formam uma P.G. infinita de

. =1 ~
primeiro termo 2 e razao 5, entao:
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2
S;+S3+S3+S,+..=— =4
1_7
2
167 a, = V3 =a —3_\/5
. 1 \/§+1 1 2 :>q_a2_\/§
J3 J3-1 a, 3
822\/§+3=>82= 2
3-43
2 3
S: = —
L V3 2
3
168. 2+i+%+_“:£
m m 5
2(1+3+i2+...)=E
m m 5
Sendo S=1+3+i2+...=%=i,temos:
m m m-2

1-=

2(L)=E=>m=7.
m-—2 5

169. S=1+2x+ 3x2+ 4x3 + ...
XS = x + 2x2 + 3x3 + 4x4 + ...
entdo,S —xS=1+x+x2+x3+..=

[N
|
x

e dai vem:

1
(1—x)-8=mzs=m.
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1 1 1 1 1 1 1 1

171 §+§+2+§+ +E+¥+W+W+...:
1 1 1 1 1
_§+Z+"'+2“+2”+1+ +§+§+ +3n+3n+1+ =
S1 Sy
1
-, 1 3
=25, +S,=1+=-=—
1 2 2
3 1
32:%25
1-=
3
n_
172. S=1+§+l+£+...+%+...=
4 16 64 2

I REEACEA RS
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417 . 417 .
1000 1000000

a) 0,417417... =

417 417

_ 1000 _ 1000 _ 417 _139

4,1 7 999 999 333
1000 1000

b)5,121212...=5+£+ 12 +..=
100 10000

12 12
=54+—2100 _5, 100 :5+1—2:5+i:@
1 99 99 33 33

1 — ==
100 100

1
0,17090909... = —— (17,090909...) =
©) 100 ¢ )

= — 17+—+L+... :i:[17+i]:£
100 100 10000 100 11] 275

d) 9,3858585... = % [93,858585...] =

1 85 85 1 [ 85] 4646
+.. 93+ —|=
10 100 10000

= — |983+—+ === + —
10 99 495

a, + az + ag + ... = 20 (razdo: g?)
a, + a; + ag + ... = 10 (razdo: g?)
as

S = =20eS =7 q2=10,deondevem:

Sp_8_10 1 i eg-1
s, a, 20 2 °°®977%

Substituindo q = % em S;, vem: a; = 15.
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178.

179.

5a 4(a”+1)
8(a?+1 2(a%+1
=S (125a3) -9 (5a )

A P.G. é decrescente > sea>0,0<g<1
1)
1
<1=0<2(a’+1)<5a
2)

2(a +1)

Entao, 0 <
b5a

(1) 2@+ 1) >0, Va € R.

(2) 2(a2+1)<5a:232—5a+2<0:>%<a<2

(1)0(2):>% <a<?2

=1
1 2(a®+1) @
b)g=a-==——L =3a°-a—-2=0= -2 -
ba a=? (rejeitado)
Par =1 —ﬁ —é
ara a = =>q—5ea1— g
25
Entéo:s:L:s:%.
1-4 8
5
m m m
= = = ) m
3 3 3 ret|rado§

m
— retirado 2 —
9

— m retirado 4 - m
27 27
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WIN

(m 2m 4m

A m
= ...| éP.G.emquea; = — eq=
39 27 J quea, =~ €q

180. €1:3=>p1:9

. =3, 22
275 7P275

3 9
{y=—=py=—
377 7PsTy
etc.

9 9
A sequéncia dos perimetros (9, > 7 ) éP.G.emquea; =9

_1 s 9 _
eq—a,entaoS——i—l&

1_ -
2
181. Os perimetros p, g , % ... formamuma P.G.emquea; = peq= %

entao S = L:L = 2p.

1-=
2

182. Seja ABCD um quadrilatero qualquer e seja MNPQ o quadrilatero que
tem vértices nos pontos médios dos lados de ABCD.

FR AN

O _——_——t -
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183.

Temos:

1 1 1
A +Acp = = A + = A == -A
AMQ CNP 4 ABD 4 BCD 4

1 1 1
A + A = Z - Apge + = A == -A
BNM DPQ 4 ABC 4 ACD 4

Entao a soma das areas dos triangulos AMQ, CNP, BMN e DPQ é

N | >

portanto, a area de MNPQ é g ,em que A é a area de ABCD.

Concluimos, dessa forma, que as areas dos quadrilateros construidos

,...),cuja

N>

A
conforme descricao do enunciado formamaP.G.: (A, >

soma é S=L=2A.

L1
2

=

As areas dos circulos formam a P.G. (a4, a», as, ...) de razao >

Determinemos a sequéncia (d4, d,, ds, ...) dos didmetros dessas
circunferéncias.

dy? 1 nd®  md? ¢
d,=d=a :n(—) sa,=-."-" 54d°=— =
! ! 2 > 274 s 7?2
d
=d, = —
22
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etc.

d
Os diametros formam a P.G.: (d, ﬁ ) cuja soma € AgA,,

d
2

entdo AA, = d =d(2++2).

=
1_7
J2
) ABDC ~ AOEC — 20 _BC
OE  OC
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Por Pitagoras, no ACDB, vem:

_av3
2

H )

a a
De (1 2),t P —=
e (1) e (2), temos or a\/g_r:
2
J3
:)I’zaT (3)

Il) Por Pitagoras, no AMNP, vem:

(PM)2 = (PN)2 + (MN)2 =

SR =02+12¢, = (4)

N | o

IIl) Por analogia a parte (I), vem:

N

H =
17 4 17 12
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IV) Lados dos triangulos:

por hipétese, a, = a
= P.G. (a,

N~

o

N | o

de (4), a, =%

raios das circunferéncias:

r——a\/5

de (2), 6 a\/g a\/g 1
=2PG |—, —, .. [f ==
a\/§ 6 12 2
de (6), 1, = ——
12
areas dos triangulos: aJ3
a-— = a2J3
por hipétese e de (2): A; = 2 _
2 4
a a3
de (4)ede (5) A,=2 4 _2 V3
2 16
2 2
a’J3 a’J3 1
Portanto: P.G. ( 2 16 ]. aa 2
areas dos circulos:
2 2
de (3): oy =7 av3] _ma
6 12
av3Y) na?
de (6): o, =T| — | =——
12 48
na’ na’ _ 1
Portanto: P.G. (1—, 28" J, qO_Z'
Assim:
a
a) Sp = T =S,=2a
1-=
2
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2 2
a a a
e=[2] 48] 5, =&
185. a) ty (2j (2J =1t N
a
V2

a

1¢ quadrado: lado = a = p, = 4a
2¢ quadrado: lado = 4 = ﬁ
°qu N = \/5 = Py = \/5

ACH ;\/57 ,qD—\/E

4a 42a(v2 +1)

S0 - 1 LB 1)()

=S, =4a(2+2)
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a
b) 1¢ circulo: r = 2 =C=2nr=C = na

€

L2
2 22

2¢ circulo: ry =

ma na\/E(\/EJrl) ~s —m (24
S0 1 (z-1)(2+1) So =7 (2+2)

V2

¢) 12 quadrado: lado = a = area = a2

a . a
2¢ quadrado: lado = —= = area = —

2
a 1
PG.|a% =, ...l ==
( 5 ] ao 2

a2
S, = = S, =2a

N

2

-1
2
d) 1¢° circulo: raio = a = area = na’
' ' 2 4
na’

ma
—_— 2
ma
So=—2-=s,="-
1 2
1-=
2
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o\ 1IN\ — Matrizes

o
[
o
o

189. A=| 0 0 1 ... O

000 1
o
1
1) +/A=|1
_1_p><1

2) +AA =111 ... 1] xp

Assim: +/(+#A) = +/[1 11 ...1] = [p]

2

191. X“=x=x=0oux=1 «=0
2x=x=>x=0
y=3
z=4
b=bt=t=1
5 t=1
t“=t=t=0o0ut=1

Cyy =8y +by, =3+9=12
195. Cop =8y, thyy, =4+10=14¢ Cyy +Cyy, +Cy3 =12+ 14+16=42
Coz =8y +bys =5+11=16

Fundamentos de Matematica Elementar | 4



COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

196. o0+2=3=a=1
1+B=2=p=1
1+0=y=y=1
2+(-1)=06=06=1

197. y?-y-1=5 (1)
y2+2y+2:10:y2+2y—8:0:(y:2 ouy:—4)

Substituindoy =2em (1): 8 =2 -6 =0. (V)
Substituindoy = —4 em (1): —64 + 4 — 6 = 0. (F)
Portanto,y = 2.
3x+x*+1=1=x>+3x=0=(x=0 oux=-3)
AX+x2+2=-1=x>+4x+3=0 (2)

Substituindox = 0em (2): 0 + 0 + 3 = 0. (F)
Substituindox = =3 em (2): 9 — 12 + 3 = 0. (V)

Portanto: x = —3.

201. a1 — by = |1 — 5| = |-4| =4
lagy = b =2 -7 =[5 =5
lags — boy| =3 = 6] =[=3| =3
|agy = bop| = |4 — 8| = [-4| = 4
d(A;B) =5

204. a)2X+A=3B+C
2X=3B+C—-A

o N|lo

X=%(3B+C—A)=>X:

N w
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b)X+A= LB -0

2
0 15
1 2
—le-c-A=mx=
2 9
1 2
2
0)3X +A=B— X
3X+X=B-—A
4X =B — A
i3
x=te-mox=|+ 2
B R R
2 4
&) SX-A-B)= Tx-0)
2 3
3(X — A—B) =2X - C)
3X — 3A— 3B = 2X — 2C
X-3A+38-20mx—| > 29
- 27 14 27

X-A B+X
2

205.

+C=3(X—A) =2B+X) +6C=

=3X—-2X=3A+2B+6C=X=3A+ 2B + 6C

- 28 1
entao, X =

23 3
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{X+Y:A (1)
207.
X-Y=B (2)

LW+ @2=2Xx=A+B=[3 5 12]=>X:B g 6}

(1) —(2)=>2Y=A-B=[-1 3 2]:>Y=[—

N
N w

g

2X+3Y=A+B 6X+9Y=3A+3B (1)
208.

=
3X+4Y=A-B 6X+8Y=2A-2B (2)

11
(1) —(2)=>Y=A+5B={28
9
-90 -15
(1) 6X = 3A + 3B — 9Y = | 228 |= X =[-38
54 -9

210.  cyz3=apy gz + @y g+ @gg - gz + @gs * sz + An5 * bsz + Axs  bez +
tag brg=1-1+0-2+(-1)-3+(-2) -4+ (-3)-5+
+(—4)-6+(-5)-7=1+0-3-8—15—-24—35= -84

7
YT b & N E A2 S I
1 2]l1 3 5] 37 12

o o1 N

)
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10|23 |23
01 57| |57
b) _ i =
1 0(l01] |0
12<1o__21
2 3][o0 -1] 6 1
= =
[571L2 1 {142}

219.

N W X
w < R

ax

Entao, temos:

ax =2
3a=6=>a=2
2a=4=a=2]

b=3
by =12

o N

N

b 2c
= | 3a by 5c
2a 3b cz

3=9=b=23]

2c=10=c=5
5c=25=c¢c=5

cz=20

Como (AB)3 x 3 € A 3 « 3, €ntao Bz « 3.

a 00 2 3 10
Ob Of|=|16 12 25| =
0 0c 4 9 20
2 3 10
=16 12 25
4 9 20
=x=1
=y=4
=z=4
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(1 270 2] [2x 1+2y
221. AB = =
1 0| x Yy 0 1
[0 1 1 0
BA — 1 2 _
X Yy 1 0 X+y 2X
Como AB = BA, entao:
1
2 = 1 = —
lzx 1+2y:|_[ 1 o}:> XTEEEES
0 1 X+y 2x x+y=0:>y=—£
2
225. A e B sao comutaveis significa dizer que AB = BA.
a)(A+B)2=(A+B)A+B)=A2+AB + BA+ B2 =
=A% + AB + AB + B2 =
=A% + 2AB + B2
b)(A—B)2=(A—B)A—B)=A2—-AB —BA + B2 =
=A2—-AB - AB + B2 =
= A2 — 2AB + B2
c)(A + B)®=(A+ B)%A + B) = (A2 + 2AB + B2)(A + B) =
= A3 + A2B + 2ABA + 2AB2 + B2A + B3 =
= A3 + A’B + 2A%B + 2AB? + AB? + B3 =
= A3 + 3A%B + 3AB2 + B®
d) Analogamente.
e) Por inducgao:
) Vale para k = 1: (AB)L = Al - B1 = AB
Il) Suponhamos valido para n = k: (AB)% = Ak - Bk
IIl) Vamos provar que vale paran = k + 1:
(AB)k T 1 = (AB)Y(AB)L = AKBk - AB = AK-A-Bk-B = AkT1gk+1
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2
, |11 _|61
226. a)(A+ B) l5 o c 5

11 12 127] [o 19
b)(A+B)(A_B):[5 OH—1 2}[5 85}

r 2
09 18 0
A2 —2LA+ 13 =(A— 12 = =
c) 2 2= 2) 5 0] |:O 18}

3 13
19 10 55 189 10
d) A3 — 13 = - = - =
2 1 01 42 55 01

228. Fazendo X = | ° g , entao a bira by 11 0,
c d c dfcd 01

a’+bc=1 (1)
Logo: Jbc+d® =1 (2)
ab+bd=0 (3)
ac+cd=0 (4)

De (3) vem: b(a + d) = O; entao, temos:

12 possibilidade:a +d =0

Neste caso,d = —a = = V1 —bc, e para satisfazer (3) e (4) servem
quaisquer b e ¢, bc < 1.
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22 possibilidade:b=0ea +d # 0
Neste caso, o sistema fica:
1La2=1,2)d2=1,(4)cl@a+d =0

cujasoluggo é(a=d=1ec=0)ou(a=d=—-1ec=0).
Assim:
X = Fl 0 ouX = 10 ou
|0 1 1 0 -1
1-bc b —J1-Dbc b
X = ouX =
c —J1-bc c J1-bc

229 Fazendo X = ab entao a b ab|_|ab
’ e df c difc d| |c d|

aZ+bc=a (1)

(
(

ab+bd=b (2)
logo:

ac +cd =c (3)

bc +d? =d (4)

De (2) vem: b(a + d) = b; entao, temos:
12 possibilidade: a + d = 1 e b qualquer
Neste caso, temos:

(1) a2 —a+bc=0mqg= LEV1-4bC ‘1_4bc,combcs1
2 4
(4) &—d+m=0=d=33%i£

Como a + d = 1, os sinais tomados diante do radical v1—bc
devem ser opostos.

Note-se que para (3) o valor de ¢ é qualquer.

22 possibilidade: b =0ea +d# 1
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Neste caso, o sistema fica:
1)a2=a,(3)cla+d)=c,(4)d2=d
cujasolucgo é(a=c=d=0)ou(a=1=dec=0).

Portanto:
X = —O 0 ouX = 10 ou
00 01
1++/1-4bc o
X = 2 ou
c 1—-+1-4bc
2
1-J1-4bc o
X = 2
c 1++/1-4bc
2
(1 x 5 1 2 vy
232. 27 A4|=|x 7 z|=>x=2,y=5ez=-4)
y -3 5 -4 -3
[0 -4 2 0 —x -y
233. O 1-z|=| 4 0 -2z|= (x=4,y=-2ez=-1)
ly 22 O -2 z-1 O

234. Paratodoi,j € {1, 2, 3, ..., n} temos:
Cij = aij + bU = aji + bJI = Cji'

12 2 -1 1 0 2+2x -1+2y 10
237. = ey =

1 4 X 'y 0 1 2+4x -1+4y 0 1

2+2x:1} 1

=SX=—=
2+4x=0 2
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~1+2y=0
A+dy=1

30 1 30 2 1 1 -1
. —+ -1 = A = — =
238 AtA lO 3]:> |:O 3:| |:x le l—x 3—x:|
AL A= 1 0 - 2 1 1 -1 _ 1 0 -
0 1 X X -X 3-X 0 1

2—-X 1-x 1 0
= =

[x—x2 2x—x2] [0 1]
entao:
2-x=1=x=1
1-x=0=x=1
X—x2=0=x=0oux=1
2X—x2=1=x=1
portanto, x = 1.

1
}:y=§ e,entao, x +y = 0.

0 1 0

_gA = 8 O
0 -8

244, B =PAP 1= BP =PAP P = BP = PA=

1S I Ee R | E

1 2a+30 -a+50 6 2
= — - = =
13 l 150+3b -75+5b ] l 9 -10 ]

239. A=|:1 O}:A_lzll 2]$(A+A_1)3:(2A)3=8A3=

2a+30=78
=24
-a+50=26
=
150+ 3b =117
=b=-11
—-75+5b=-130
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246. a)AX =B d) BAX = A
A~1AX = A1B B~1BAX = B™1A
X =A1B I,AX = B~1A
X=A1B AX = B71A

A~IAX = A"1B~1A
b) AXB = I, IX = A"1B~1A
A~IAXB = A1, X = A-1B1A
I.XB = A1
XBB~1 = A"1B"1 e) (AX)t = B
Xl, = A"1B~1 [(AX)t]" = Bt
X=A1B"1 AX = Bt
A-1AX = A-1Bt
c) (AX)"L =B IX = A-1Bt
AX = B~* X = A~1B!
A~1AX = A"1B~1
X = A"1B1 f) (A + X)t =
X =A"1B"1 [(A + X' = Bt
A+ X = Bt
X=Bt—A

247. XAV 1=B=XA=B1=XpAMA1=B A 1=X=B1A1
Determinemos A~ 1:

21)(:H:

3a+4c=1 1 2
—Sa=—¢€e Cc=—
—2a+c¢c=0 11 11
3b+4d=0 4 3
=>b=-— ¢ d=—
2b+d=1 11 11

Entdo, A1 = 114 )
11

Determinemos B~ 1:
5 2]|e f| [10
0O 3 g h 0 1
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be-2g=1 1
= g=0 e e=—

3g=0 5
5f—-2h=0 1 2
= h== e f=—

3h=1 3 15

1 3 2
Entdo,B™ 1 = — .
ntao, 15 [0 5}

1 1(3 241 -4 1
X: _— — = x: _—
11 15|:O 5:”:2 3] 165

250.  Devemos provar que D = C "B ~1A~1 é a matriz inversa de ABC, isto

€, que D(ABC) = (ABC)D = I,.

12) D(ABC) = (C~*B~*A"1)(ABC) = C"*B~1A"*A)BC = C"1B~1I,BC =

=Cc 4B 1B)C=C1,C=C1C-=lI,

2¢) (ABC)D = (ABC)(C~1B~1A~1) = AB(CC~1)B~1A~1 = ABI,B~1A~1 =

= ABB HA L = ALAL =AML =],

a b
251. Seja A = l c d :| uma matriz inversivel.

Determinemos A~ 1:

B

ax+bz:1} d —c
=X=

ez
cx+dz=0

ay+bt=0 —b a
=y= e t=
cy+dt=1 ad—bc ad-—bc

—C a

entdo: A™1 = R [ d _b] e (A )t =

ad—bc
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Determinemos (At)~1:

N

ap+cr=1 d —b
=>p= er=

bp+dr=0 ad—bc ad—bc

ag+cs=0 —C a
=q= e s=

bg+ds=1 ad—bc ad—bc

1 d -c
tdo: (A)~1 = .
entao: (A) ad—bc l—b a}

e dai (A~1)t = (AY~1,

=[N R" — Determinantes

sen x —cos X
253. a) = SEen X CoSy + Senycos x = sen (X +Y)
seny  COSy
sen x —cos X
b) = sen?x + cosx = 1
COS X sen x
0) 2 sen x 3 cos x _
1-2 cos x 3senx+2

=2senx(3senx+ 2) —3cosx(1 —2cosx)=
=6sen’ + 4senx — 3cos x + 6 cosx =
=6 + 4senx — 3cos X

loga logh 1
254. a)| 1 1 :Zloga—glogbzlog%—log\/—:
2 4
Yfa a
=|0g%=|0g4b—2
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2 4

b) 2m© 2m” —m =2m2(m3 — 1) — m@2m* — m) =
m m3 -1

= 2m5 — 2m2 — 2m5 + m2 = — m?

ay=j—i?=a;;=0,ap=1ay = —3,a3 = —2

e, entdo, A = 0 1
-3 -2

detA=] 0 1]=3
-3 -2
2X 3x+2 1
a) =0=>22—-3x—2=0=[(X=2 ou X=-=
1 X 2
- 1
b) 2x X=2 :11=>2x2+x—1:0=>(X=—0u x:—:l_)
4x+5 3x-1 2
X2 -1

5| =0=x*— 1= 0= x =1 (duas raizes reais distintas)

-2a 2c

D=5 logs125 logs25 |=| 5 3 2 |=0
8 log;27 log;243 8 3 5
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1 2 3
262. D=1 1 m|=D=m-1
11 1
5 6 7
D'=|5 5 m+4 |=D'=5(m-1)=D"'=5D
5 5 5
x-1 2 X
264. D, = 0 1 -1|=-8-1
3x  x+1 2x
D, = 3x  2x — 32 _ gy
4 X

D;=D,= -8 —-1=-3x2-8&=3x=1=

_+\ﬁ _ £
:>X——3:>x_—

3
0 3 1
265. 0 3 2| =0=23=0=S5S=0
4 3 3
—sen X -8 -5 sen’x =0 (1)
266. 0 —senx cotgx [=0=sen’-cosx=0=>Jou
0 0 CoS X cosx=0 (2)

1)sen’x =0=x=m

(2)cosx=0= (ng ou X:3_n)
2 2

Entdo, o menor valor xtal que 0 < x < 2mé x = I
2
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sen’x  sen’x 0

267. detA=| cos’x cos’y sen’y |=
r? 0 r?
=r2sen?x cos?y + r2 sen? x sen?y — r2 sen? X cos2 x =
=r2sen?x (cos?y + sen?y — cos2 x) = r2 sen? x (1 — cos? x) =

= r2sen? x sen? x = r2 sen* x

268. detA = —xy =15 (1)

o O pm
o x N
< N W

tracodeA=x+y+1=9 (2

xy =15
De(l)e(2),vem:{y =x*-8x+15=0=(x=5 ou x=23)

X+y=8

Parax =5,y =3eparax =3,y = 5.

a 0 b 0 x
c 0 d x e 0 b 0 x
278. D=|f 0 x 0 0| =(-1p*1.x-[0 d x €&}
g x h i ] 0 x O O
X0 00 0 OLI
b O x
— X (14X g x e | = —x2-(—1P3*x- 0 x1_
X e
®o0 o
=—X3'(—X2)=X5
SendoD < —32=x3< -32=2x3<(—2°=x< —2.
1 12 11 1 12-1 11 1 1 11
280. D,=|5 24 13 |=| 5 12-2 13 |=12-| 5 2 13
7 36 17 7 12-3 17 7 3 17
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D3:

1

1 3
8 12
5 9
7 -3

~NoN e

7 5

3 11 15
5 13 25

11 2 1 31 11
8| |14 24 34 24|
13| | 10 5 3:3 13 |
15 14 7 3-(-1) 15
1 11
1 2
3 13
-1 15
1 7 51 1 7 1
=3 11 5-3|=5-[3 11 3|=5-0=0
5 13 5-5 5 13 5

281. A é uma matriz quadrada de ordem 4.
Entdo, det (2A) = 24 - det A = det (2A) = 16(—6) = —96
Como det (2A) = x — 97,entdo x — 97 = —96 = x = 1.

282, Se det Q # 0, entdo Q € inversivel, ou seja, existe Q~1 tal que Q71Q =
=1, =QQ 1edar

QP +2Q2=0=0QQ1+200Q1=0-01=>Q+20=0=
:>Q2Q71+2QQ71:0'Q71:>Q+2|4202>Q=—2|4

284. D'

-2
0]
0]
0]

8x
4y
4z
41

0O 0 O
-2 0 O
= detQ = 16

0 -2

0O 0 -2
—2x? 2x3 —ox*

-y> y? -yt

-2 2 - B

S S A
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I I A G R e A O (A
4.7  (-1)-72 22 (-
4-t (—1)-t2 t3 (—1)-t*

x x> x3 x4
y v2 oy oyt
= 4(—1)(—1) - 2 =8-D
z Z2 Z3 Z4
t 2ttt

286. Multiplicamos a 12 linha por x, a 22 por y e a 32 por z

zy x 1 Xyz x> x 1 x2 x
1 Xyz

Xz 1|=— 2 I 2 _

y wz| Y2V Y Tz 1y y
oz 1 Xyz 2 z 1 722 z

1 x% x
=1y y

1 22 z
a b+2c ¢ a b c a 2c ¢ a b c

289. X y+2z z|=| X Yy zZ|+| x 2z z|[=[Xx Yy Z
m n+2p p mn p m 2p p m n p
.

(*) 22 coluna = 2 - 32 coluna e, entao, o determinante € igual a zero.

cos2a cos’a sen’a cos’a—sen’a cos’a sen‘a
291. cos2b cos’b sen’b |=| cos’b-sen’b cos’b sen’b |=0
cos2c cos’c sen’c cos’c—sen’c cos’c sen’c

porque 12 coluna = 22 coluna + (—1) - 32 coluna, isto €, a 12 coluna
€ combinacao linear das outras duas.
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- -n
-¢ n-p
m

292. Seja M =

O T 9

Q O T

© 5 3

N < >
|

X N <

Pelo teorema de Jacobi, podemos adicionar, a 12 linha, a 22 e a 32
linhas, obtendo:

0 0 0
M'=| b-c n-p y-z |[,talquedetM = det M".

c—-a p-m z-x

Mas det M' = O porque a 12 linha é nula. Entao, det M = 0.

295. Vamos somar a 32 coluna uma combinacao linear das duas outras,
a saber, 12 X 100 + 22 X 10:

1 3 0 1 3 (0+1-100+ 3-10) 1 3 130
1 1 71(=({1 1 (7+1-:100+1-10) (=1 1 117 |=
1 5 6 1 5 (6+1-100+5-10) 1 5 156
1 3 10
=13 1 1 9
1 5 12
296. Somando a 12 coluna as outras trés colunas, temos:
X a a a Xx+3a a a a 1 a a a
D= axaa_x+3axaa=(x+3a)1xaa
a a x a Xx+3a a x a 1 a x a
a a a X Xx+3a a a x 1 a a x
a b c X X X
297. a+y b+y c+y |+| a+y b+y c+y | =
a2 b2 o2 a2 b2 2
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a b C X X X
=la b +| Yy Yy |+ b +HYyY Yy vy |=
a2 b2 2 2 b2 o2 a2 p2 2 a2 b2 o2

a b c 1
=0+y|1 1 1 +x|a b ¢ +0=
a’ b? c? a’ b? ¢?
1 1 0 0
=(x—y)| a b C | =(x—-y)| a b-a c-a |=
a’> p? c? a’® b’-a%? c?-a°

b2 -a® c¢?-a°
1 1
=X—=y)b—a)c—a)- = (x = y)(b —a)(c — a)(c — b)
b+a c+a
a-b-c 2a 2a
298. 2b b-c—a 2b =
2c 2c c—a—b(m

at+b+c a+b+c a+b+c
= 2b b-c—a 2b =

2c 2c c—a-b
1 1 1
=@+thb+c)| 20 b-c-a 2b =
2c 2c c—a—b(m
B 1 0 0 B
=@+Db+C) oy _at+b+c) 0 =
2c 0 —(a+b+c¢)
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=@+b+ca+b+cP=(@+b+c)3

(1) (22 linha + 32 linha) + 12 linha
(2) 22 coluna — 12 coluna e 32 coluna — 12 coluna

2

(b+c)y® b2 c
299. a2 (a+c)P? ¢ -
2 2 2 | (1)
a b (a+Db)
(b+c)?>—a’ b?—(a+c) 0
(i) a? (a+ c)2 c? =
a2 b2 (@ +Db)?
(b+c+a)(b+c—a) (b+a+c)(b—a-c) 0
- a’ (a+c)? c? _
a2 b2 (a+b)?
b+c—-a b-a-c 0
—(@+b+oc- a @+cy?  ¢?
a2 b? (a+b)?
Justificativa:
(1) 12 linha — 22 linha
300. Para todo a € R, temos:
cosO cos a cos?2a
D= |cosa cos2a cos3a|=
cosa cos2a cos 3a (1)
cos O (cosO-+cosa-+cos2a) cos?2a
= |cos a (cosa+cos2a+cos3a) cos3al=
(1) cos 2a (cos 2a + cos 3a + cos 4a) cos 2a
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cos O (cosa+2-cos?a) cos 2a
cosa (cos2a+2-cos2a-cosa) cos3a |~
cos2a (cos3a+2-cos3a-cosa) cosda

cos O cosa(l+2-cosa) cos2a
=| cosa cos2a(l+2-cosa) cos3a | =
cos2a cos3a(l+2-cosa) cosda

cos O cosa cos2a
=(1+2cosa)'| cosa cos2a cos3a|=(1+2-cosa)-D

cos2a cos3a cos4a

entdo, para todo a € R, temos:
D=D+2D-cosa=D":-cosa=0eissoexige D=0.

Justificativas:

(1) 22 coluna + (12 coluna + 32 coluna)
(2) cos 2a + cos 0 =2 - cos? a, Va

cos 3a + cosa = 2-cos2a-cosa,Va
cos 4a + cos 2a = 2 - cos 3a - cos a, Va

pois cos p + cos q = 2-cosw-cos%

cos(x+a) sen(x+a) 1
301. cos (x+b) sen(x+b) 1 (=
cos(x+c) sen(x+c) 1

cos (x+b) sen(x+b)
cos (x+c) sen(x+c)

cos (x+a) sen(x+a)
Cos (x+¢C) sen(x+c)

+

1

cos (x+a) sen(x+a

~

+
Ccos (x+b) sen(x+Dhb)
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=sen(x+c—x—b)—sen(x+tc—x—a)t+sen(x+b—x—a)=
=sen(c—Db)+sen(a—c)+sen(b—a)
que independe de x.
a? a’+4a+4 a’+8a+16
302. a’+4a+4 a’+8a+16 a’+12a+36 | =
o?+8a+16 a’+12a+36 a’+16a+64 |

a’ 4a+4 4da+12
= | a’+4a+4 4a+12 4a+20 | =
a’+8a+16 4a+20 4a+28

a® Aa+1) 4@+3)
=| a®°+4a+4 4(@+3) 4@+5)| =
a®+8a+16 4(a+5) 4@a@+7)

a’ a+1 a+3

=4-4-| 3°14a+4 a+3 a+b E)

a°+8a+16 a+5 a+7

a® a+1 a+3

=2%|4@+1) 2 2 |=
4@+3) 2 2

a® a+1l a+3

=2%2.2-|2@+1) 1 1 | =
2@+3) 1 1 |®

2

a a+1l a+3
=2°12@+1) 1 1 |=
4 0 0

Fundamentos de Matematica Elementar | 4



COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

a+1l a+3
1 1

= 2°%.22.

‘:28-(a+1—a—3)=28-(—2)=—29

Justificativas:

(1) 32 coluna — 22 coluna
22 coluna — 12 coluna
(2) 32 linha — 22 linha
22 linha — 12 linha
(3) 3zlinha — 22 linha

303. WwW-2u+1=0=u=1
Comou = x% entdox* = 1 = x = +1.

304. A-A*1=I:>det(A-A*1)=1:>detA*1:—1

® detA
2 1 0

detA=|6 -1 3| =-2
2 0 1
1

detA 1= —-=

© 2

305.  det (AB) = (det A) - (det B) = (det A) - [det (2A)] = (det A)(23 - det A) =

1 1
= 23. (detA? =detC = (detAP = 5 — =
2° 32
1 1
= (detA? = g = [detAl=—
(Get AP = o5 = IdetA| = =
111 1 1 111
206 222 |55 _| 1] _,
B B E At B Y PR L2
112 3 4
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ab b b 1 b b b
a ab b 1 a b b
307. = a- =
a a ab 1 a ab
a a a a 1 a a a
a-b 0 0
=a-|a-b a-b O = a(a — b)3
a-b a-b a-b
x 1 2 3 11 2 3
1 4 5
308. X x 4 5 — % X _
X X X 6 1 x X 6
X X X X 1 X X X
x—-1 2 2 1 2 2
=Xx|x-1 x-2 3 = Xx(x=-1)-11 x-2 3 =
x—1 x-2 x-3 1 x-2 x-3
Xx—4 1 1 1
= X(x—1 = _ _A)- =
=D 4 «_5 X(x —1)(x 4)‘ X_5‘
=xx—1)x—4)(x—6)=0
entao, S = {0, 1, 4, 6}.
r-1 -1 r° -1
311. =| rP-1 r*-1 r*-1|=
-1 r*-1 r°-1
1 r+1 rP4r+1
=(r—13-| r+1 P +r+1 r+1r+1) | =

P+r+1 r+0)0%+1) r*+rP+r?+r+1
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—r —r(r+1)

SO i) e 1)?

=0

pois no ultimo determinante a 22 linha € proporcional a 12.

X a a a @ X a a a
A — _
313, axaa'}:axxao 0 | _
a a x a a—x 0 X—a 0
a a a X a—x 0 0 X—a
X a a a X+3a a a a
-1 1 0 O
:(x—a)3- =(x—a)3- 0 1 0 O _
-1 0 1 0 0 01 0
-1 0 0 1 0 0 0 1
"=
=xx—a®-x+3a=0=>x=aoux=—-3a=S ={a, —3a}
X oy t
x y ab 2 a+z b+t
314. =xy-| 0 2z c+t|=
X -y c
0O O 2t
X -y -z t
=Xxy-2-2z-2t= 8xyzt
1 1 1 . 1
a, O 0
1+a, 1 : 1 0 0
a .
315. 10 1 1+a, - 1 |=[ T T l=a,-ay-..-a,
1] 1 1 148, | |0 0 &
1 1 1
seny—sen x senz-senx
316. Sen X Senx senz |= =
COS Y —COS X COS Z—COS X
COS X COSYy COS Z
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= (seny — sen x)(cos z — cos xX) — (sen z — sen x)(COSy — COS X) =
= (seny-CcoSz—senz-cosy) + (senx-cosy — seny - cos x) +
+ (senz-cosx — Ssenx - cosz) =

=sen(y —z) +sen(x —y) + sen(z— x).

Portanto, a igualdade é verdadeira.

1 sena cos a
senb-sena cosb-cos a | _
317. 1 senb cosb |= =
n c—sen -
1 senc cos ¢ senc—sena COS C—COS a

= (senb — sen a)(cosc — cos a) — (senc — sen a)(cos b — cos a) =

( b-a b+a)( c+a c—a)
=|2sen——-cos—— || -2 sen——-sen—— | —
2 2 2 2

c—a c+a b+a b-a
—|2sen——-cos—— || -2 sen——-sen—— | =
2 2 2 2

=4 senb a sen
B 2

b+a c+a c+a b+a
- sen - COS —sen - COS =

2 2 2 2
_4 0 b- q c—a q b-c
= se > se > se — =
=4 -sen — sen a-¢ sen a_—b
B 2 2 2
1 cos 2a sena 1|1-2-sen’a sena
318. 1 cos2b senb |=|1[1-2-sen’b senb | =
1 cos 2c senc 1](1-2-senc senc

2'(sen2 a-— senzb) senb—sen a

2-(sen2 a—senc) senc-—sena
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sena+senb -1
=2-(sena —senb)-(sena — senc) - =
sena+senc -1

= 2 - (sen a — sen b)(sen a — sen c)(sen ¢ — sen b)

S;1 S1 Sy Sy Sy
Si1 S S S Sy
D=|S1 S2 S3 S3 Sz | =

S:L S2 83 Sn -1 Sn
111 1 1 1
Si |52 S, S, S
= Sl Sl 82 S3 83 83 =

Sl 82 S3 Sn -1 Sn
S2_51 S2_81 ' S2_81 S2_Sl
= S =
S2-S1 S3=S; v Sho1-S1 Sh_1-S
SZ - Sl S3 - Sl ' Sn -1 Sl Sn Sl
S2 - Sl 82 - Sl SQ Sl
S;-S S;-S S;-S
— Sl (82 Sl) 3 1 3 1 3 1

e, assim por diante, chegamos a:
D=3S51-(S2—S1)(S3—S2)(S4 = S3) ... (Sp—1 = S —2)(Sy = Sp—1) =
=1-2-3-4-...-(n—1)-n=nl
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323.

3265.

327.

328.

Px) = (1 —x)(2 —x)(3—x)(2—-1)(3 —1)3 —2)seanulaparax=1
oux=2oux= 3.

(log 70 — log 7)(log 700 — log 7)log 7000 — log 7)(log 700 —
— log 70) - (log 7000 — log 70)(log 7000 — log 700) =

— 10g70 . 10g 790 . 0g7000 | 700 | 7000 | 7000 _
7 7 7 70 70 700

= log 10 - log 100 - log 1000 - log 10 - log 100 - log 10 =
=1-2-3-1-2-1=12

2-1Dxx—-—1D(5-"1)x—2)(-5—-2)(-5—-x)=0<
SX—1)XxX—2)(-5—x)=0=(x=1oux=20ux= —DbH)
S={-5,1,2}

a; a An_2 @h_1 9y
bl b2 : bn -2 bn -1 0
M= c, Cy Cho O O
r O 0 0 0

a; ap ah-1 @9
b, b, b, O
det M :(_1)n+1' ry - Cl Co 0 0
b O 0 0

Reiterando o processo até eliminarmos o Ultimo determinante (de
ordem 2), achamos: det M =

=(—1)n+1'I’1‘(—1)”‘r2'(—1)n_1'I’3...(—1)3+1'Cn_2'(—1)‘bn_1'an =
= (—1)%rfof3 ... Co 2 " by — 4 - @, - (—1)
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em que S € a soma dos termos da P.A. (n +1,n,n — 1, ..., 4) que
tem n — 2 termos; portanto:

g_(=2)n+1+4) (-2)n+5)
a 2 - 2

Como n é mdltiplo de 4, S é impar e entao:
detM = (—1)S*1-r 1,135 ... @, € positivo.

329. O caélculo do determinante de uma matriz M €é feito utilizando
operacoes de multiplicacéo e de adicao com os elementos de M.
Se os elementos de M sao inteiros, entao o resultado dessas
operacoes também € inteiro.

330. Vamos usar as propriedades dos determinantes e a relacao de
Stifel:

G

para calcular o determinante D:

p+1 | | p p+2 | | p+1 p+3 | [p+2
1 1 2 2 3 3

D= p+2 | [p+1 P+3 | [ p+2 p+4 | | p+3 _
1 1 2 2 3 3

1 2 3 3

(p+3)_(p+2} p+4 p+3 || p+5 p+4
1 1

p p+1 p+2
0 1 2
_ p+1 p+2 p+3 _
2) 0 1 2
p+2 p+3 p+4
0] 1 2
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p p+1 | p p+2 | [ p+1

0] 1 0 2 1
_ p+1 p+2 | [ p+1 P+3 | | p+2 _
(3) 0] 1 0 3 1

p+2 p+3 | | p+2 p+4 | | p+3
0 1 0 3 1

1 D p+1
2
= |1 p+1 p+2 =
() 2
1 p+2 p+3
2
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Justificativas:

(1) 42 linha — 32 linha, 32 linha — 22 linha, 22 linha — 12 linha
(2) Sstifel
(3) 32 coluna — 22 coluna, 22 coluna — 12 coluna

(4) Stifel

of3) e [2)

(6) 32 linha — 22 linha, 22 linha — 12 linha

(7) Stifel
ab c d a+b+c+d b ¢ d
331 b ¢ d a _ a+b+c+d ¢ d a _
c d ab a+b+c+d d a b
d a_b_c at+tb+c+d a b ¢
A f@'@)
1 b c d 49
=(@+b+c+d) 1cda ‘S;>=
1 d ab ‘S;D
1 a b ¢
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=(a+b+c+d)

(a-b+c-d) d-c a-d
=@+b+c+d| -(a-b+c-d) a-d b-a| =
(@a=b+c-d) b—-a c-b

1 d-c a-d
=@a+b+c+d@a—-b+c—-d| -1 a-d a-b| =

1 b—-a c-b

d-c a-d ‘S;)

=—(@a+b+c+d@—b+c—d|1 d-a a-b ‘S;Dz

1 b-a c-b

1 d-c a—d
=—(@+b+c+d(@a—-b+c—-d |0 c—-a —(b-d)| =

0O b-d c—a
— —(@+b+ct+d@-brc—d |72 “C=d}_

b-d c—-a

=—(@+b+c+d@a—-b+c—dfc—aZ+(b-d?=
=—(@+b+c+d@—-b+c—df@—c?+(b-d?]

332. Seja M = (aj)n x n UMa matriz simétrica.

Os complementos algébricos de dois elementos situados simetri-
camente em relagao a diagonal principal sao:

AU = (_1)| K D'J e AU = (_1)J+I . DJI
Como Dy = Dy, por se tratarem de determinantes de matrizes
transpostas, entao A; = A;.
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333. Chamemos de a; o primeiro termo e de q; a razéo da P.G. colocada
na linha i da matriz M. Temos:

2 n-1
a, a0y a.97 ... a19¢
2 n-1
dy axp ax)gy ... axgp
M= 2 n-1
dz ax(z asdsz ... as(ds
2 n-1
a, a4, a,ga; ... aan
2 n-1
1 a9, o a;
2 n-1
1 a9, o ds

det M = (aia,a3 ... ap)

= (818283 ... @y)(G2 — G1)(d3 — 1) -+ (On = Gn - 1)

entao:
detM = 0 & (3i,j | g = q).

122 22 2
22 2 22 2 _i_i_z_z _3
2 2322 2 y 2 0 o 5
334. 22 2 4 2 2=l 5 5 5 1 5 |
2 22 25 2 ,
D 5 2 o o ) 2 2 2 -2 n—4

1 2 2 -2 -2
100 - 0
1 -1 2 -2 -2 )
1 2 0 -2 -2
=2 =200 3 =
1 2 2 1 2
000 - n-2
1 2 2 -2 n-4
= —2(n — 2)!
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335. Temos que provar a identidade:
A B C
(b—c)~cotg§ +(c—a)~cotg§ +(a—b)-cotg§ = 0.

Consideremos a circunferéncia inscrita no triangulo ABC (figura a
seguir). Seu centro | € o ponto de interse¢ao das bissetrizes internas,
entao:

a= +z—r~(cotg§+cotg9)
TyTe= 2 2
A C

b=x+z=r-| cotg—+ cotg —
(cote +oote)

c—x+y—r-(cotgé+cotgg)
2 2
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Calculando cada cotangente nesse sistema, vem:

A (a+b+c)-2a p-a

p—b p-c
cotg— =
g2 2r

COth—— cotgg——
’ 2 2

emquea+ b +c=2p.

Temos, entao:
A B C
(b—c)-cotga +(c—a)-cotg§+(a—b)-cothZ

1
=, lb=c)p—a)+(c—a)p—Db)+(@-Db)p—c)=

=%[p(b—c+c—a+a—b)+a(c—b)+b(a—c)+c(b—a)]=0

336. 6 - (6 determinantes de 52 ordem) =
= 6 - 5 - (5 determinantes de 42 ordem) =

=6-5"-4- (4 determinantes de 32 ordem) =
=6-5-4-3-(3determinantes de 22 ordem) =
=6-5-4-3-(2termos) = 6! = 720 termos
m! m!
m=-2)!  (m-1)!
| —
337. m: m 6= 10m =
2I(m-2)!
!
mm-1) —_ o
(m-1)!
mm-1) m 1
m(m-—1)
=732 m 6| =-10m=
m(m-1) m O
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1 1 11
= m?(m-1) % 1 6|=-10m=mm-1)|2 2 |=-10 =
1|1 0 o -
m=>5
= m(T—z_l):—:LO:mz—m—20:0=> ou
m = -4 (rejeitado)
338. Seja M uma matriz antissimétrica de ordem 2n — 1 (impar). Por ser
antissimétrica, M = —ML.,
Entao:
det M = det (—MY) = (=1)>" ~1 . det Mt = —det M' = —det M
e dai
2-detM =0
portanto:
detM = 0.

:\=N[[Ke}Y/B — Sistemas lineares

357. Admitindoque —3t—1#0,z—2t#0,t —y# 0e 2z —y # 0, temos:

X+2y =1=>x+2y+3t=-1

-3t-1

2X_y=1:>2x—y—z+2t=0

z-2t

Xt_2Z:2=>x+2y—2z—2t=O
-y
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3t_1:2:>2y—4z+3t:1
22—y
X+2y+ 3t=-1 1 2 0 3
2x— y— z+2t= 0 1 -
y —~D= 2 -1 -1 2 —124 e
X+2y—-2z-2t= 0 1 2 -2 -2
2y —4z+3t= 1 0 2 -4 3
1 -1 0 3
_ D. _— _
D, = 2 0 -1 2 36yt 36:_9
1 0 -2 -2 D 124 31
0O 1 -4 3
1 1 1
358. Fazendo — =x', — =y'e — = 7', temos:
X y z
2x'- y'-z'=-1 2 1 -1
X+ y'+z'= 0=D=|1 1 1|=9
x'-2y'+z'= 4 3 2 1
-1 -1 -1
D, - -1
DX'= 0 1 1 =—3:>X'=FX=E3=?:>X=—3
4 -2 1
2 -1 -1
-14
Dy=[1 0 1|=t4my=2r-"H_,_ 9
9 14
3 4 1
2 14 D, 17 9
D,=|{1 1 0|=17T=7=t="=27=—
D 9 17
3 -2 4
s—{= -2 2.
14" 17
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seéna —CO0sa
cosa sena

360. D= = sen?a + cos?a = 1

—c0s2a -—-cosa
= = —sena-cos2a+sen2a-cosa=

sen2a sena

=sen(2a —a) = sena

sena —cos?2a
cos a sen2a

=sena-sen2a+ cosa-cos22a=

= cos (2a —a) =cos a

. D
Assim: x:Ex:x:sena

D,
=—=y=cosa
y D y

= S={(sena,cosa)}

361. p=|2"1 Pl_pa—y
a+1l 2b
— 1 b = P X = 3
D= 5 2b‘_ B=x=7= 3-at=a=0
x=1
a-1 1 D, 2(2a-3)
D, = =22a-3)=>y=—"=Y=
Y la+1 5‘ ( )=y D b(a—3) B
=1
y=2
=0
362. D= 11 = -3
2 -1
b= | 2877 1| _, gy, 260
32 -1 -
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Comox>0ez>0,vem:0<z<60 (1)

1 28-z
2 32

2z-24 3y-24
= z=

=27—-24=y=
-3 -2

3y -24

De (1) e (2),vem: 0 < <B60=>0<y<8 (3

Mas2x —y=32=y =2x — 32 (4)
De (3)e (4),vem: 0 <2x — 32 < 8= 16 <x <20
Entdo, as condi¢Oes sao: 16 <x < 20,0<y<8e 0<z<60.

x+ y= 3GDED x+y= 3
367. 3x-2y=-1 4—) )(:) -5y =-10
2x -3y =-4 -5y =-10
Somamos e substituimos a 22 equacao multiplicada por —2 com
a 32 equacao multiplicada por 3. Do mesmo modo, somamos e
substituimos a 32 equacao multiplicada por 3 com a 22 equagao
multiplicada por —2.

A 22 e a 32 linhas do sistema sao a mesma equacao e, entao,
podemos suprimir uma delas:

X+y=3
By=10=y=2 e, portanto,x =3 —y=x=1

S = {(1, 2)}, sistema possivel determinado.

X+ y-—-2z =1 Qj))(a -X+y—2z =1
368. b) 12x— Y +3t=2)® = y—4z+3t:43®@
X=2y+ z-2t=0 -y— z-2t =1
X+ y— 2z =1 (1)
= y— 4z+3t=4 (2)
-5z—- t=5 (3)

Em (3), fazendoz = a,vem: =50 +t=5=t =5 + 50.
Em (2), substituindo z e t, temos:
y—4o0+ 35 +ba)=4=y=-11 —1la
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375.

Em (1), substituindo y e z, temos:
X+ (-11 —11l0o) — 200 =1=>x = —-12 — 130
O sistema € possivel e indeterminado:

S ={—-12 — 130, —11 — 110, 0, 5 + ba), o € R}.

[ x+3y+27= 2%@@
c) 3x+by+4z= 4 )@(:)
15X+ 3y +4z=-10
%+ 3y+2z= -2
oy —4y-2z= -2 % =
| —12y -6z =-20 ©

X+ 3y+2z= 2

Sy —4y-2z=-2
0+0 =-14 (falso)

O sistema é impossivel. Entdo, S = .
(2a-17x + (4a” - 1)y = (2a+1)? (se2+3)
® —
(48 —1)x + (2a+ 1)y = (4a> - 1)
1
(23‘1)2”(482—1)y=(2a+1)2 (a¢06a¢—5)

(-8a)(2a+1)
2a-1

- (2a+1)(-2a)y =

Portanto, se a # E a+0ea+# —%, 0 sistema é possivel e

determinado.
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Analisando as outras possibilidades, temos:

1 . .. . L ~
1) Sea = 5 0 sistema € impossivel, porque na primeira equagao

teremos Ox + Oy = 4, que é falso.

x—y=1 x—y=1 i i
2) Sea=0= y N y §S|stema.posswel e
—x+y=-1 x—y=1 indeterminado)
1 4x=0 . . . )
3) Sea=-—=—= (sistema possivel e indeterminado)
2 Ox=0

a’x+y=a (1-a%)y=a(l-a?)

X+y=aG-ad X+y=a
376. { Y 4.)@@{ Y

1) Sel1 — a2 = 0 = a = #1, entdo Oy = 0, sistema possivel e
indeterminado.

2) Sea#1lea+# —1,y=aex=0,sistema possivel e determinado.

3) Nao ha valores para a que tornem o sistema impossivel.

377 {mx+y:1—m {x+my:0 (&) {x+my:0
: & J@ &

X+my=0 mx+y=1-m A-m?)y=1-m

Sel—m2+#0,0useja,m# 1lem+# —1, entdo o sistema € possivel

e determinado e S={(— m , 1 )}
m+1 m+1

x+y=0 |
, entdo o sistema é possivel e
Oy =0 P

indeterminado e S = {(—a, o), o € R}.

Sem = 1, o sistema fica {

x—y=0
Sem = —1, o sistema fica {Oy _ 5 , entao o sistema € impossivel

eS=03.
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X+2y=1G&d X+2y=1
378. {3x+ay:b<)®@ {(8—6))’:('0—3)

1) Sea—-6=0eb—-3=0,istoé,sea=6eb=0,0y=0=

= sistema possivel e indeterminado.
2) Sea=6¢eb # 3,temos Oy = b — 3, sistema impossivel.

3) Sea # 6, Vb € R, sistema possivel e determinado.

S S
2ax+3y =1 (83—4a)yy=1-2ab

379, {x+2y=b @ {x+2y=b

X+2y=Db
(4a-3)y=2ab-1

1) Se4a—3=0e2ab—1=O,istoé,sea=%ebz —=§,

sistema possivel e indeterminado.

Fazendoy = «, entdo x = 2 _ 200= S = {(%—2&,&)}.
3

3
2) Se a# 2 Vb € R, sistema possivel e determinado.

Entdo,y =

2ab-1 2-3b (2—3b 2ab—1)
=>X = =5S=J— — ;.
4a-3 4a-3 {4a—3 4a-3

2
3) Se a =% eb=# 3 sistema impossivel.
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_— {x+my—(m+1)z:1 @@@{x+my—(m+1)z=1

mx+4y+(m-1)z=3 (A4-m?)y+(m?+2m-1)z=3-m

Como o nimero de equagdes € menor que o nimero de incégnitas, o
sistema é possivel e indeterminado, Vm, m € R (sistema compativel).

x+y=2 &Cm~ &D X+y=2
381. nm+y:1<%~)® O o l-m+1)y=-2m+1
X—y=m -2y =-2+m

Na 32 equacado,se m = 0,vemy = 1
~ X+y=2 . . .
Entao, temos 1 = x =1, sistema possivel e determinado e
y =

S ={(1, 1)}
Na 22 Equacao,se —m + 1 = 0, isto €, se m = 1, temos

X+y=2 = X= g = sistema possivel e determinado

—2y:—2+1:>y:1

2
eS = (EE) .
22

Sem # 0em # 1, o sistema é indeterminado.

ax+hby=c ax+hby=c
382. o<
px+aqy=d (~bp+aq)y =—cp+ad=0
O sistema € indeterminado se —bp + ag = 0e —cp + ad = 0.
—bp+aq=0

Entao, vem ad
—-cp+ad=0=p=—
c

o ad ~ bd
Substituindo p = ? na 12 equacao, vem: = F
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383.

384.

394.

Resolvendo o sistema
X—y=m
X+y=2

m+2 2-m
encontramos X = =

> ey 5 que, substituidos na equacao

mx + y = 2, conduzem & equacdo m2 + m = 0, que € satisfeita se
m e {1, —2}.

Conclusao:
. p . 3 1
m = 1 sistema possivel e determinado, com X = 2 ey= >
m = —2 = sistema possivel e determinado,comx =0ey =2

m # 1 em # —2 = sistema impossivel

6x+ay =12
6x+ay =12 ,)CB‘:’ o
4x+4y=b 4—? y=b-8

2a
O sistema sera e indeterminado somente se 4 — 3 =0eb—-8=0,
ou seja,sea=6eb = 8.

mx -—-y+mz=m
2x +mz=3=D=m?(1-m)
mx + my =2
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m =0
1) SeD# 0= e (sistema possivel e determinado)
m=#=1
m -1 m
m-—2
D,=13 0 m =—m(m—1)(m—2):x=T
2 0
m m m 4
D,=|2 3 m =m(m—4)(m—1)=>y=%
2 0
m -1 m 4
D,= |2 o 3 :—(m—1)(m+4)=>z:mr:2
2
{(m—Q 4-m m+4)}
S - y y 2
m m m
[Ox — y +0z=0
2) Sem =0 = 12X + 0z =3 = sistema impossivel

10x + Oy =2

[ x—-y+z=1 X— y+z=1
Do,

3) Sem=1= {2X +z=3 y-z=1<
| x+y =2 2y-z=1
X=y+z=1 @z=-g o+1 - 3-a
Yy = e, entao, x =
2y-z=1 2

sistema possivel indeterminado = S = {(3;_& OL; 1, oc), aE [R}
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D=0 -1 m|=m@m-1)m-1)=x="mCm-1
m “m 1 m+1
1 m m
m
Dy=|1 0 m| =mm-1)=y= 1
1 m 1 m-+
1 m m )
D,=|1 -1 0| =-2m2=z= 2m2
1 -m m 1-m

_J(m@m-1) m 2m?
m+1 " m+1 1-m? [’
2) Se D = 0, suponhamos m = 1:

X+y+z=1 X+ y+z= 1
Xx—y+z=0%1e =2y =15 _ istema indeterminado

X—y+z=1 -2y =0
3) SeD =0,sejam= —1:
X—-y—-z=-1 X—y—- z=-1
X—y—-z= 0% |[:0x + Oy + 0z= 1 (falso) = sistema
X+y+z=-1 2y +2z= 0 indeterminado
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x+3y+2z=0§> X+ 3y + 2z=0
397. 2x+bBy+az=0 o - y+(@-4)z= S@ o
3X+7y+ z=0 -2y — 52=0

x+3y+ 2z=0
&< —y+(@a—4)z=0 entao, sistema possivel indeterminado <
(-2a+3)z=0

(:)—2a+3=0:>a=§

0O 4 3
398. D=| 4 0 -2|=0
-3 2 O

Escalonando o sistema, temos:

4x -2z=2 .

4y + 3z=1
3x+ 2y =3-k <0

[4x — 2y =2
~ -4y +3z=1 @) ~
2 2
(4x — 2y =2
~ -4y+3z=1
0z=5-k

Conclusao: Temos sistema possivel indeterminado somente se
5 — k=0, ou seja, se k = 5.
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2x+ By-3z=1 @ 2x + By — 3z=1
399. a){4x+10y+2z=5 @ CIEN 8z=3
6x+1b5y—- z=Kk 8z=k-3
O sistema tem solucao (€ possivel) se k — 3 = 3, ou seja, k = 6.
b) Resolvendo o sistema, vem:
2x + by -3z=1

82:3=>z:§
8

Fazendo y = a, na 12 equacao, temos:

ox + 6 g _ 4 _ 17 — 400
X o s = =X = 716
S: (w, (x' g)' vd, aER
16 8
1 m m-1
401. D=|m-1 1 m =2m3 — 6m2 + 6m =
m m-1 1

=2m(m?2 — 3m + 3)

D =0 m = 0, considerando que m2 — 3m + 3> 0, Vm, m € R.
Portanto, Vm, m € R*, D # O e o sistema é determinado.

402. D=| 3 -1 1| = -10m + 6

D # O (sistema determinado) & m # =

w

Entdo, serd indeterminado se m = 2.
5
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x+2y—§z:—1
5 ® @@
3x—- y+ z=4

2Xx+4y—- 2z= k

3
X+2y——z=-1
y 5

= —7y+£z=7 % A
° ®

8y—£z=k—2
5

3
X+2y——z=-1
d 5

= 2
-y+—z=1
y 5
0z=k+6
O sistema sera indeterminadose k + 6 = 0 = k = —6.

Entao, m = § ek = —6.
5

2 -1 3
403. D=|-1 2 -a| =(a+ 6)a—23)
a -a 6

1) sistema possivel e determinado D #0=a+# —6ea #3
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2) Sea = —6:

2X— y+3z=-6 X—2y—-6z=-b 9
—X+2y+6z= b o{2x—- y+3z=-6 ® ® e
—-6x+6y+6z= 2 3x—-3y—-3z=-1

X=2y—- 6z=-b

= 3y+15z=2b-6 7 = sistema possivel e indeterminado <
3y+15z=3b-1

& 2b-6=3b-1=b=-5

E, entao, sistema impossivel sea = —6e b # —b.

3) Sea=3:

2x— y+3z=3 x—2y+32:—b<§D
—X+2y—-3z=b & <2x—- y+3z=3 ® RPN

3x—3y+6z=2 3x—-3y+6z=2

x—2y—3z=-b
1= 3y—-3z=2b+3 7 = sistema possivel e indeterminado <
3y—-3z2=3b+2

& 2b+3=3b+2=b=1

E, entao, sistema impossivel sea =3 eb # 1.

1 2 -3
404. D=2 6 -11(=10#0
1 2 7

Entao, o sistema é possivel e determinado, quaisquer que sejam a,
b e c reais.
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(=4

‘2—% 3

— -4 -5=A-5L+1)=0=
3 2-1

= M =bek, = —1¢e,portanto, Ay + A, = 4.

X + 5By = AXx (1—k)x+5y=0(x¢1)
& &
2X—y = Ay 2x—(1+A)y=0 ®

(1-A)x+5y=0
SIA2-11 = sistema possivel e indeterminado <
1-% °

o M2 -11=0=A=+J11

N m # 3, sistema determinado
6 —2m =0=m = 3 g, entao, . ) .
m = 3, sistema indeterminado

1 1 1
b) | m 3 5/ =@3-m)(5—-m)5—3)=2(m— 3)(m — 5)
m> 9 25

Sem # 3 em # 5, sistema determinado.

Sem = 3 em = 5, sistema indeterminado.
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416.

417.

kx+ ky+ z=0
X+ ky+ kz=0
kx+ y+kz=0

k 1
D=|1 k k| =2k3—-3k2+1=(K-1)(k—1)2k+ 1)
k 1 k

1
Portanto, parak # 1 e k # X sistema determinado e para k = 1

1
ouk = —5 , sistema indeterminado.
1 1 1
D=4 -2m 3| =8m2+ 20m + 12
2 6 —-4m

3
D:O=>8m2+20m+1220=>m=—1oum:—5

3
1) Sem # —1 em # ——, sistema determinado.

2
2) Sem = —1.:
X+ y+ z=0 X+ y+z=0
4x+2y+ 3z=0 ® @i 2y+z=0 (2= y:—%

2x+ 6y+ 4z=0 2y+z=0

- o

e, entdo, x = ——.

2

o o
Portanto, S :{(‘57 5 OCJ,OLER}_
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3) Sem=_3:
2
X+ y+ z=0 X+ y+ z=O
Ax+3y+32=0 < {4x+3y+32=0 ® /O o
2x+6y+6z=0 x+3y+3z=0
X+y+z=0
9 -y-2z=0
(z=a)
2y+2z=0 = y=-0o

e,entao,x =0
Portanto, S = {(0, —a, o), o0 € R}.

kx+2y+ z=0
419. —2kx— y+3z=0
2x—3y—-2z=0
K 2 1 14
D=| -2k -1 3 :9k+14=>9k+1420:k=—3
2 -3 =2

—%x+2y+ z=0

o 2x— 3y- 22:09
?x— y+3z=0 < {-14x+18y+ 9z=0 © OREPEN

28x— 9y +27z=0

2x-3y-2z=0
2x—3y—-2z=0
&1 -3y-5z=0 I y:—%x
3y+5z=0
~ 3o
e, entao, x = ——.
2
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423.

428.

-m+1)3%®  (m-12? (-m-1) 1
o -m+2?°  (-m-2° (-m-2) 1
|l m+1? (m+1)2 (m+1) 1
m?2+1)°  m?+1)°  (Mm%+1) 1
Considerando que —(m + 1)3 = (—-m —1)3e —(—m — 2)3,entdo D é
determinante de Vandermonde.
D=[(—m—-2)—(—m—-D)]-[(m+1)—(—m—=D)]-[(Mm+1)—(—m—
=2)]-[(M?+1)— (—m—1)]-[(M? + 1) — (—m — 2)] - [(M? + 1) — (m +
+9)]=>D=[-1]-[2m +2]-[2m + 3] -[Mm2+m + 2] - [m2 + m +

+ 3]+ [m? — m]

(om+2=0=m=-1
ou

D=0 ¢ 2m+3=0:>m=—§

ou

Im*-m=0=m=0oum=1
porquem2+m+2>0,VmeRem?2+m+3>0,VmeER.

Portanto, mE{—g, -1, O, 1}.

(sen o—1) 2 —-sen o
D= 0 3 sen o 4 =0
3 7 sen o 6

D=sen?20 —10sena —24 =0

Entdao, sen oo = 12 ou sen o = —2.

Ambas as solugoes rejeitadas porque —1 < sen o < 1 e, portanto,
nao existem valores o que satisfacam a condicao do problema.
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1 0 0 0 1 0 0 0
430 b) A 0 1 0 0 A' 0 1 0 0
O PAT 4 0 o ©="=1lo 0o o o|~
0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 0
A 0 1 0 0
% ~lo o o 1
0 0 0 0
caracteristica = 3
2 3 -1 0 2 3 -1 O
431. A=|2 4 0 1I=A' =12 4 0 1
4 7 -1 1 0O O 0 0

A caracteristica € 2, porque a 32 linha é igual a soma das duas
primeiras.

B
Q
H
é<:>

433, a) A= a 1 a ©5
a 1 a2
1 1 a 1
=A'=(0 (a—-1) —(a—-1) (@a-1)
0 —-(@a-1) —-(@a+1)(@-1) a(@-1)
Sea#1,p=3
1 1 1 1
Sea=1,A'"=|0 0 0] Olep=1
0 0 0 0
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1 2 4 8
|1 3 9 27 ®
) =
1 a a® a°
1 4 8
= 1 5 19

Sea#2,p=23.

Sea=2,p=2.
Ou, ainda:
1 2 4 8
1 5 19 §D:>
a-2 a’-4 a-8 &)
1 2 4 8
= 1 5 19

Sea# 3,p=23.

Sea=3,p=2.
Se a2 e a#3, p=3.
Em sintese:
Se a=2 ou a=3, p=2.
2 1 11 4 1 1 2 3
438 a) [1 2 1 1|~|1 2 1 1|~
1 1 2+ 3 2 -1 1 4

H

N

&)
o r
B
[
TN
|
N W

1 .
~lo 1 -1 -2~
0

|
w
|
w
|
N
o
o
|
(9}
|
(0]

p(A) = p(B) = 3 = n = sistema possivel e determinado
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Portanto:

—6z=-8=z= f
3

2
y—z=—2:>y=—§

X+y+2z=3=x=1

o2 2

4 -1 1 i0 4 -1 1 0
2 1 1 1(~]0 1 30 1|~
5 4 2 i1 0o -1 3 1
1 -1 1 : 0
~lo 14 3 i1
0 0O 0 {0

p(A) = p(B) = 2 < 3 = sistema possivel e indeterminado
Fazendo z = o, vem:

-y+300=0=y=3a—-1
—X—y+z=0=x=1-2a
S={1- 20,30 -1, a),cc R}

p(A) = p(B) = 2 < 4 = sistema possivel e indeterminado

1 1 2 1 11 2
1 -1 i+ 1|~|0 -2 -1
1 1 -1 0 0 -3

p(A) # p(B) = sistema impossivel
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1 -2 1165 1 -2 1 5
c)|3 -1 -2 : 3[~]|0 5 -5 i-12
1 -1 -1 :0 0 1 -2 i -5

2 - -1 2 1 2 3 ' 6

d) |1 3 2 14|~ 3 -2 4|~
1 2 -3 6 2 -1 -1 12
2 -3 6 1 2 -3 : 6
5 -5 1 10

5 5 i-10] [0 0o o0} 0
p(A)= p(B) = 2 < n = sistema possivel e indeterminado

1 1 1141

e l-1 -1 -1 i-1|~l2 1 2 1|~
: 3 2 312

101 1 f1] 1 1 11

~lo -1 o0 i-|l~lo -1 0 i-

0o -1 0 -1/ o o oi o0

1 -1 -1 2 1 1 1
|3 -3 2! 1|~l2 -4 1 1i-3|~
2 -4 1 -3 3 -3 2

1 1 1 17 [1 1 1 1
440 B=|1 a? 1 a’ |~ a’-1 0 a’-1
2 2  (3-a) b2 | | 0 1-a b%-2
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a)Paraa # 1,temos p(A) = p(B) = 3 e sistema possivel e determinado.

byParaa =1eb # 2 eb # —/2, temos p(A) = p(B) = 2 e
sistema possivel e indeterminado, com indeterminacao simples.

c)Paraa=1eb = /2 , temos p(A) = p(B) = 1 e sistema possivel
e indeterminado, com dupla indeterminacao.

1 | 1 1 1
442 D— b+c+d a+c+d a+b+d a+b+c _
: " | bc+bd+cd| ac+ad+cd ab+ad+bd ab+ac+bc |
bcd acd abd abc
a-b a-c¢ a—d
|l (@-b)c+d) (@a—-c)b+d) (a—d)b+c)
(a—Db)cd (a—c)bd (a—d)bc
1|1 1
=(@—b)(a—c)a—d)-| c+d|b+d b+c | =
cd bd bc
—@-bla-o@a-d-| " ° P
(b—c)d (b—d)c
=(a —b)a —c)a —d)b —c)(b — d)c — d)
1 1 0 1
D b+c+d a+c+d 0 a+b+c _
3 bc+bd+cd ac+ad+cd O ab+ac-+bc
bcd acd B abc
1 | 1 1
= -B b+c+d a+c+d atb+c =
bc+bd+cd|ac+ad+cd ab+ac+bc

a—-b a—d

(a—b)c+d) (@a—djb+c) | —B(a — b)(@ — d)(b — d)
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D, -B
X3 = — =
D (a-c)b-c)c—d)
443. O segundo sistema deve ter uma unica solugcao (x = 1 ey = 1).

Notemos que (1, 1) € solugao do segundo sistema, qualquer que
seja a. Para que nao exista outra solucao, a condicao €

a

D=1, 4

# 0, ou seja, a # 1.

2X+Y+Z=23 X + y+z:3

444, T =3 0 2y + 2= 9
53+X =52 X _Z=_3
1 1 13 1 1 1! 3 1 1 1} 3
1 2 1:9|~|0 -3 0:6|~|1 -3 0 6
1 0 -1i-3 0 -1 -2:i-6 0 0 -2i-8

Entdo: -2z = -8=2z=4
—3y=6=y=-2
x+ty+z=3=x=1

S ={(1, -2, 4)}.
1 |—cosC —cosB
445, D=| —cosC 1 —CosA | =
—cosB | —cosA 1
B 1-cos?C —cosA—cosB-cosC |
—cosA—-cosB-cosC 1-cos’B

= (1 — cos2 C)(1 — cos?2 B) — (cos A + cos B - cos C)2 =

=1 —c0s?B —cos?2C —cos?A—2-cosA-cosB-cosC=0
pois para angulos de um triangulo vale a relagao
cos2 A + cos?2B + cos2C =1 —2-cosA-cos B - cos C (conforme
se prova no volume 3 desta colecao).
Sendo D = O, o sistema linear homogéneo dado € indeterminado.
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Fazendo z = «, temos:

x—y-cos C=0-cos B
—-x-cos C+y=o-cos A

em que:

1 —cosC
—cosC 1

Dz‘ =1 —cos?2C =sen?C

-cosB —cosC
D, = o« = o - (cos B + cos A - cos C)
o - COSA 1

1 . B
D, = 0 - Ccos = o - (cos A + cos B - cos C)
—cosC o -cosA

e dai:
_ D, «afcos B+cos A-cos C)
X= —=
D sen®C
_ D, «afcos A+cos B-cos C)
y——:
D sen®C
X+y+z=1
446. X=y+z=0
Bx—-y+z=0
1 1 1:1 1 1 1% 1 1 1 1! 1
1 -11:0|-f0 -2 0;/-1|~-|0 -2 0:-1
5 -1 1:0 0 6 -4:-5 0 0 -4:-2
Entao: —4z = —2=z=
2
—2y=—1:>—y=£
2

x=1-y—-z=x=0

Entdo, S = &, porque logs x deve ter x > 0.
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447. Vamos atribuir a variavel a trés valores distintos: a4, a, € a3
Xx+a,y=1-a:
X+ayy =1-aj3
Xx+agy =1-a3
Tomando duas a duas, temos:

1 a, i1
1 a,il

(1-a) | | 1 a i(1-a)

(1-a3) 0 a,-a, | a—a2

1 a,i(1-a%)
1o 1581_82 =
=S ={((1 + aiaz); —(ay + az))}

1 alé(l—af) { 1 alé (1-a3) }:

1 asi (1-a3) 0 1 —(a, +a,)
=5 ={((1 + aa3); —(a; + a3))}

1 (-a) {1 oi (1-a) }:

1 asi (1-a3) 0 1 —(a, —a,)

=S ={((1 + ayaz); —(a, + a3))}

Verifica-se que as retas encontram-se duas a duas.
Tomando as trés retas:

1 a, il-a; 1 a, (1-a))
1 ayil-a; |~| 0 (@,-a,)i(af-a3) |~
1 a;il-a3 0 (az—a,) (a3 -a3)
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1 a,) 1-a° 1 a,: 1-a]
~1 0 1i-(a,+a,) || 0 1i-(a,-a,)
0 1 —(a, +as) 0 \ a,-a,

em que se verifica que p(A) # p(B), o que significa que o sistema
€ impossivel, ou seja, as trés retas nao tém um ponto em comum.

448. Chamemos de oy, 0, 03, ..., O, + 1 0S vValores de x que anulam P(x).
Calculemos os coeficientes ag, a4, ay, ..., a, de P(x). Temos:

n n-1 —
oa, + o, a;+ ...+ oya,_, +a,=0
n-1 -
aa, + o, a;+ ..+ o,a,_, +a,=0
0za, + o3 "a; + ..+ oga,_, +a,=0

O determinante D desse sistema é um determinante de Vandermonde
cujos elementos caracteristicos sao oy, 0, 03, ..., 0y 4+ 1, €NtE0:

D = (0o — ag)(oz — 0q)(0g — Og) ... (0 — Oy — 1)

D # O (pois o; # oy, V,;V)).

Logo, o sistema s6 admite a solugao trivial ag = a; = a, = ... =
= a, _4¢ = a, = 0; portanto, P(x) = O.

449.  Fazendo P(x) = ax* + bx3 + cx? + dx + e, temos:
PL—-x)=a(@l—x*+b(1—-x2+c(l—x2+d1l—-—x)+e=
=ax*— (4a+ b)x3+ (6a + 3b + c)x2 — (4a + 3b + 2x + d)x +
+(@+b+c+d+e).

Impondo P(x) = P(1 — x), vem:

4a+ b =—b 4a+2b :O}equivalentes
6a+3b+ c =c 6a+3b =0
4a+3b+2c+d =—d 4a+3b+2c+2d=0
a+ b+ c+d+e=e a+ b+ ¢c+ d=0
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a+ b+ ¢+ d=0 |a+b+ ¢c+ d=0
~<4a+3b+2c+2d=0 ~ b+2c+2d=0 ~
4a+2b=0 2b+4c+4d=0

at+tb+ c+ d=0
b+2c+2d=0

E daitemosa =c¢ + d, b = —(2¢c + 2d), sendo c, d, e quaisquer.
Entdo: P(x) = (¢ + d)x* — (2¢c + 2d)x3 + cx2 + dx + e

Fazendo ¢ + d = a, temos:
P(x) = ax* — 2ax3 + cx2 + (a — c)x + e.

450. O sistema admite a solugao trivial se, e somente se, o determinante
dos coeficientes for diferente de zero.

k1+k2 k2_k3 kl_k3
Ki =Ko k3y—Ky, Ky+ky

Ki+ko Ky +ks Ky +Ksz | < (12 linha + 22 linha + 32 linha)
D= 0 kg 2ky | < (22 linha + 32 linha)
2k, 0 2k, < (12 linha + 32 linha)

Ki +Ky Ky +kg Ky +Ks
D = 4kgks 0 1 1
1 0 1

D:8k1k2k3
Entdo, D # 0 @ k; # 0, k, # 0 e kg # 0.
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