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Apresentacao

Este livro € o Complemento para o Professor do volume 10, Geo-
metria espacial (posicao e métrica), da colecao Fundamentos de
Matematica Elementar.

Cada volume desta colecao tem um complemento para o pro-
fessor, com o objetivo de apresentar a solu¢cao dos exercicios mais
complicados do livro e sugerir sua passagem aos alunos.

E nossa intencdo aperfeicoar continuamente os Complementos.
Estamos abertos as sugestoes e criticas, que nos devem ser enca-
minhadas através da Editora.

Agradecemos aos professores Arnaldo Bento Rodrigues, Carlos
N. C. de Oliveira, Luiz Belloni Jr., Roberto Périgo e Sonia Regina Ca-
vallini a colaboracao na redacao de solucoes que sao apresentadas
neste Complemento.

Os autores.
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YN S[NeR I — Introducao

1. Resolvido.
2. Infinitas.
Demonstracao

Consideremos dois pontos distintos
do espaco A e B. Esses pontos deter-
minam uma reta r. Consideremos um
ponto C do espaco, fora de r. Os pon-
tos A e C determinam uma reta s e 0s
pontos B e C determinam uma reta t.
Desse modo, podemos construir “tan-
tas retas quantas quisermos”, isto €,
construir “infinitas” retas.

3. a) A, B e C sao colineares. b
Temos 3 retas, a saber: /
AD, BD, CD, e a reta que pas- C
sa por A, B e C.

b) A, B, C e D nao sao coplanares.
Temos 6 retas, a saber:

AB, AC, AD, BC, BD e CD.

4. Temos trés possibilidades:
12) os pontos sao colineares: Aer,Ber,Cer,Der

Neste caso os pontos nao determinam plano, mas por eles passam
infinitos planos.

10 | Fundamentos de Matematica Elementar
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22) o0s pontos sao coplanares:
a=(AB,C;DE

Neste caso os pontos determinam um sé plano, que é o plano a.

32) os pontos nao sao coplanares:
=(A,B,C);D &«

Neste caso os pontos determinam quatro planos:
=(A,B,C),B=(AB,D),y=(AC,D)ed = (B, C,D).

Resolvido.

As pontas das pernas de uma mesa de 3 perhas determinam um

Unico plano, que coincide com o plano do piso.

As pontas das pernas de uma mesa de 4 pernas podem determinar

quatro planos distintos.
Resolvido.
Infinitos.

Justificativa

Dois pontos distintos determinam uma reta a qual eles pertencem e

por essa reta passam infinitos planos.

Demonstracao

r e s sao paralelas distintas
t é concorrente com r e com s

rnt={A} s Nt={B}
(r#£s,r/s)y=a=(,9S)

(
(

a (rsAEr):>AEa -
S>ABCa=tCa
a = BES):>BEOL

Fundamentos de Matematica Elementar |
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
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Resolvido.

Seja a 0 plano (r, P).

As retas distintas r e s sao paralelas.
Seja «' o plano (r, s).
(@'=(rs),PESs)=a' =(P)=a =«
Sea'=aerCa',entdaos C a.

a) F, pois eles podem ser colineares.

b) F, pois o ponto pode pertencer a reta.
c) F, pois a concorrente esta contida no plano das paralelas.

d) Vv
e)V

N V4
Resolvido.

Demonstracao (pelo método indireto)

ABCD é um paralelogramo = AB//CD=3JalABC a, CDCa=
=>AEaq BEaqa CEaq DE a(oque é absurdo, pois ABCD € um
quadrilatero reverso). Logo, ABCD nao é paralelogramo.

Demonstragao (pelo método indireto)

As diagonais AC e BD n#o sdo reversas = AC e BD sdo coplanares =
—3Jala=(AC,BD)>AE€0,BEG CEQ,DE a. (Eisso é
absurdo, pois ABCD € um quadrilatero reverso.)

Logo, as diagonais AC e BD sao reversas.

Nao sao obrigatoriamente reversas.
Podem ser paralelas, concorrentes ou reversas.

Resolvido.

[\})

V b) V

F, pois elas podem ser reversas.
V (Elas tém ou nao tém pontos comuns. Se tém, a classificacao € V.)
V

F, pois elas podem ser coincidentes.

V
F, pois elas podem ser paralelas.

F, pois elas podem ser concorrentes.

)
c)
d)
e)
f)
g)
h)
i)

10 | Fundamentos de Matematica Elementar
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

J)
k)
)

m)

F, pois elas podem ser reversas.
F, pois elas podem ser paralelas.

\%
\%

F, pois r e s podem ser paralelas.
Vv
F, pois r e s podem ser reversas.
Vv
Vv
F, pois r e s podem ser paralelas.
Vv
F, pois r e s podem ser reversas.

ZRroceTe

pois eles podem ser coincidentes.

pois a intersecao deles € uma reta.

EL )
<< <TI<m< <

Resolvido.

Existe um ponto O tal que AB N CD = {0} e assim recaimos no exer-
cicio anterior.

Resolvido.
anNP= RS
Justificativa

RernrCa=>REa
B=(,RR=Rep
Analogamente, SeanpP

}:>R€0LF‘IB

:>o¢ﬂ[3,=§§

As circunferéncias distintas C, e C,

tém um diametro comum AB.

Entao:

C,NC,=1{AB}

(a intersecao € um conjunto de 2 pontos).

Fundamentos de Matematica Elementar | 10
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26. ABN o ={0},AC Na={Ple
BC N « = {R}.

Sejap=(AB,C)ei=anp.
oeﬁ,ﬁcs:oes} .
ABNa={0}=>0€a
Analogamente,temosP €ieR € i.

Como O,P e R pertencemaieié
Unica, segue que O, P e R sao

colineares.

27. Resolvido.

28. Resolvido.

29. aNB=t,adr,BDs,r/ser#s.
Demonstracao

Basta notar quer # ser//' s
determinam um plano vy que
temos “trés planos distintos
(o, B € ), dois a dois secantes
aNpB=tanNy=rNy=s),
segundo trés retas distintas, e
duas delas sao paralelas (r e s),
entao todas as trés sao parale-
las (t/ret//s).

30. Sendo B N vy = x, temos trés planos, dois a dois secantes:
aNB=a,anNy=>bep Ny=x Surgem duas possibilidades:

12) Se a e b sao concorrentes.
Neste caso as trés retas a, b e x incidem num ponto.

22) Se a e b séo paralelas.
Neste caso a reta x € paralela a reta a e paralela a reta b.

31. Sao aplicacoes do teorema dos trés planos secantes.
a) @=BNy,b=any,c=aNpBeanc={P)=anbnc={P
by @a=BNy,b=any,c=aNnNPea/c)=(b/aeb//c)
c) @a=BNy,b=anNy,c=anp)=3PlanbnNc={P}ou
a//b,a//ceb//c)

10 | Fundamentos de Matematica Elementar
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o\ V[Xe}l — Paralelismo

32.
ABCD € um quadrilatero reverso.
M é o ponto médio de AB.
N é o ponto médio de AD.
P é 0 ponto médio de CD.
Q é o ponto médio de BC.
Vamos provar que MNPQ é um pa-
ralelogramo.
Demonstracao
No AABD:MN / BD,MN = B2
21 5 (MN/PQe NN =PQ) =
No ABCD: PQ // BD, PQ = %
= MNPQ é paralelogramo.
33.
Demonstracao
1¢ paralelogramo: MNPQ — provado no exercicio anterior.
2¢ paralelogramo: MSPR — demonstracao analoga a do 1°; basta
considerar AABC e ADBC.
3¢ paralelogramo: NSQR — demonstracao analoga a do 1°; basta
considerar AACD e ABCD.
34. MNPQ é paralelogramo = MP N NQ = {X} e X é ponto médio de MP. (1)

MSPR é paralelogramo =MPNRS = {Y} e Y € ponto médio de MP (2)
De (1) e (2) temos: X = Y.
Logo, MP N NQ N RS = {X}.

G Fundamentos de Matematica Elementar | 10
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35.
/f/b Construcao
1) Consideremos uma reta a e um
ponto P, taisquea C a e P & «.
2)aC o, P& a=P&a=
=3|b,PEbeb/a.
Prova (de que b // «)
bZa,b//a,aCa)=b/a
Observacao: O problema tem infinitas solucoes.
36.
r Construcao
1) Consideremos um ponto P tal
que P &r.
2) P€r=3s|Peses//r
3) Tomemos um ponto Q fora de s
e do plano (r, s).
4) Q e s determinam o plano «.
Prova (de que o // r)
(r#s,r/s,sCa,réoa)=alr
Observacao: O problema tem infinitas solucoes.
37. Resolvido.
38. r//o,r//B,aNPB=i=r/i

Demonstracao

Por um ponto P € i, vamos construir

P uma reta s paralela a r e vamos pro-
)/ var que s = i.
s/ (r/oa,PEa,s/nPEs)y=sCa

(r/7B,PER,s/hPES)=5sC§R
(sCao,sCB)=s=aNP=s=i
Comos//res=i,vemaqueil//r.

10 | Fundamentos de Matematica Elementar
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39.

40.

41.

42.

(@/b,a/a)=({b/aoubC a)

Demonstracao (pelo método indireto)

As retas a e b, paralelas e distintas, determinam um plano .

Se b e a forem concorrentes e sendo P tal que b N o = {P}, teremos:
PebbCp =Pep
bNa =P =P€Ea
Entao: b Ni = {P}.

Em B, teriamos a // b e b concorrente com i. Logo, a e i seriam con-
correntes, o que é absurdo, poisi C ax e a N a = J, por hipdtese.

}:Eli|aﬂ8=ieP€i

Construcao

r
Consideremos um ponto P em s.
Por P conduzimos r' paralela a r.

r' e s, concorrentes, determinam
um plano «o.

Prova (de que o // r)
r£nr/nadr)y=sal/r

Demonstracao

Consideremos um ponto P qualquer,
da reta s.

Por ele construimos aretar' //r.r' e
s concorrentes determinam um pla-
no «, que é paralelo a r (exercicio
anterior).

Por outro ponto Q qualquer, de s,
conduzimos uma reta t paralela a r.
A reta t esta em «, conforme vimos
no exercicio 37.

B

Construcao

Por P construimos uma reta r para-
lela a intersecao i.

Prova (de quer// aer//B)
rZo,r/iiCa)=r/a
(rZB,r//i,iCcB)=r/B

Fundamentos de Matematica Elementar | 10



COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

43. Resolvido.
44. 19 caso

O ponto pertence a uma das retas.
Neste caso o problema nao tem solucao.

29 caso

O ponto e uma das retas determinam um plano paralelo a outra reta.
Neste caso o problema nao tem solucao.

32 caso

a = (r, P), a nao é paralelo a s.
B = (s, P), B ndo é paralelo ar.
Neste caso o problema tem solucao.

r
Construcao

Por P conduzimos r' // r.

Por P conduzimos s' // s.

As retas r' e s' concorrentes de-
terminam um plano .

S

Prova (de que vy //rey//s)
(r/r,r' Cy,r&y)=r/y
(s'//s,8'Cvy,sCy)=>s//vy

45, Existem infinitos pontos P. Sao os pontos que com uma das retas
determinam um plano paralelo a outra.

46. Demonstracao (pelo método indireto)

Se existissem dois planos distintos, a e «', ambos paralelos a r,
passando por s, teriamos:

r//a,r//a',s=aNa =r/s,

0 que é absurdo, pois contraria a hipétese (r e s sao reversas).

47. a) F, pois a reta pode estar contida no plano.

b) V
c) V

10 | Fundamentos de Matematica Elementar a
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48.

49.

50.

51.

d)y Vv

e)V

f) F, pois a reta paralela ao plano pode ser reversa a reta do plano.
g) F, pois as retas do plano podem ser paralelas a reta dada.

h) F, pois a reta e o plano nao tém ponto comum.

i) F, pois a reta que é concorrente com o plano pode ser reversa a
retas desse plano.

D%

k) F, pois as retas distintas podem ser concorrentes ou reversas.

) vV

m) V

n) F, pois passam infinitos planos.

a) F, pois a reta pode encontrar uma e ser paralela a outra.

b) V

c) F, pois existem planos que passam por uma e sao paralelos a outra.
d) F, pois o ponto pode determinar, com uma das retas, um plano
paralelo a outra.

a#*B,a/B,aCa=al/p

Demonstragcao
aNB=P,aCa)=manNp=C=a/p

Construcao

Consideremos as retas r e s tais que:
rcaoa,sCa,rnNs={P}

Por P construimos r' //re s' // s.

As retas r' e s' concorrentes determinam um plano o'.
Prova (de que o' // «)
r#Znr/nrCaoa,ra)=r/a
(s'#s,8'/s,sCa,s'Ca)=s'//«
(rca,s'"Cao,rrns'={PLr/a,s"77a)=a//a

( # B,/ B,a N B = {0}) = a e «a sao concorrentes.

Demonstracao

Vamos analisar as posicoes relativas de a e a e chegar a tese, por
exclusao.

Fundamentos de Matematica Elementar | 10
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1°) Sea C a,como O € a,entao 0 € «.

Se 0 € a,como O € B,entdao O € a N B, 0 que € um absurdo,
pois contraria a hipétese.

Logo, a € a.

2°) Sea// a,existeumaretaa'/a,a' C a e, entao,a' / B.
(@/7p,0ep,0€a,a//a)y=aCp,

0 que é absurdo, pois contraria a hipotese.

Logo, a nao € paralela a a.

Por exclusao, a e o sao concorrentes.

52. (x# B,a//B,B Ny =1i)= aeysao secantes.
Demonstracao
v a

M Basta considerar em y uma reta a con-

corrente com .
L Como B # v, concluimos que a é con-
m corrente com 3 e, como « e B sao pa-
ralelos, entdo a é concorrente com «

num ponto O.
Entédo:0€a,aCy=0 € y.

Conclusgo: (O e vy,0€ a,a#v) =0 € a N y=«aeysao secantes.
53. Resolvido.
54.
Demonstracao

Por hipétese, AD // BC.

(/B yna=AByNp=CD=
— AB / CD

Logo, AB // CD.

(AD // BC, AB // CD) = ABCD ¢ paralelogramo => AD = BC.
55. (//B,a//B)=(@/xoua C a)

Demonstracao (pelo método indireto)

Se existe P tal que {P} = a N «, como « // B, entdo a e 3 sao concor-
rentes, o que é absurdo, pois contraria a hipétese (a // B).

10 | Fundamentos de Matematica Elementar
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56.

57.

58.

59.

Resolvido.
(«//y,B/y)=a/l/B

Demonstracao (pelo método indireto)

Se a e B tém um ponto P comum, de duas uma:
1°) a = B, e neste caso eles sao paralelos (a // B), ou

2°) a # 3, e neste caso terlamos por um ponto (P) dois planos dis-
tintos (« e B) paralelos a um terceiro plano (vy), 0 que é absurdo, pois
contraria a propriedade provada no exercicio 56.

(' /o, B/ B,anNB=i)=>@Np' =iei /i
12 parte: Vamos provar que o' N B' = i', pelo método indireto.

Negar a tese significa, nesse caso, que o' // B'.
Sea'/B'ea'//a,entao o/ B

Sea' /B 'eB'/B,entdo a /B, 0 que € um absurdo, pois contraria
a hipotese.

22 parte: Vamos provar que i' // i.

Sea'/aeaNPB=ientasoa'NPB=i",i"/I.
SeB'/Bea NB' =i, entdoa' NP =i"i"/i.

Conclusao: (i" /1i,i" /1"y =i /1"

Demonstracao

Sejam r e s duas retas reversas e a 0 plano porr,sendoa /se 3 0
plano por s, sendo 3 // .

Os planos « € B sao paralelos, pois cada um contém duas retas
concorrentes, ambas paralelas ao outro.

Se existisse um plano «', distinto de «, por r
e paralelo a B, teriamos

Fundamentos de Matematica Elementar | 10
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rcogrCa,a#Za)=aNaoa=r-r
a//BsCB=>s/a =
o'/ BsCBRB=s/a

= s //t,0 que é absurdo, pois r e s sao reversas.
Logo, por r s6 passa a paralelo a B.
Analogamente, por s s6 passa B paralelo a «.

60. 1°) Se a C «, 0 problema nao tem solucao.
2°) Sea// ae P = (a, P) é paralelo a o, 0 problema tem infinitas
solucoes em .
3%) Sea// aeP = (a P)nao é paralelo a o, 0 problema nao tem
solucao.
4¢) Se a e a sao concorrentes, acha-se a reta i, intersecao de « com
B = (a, P).
Por P, traca-se a reta x paralela a i.
A reta x € a solucao.

61. 1¢° caso: Nao existe plano paralelo as trés retas.

/ Neste caso, o problema admi-
s te uma unica solugao.
/ Basta conduzir por s um plano
t ; paralelo a t e por r um outro
P - plano paralelo a reta t. A in-
. tersecao dos dois planos € a
r reta x pedida.

2¢ caso: Existe plano paralelo as trés retas.

Neste caso, 0 problema nao tem solucéo.
Qualquer reta paralela a reta t concorrente com r estd num plano
paralelo a reta s, nao podendo ser concorrente com s.

62. Seja a N B = t. A partir dai recaimos no exercicio anterior.

63. Basta tomar um ponto P numa das retas e a solugao do problema
€ a reta x intersecao dos planos determinados por P e pelas outras
duas retas.

No 1° caso o ponto P ndo pode ser nenhum dos pontos A, B, C, D, E
ou F da figura da teoria. Sao pontos de uma das retas que com uma
delas determinam um plano paralelo a outra.
No 2¢ caso o problema sempre tem solucao.

10 | Fundamentos de Matematica Elementar
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64.

65.

66.

a)
b) V
c) V
d) F
eV
f) F
te

r ponto comum.

[0

outro.

=
<

n) VvV
o) F,

a)
b) V
c) V

F, pois a reta de um deles pode ser paralela ao outro.

, pois nao tém nenhum ponto comum.

F, pois podem ser secantes.
F, pois podem ser secantes.
F, pois podem ser secantes.
F, pois podem ser secantes.
m) F, pois as retas distintas precisam ser concorrentes.

, pois a reta pode ser paralela ao outro plano.

F, pois a reta pode ser paralela as outras duas.

., pois as retas estao em planos paralelos, ndo podendo assim

) F, pois uma reta de um deles pode ser reversa a uma reta do

d) F, pois a reta paralela a uma delas pode ser reversa as outras

duas.

O 0T
<< <mT<

)
)
)
)
e)

pois podem ser ortogonais.

f) F, podem ser perpendiculares entre si, obliquas entre si, parale-

las entre si, reversas entre si.
g) F, vide o item f.
h) V

Fundamentos de Matematica Elementar |
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=R U[KeR[IM — Perpendicularidade

67.
A ~
Demonstracao
C D
(AB L BC, BC // DE,
AB e DE reversas) =
= AB L DE
\/B E /
68. Resolvido.
69.
A
Demonstracao
1) (ABLBC,ABLCD)=
B =AB1(B,C,D)=
= AB 1 BD
C D
2) (BDLAB,BD LBC)=BD L (A, B,C)=BDLAC
70. Resolvido.
71. Basta determinar o plano que passa por uma aresta e pelo ponto
médio da oposta e recair no exercicio anterior.
Demonstracao
Seja M ponto médio de BC e
seja a = (A, M, D).
(BC LAM, BC LDM)=BC L«
(B_CJ_OL,E - ()L):)B_Clm
72. Resolvido.
10 | Fundamentos de Matematica Elementar
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73.

74.

75.

76.

717.

@lLa,ana={0,bCa 0&bcCa0ECc,bNc={R}sEa,
RLbj=blc

Demonstracao

S Seja B = (a, ©).
(@ala,bCa)=alb
(bla,bLlSR,an SR ={S}acBs,
SRCB)=blp
bLlB,bNp={RLREC,
cCpB)=>blc

O angulo é reto. Basta ver o teorema das trés perpendiculares.
@LrnanNnr={0LrLla,rNa={P,L0#P)=>a/a
Demonstracao

Seja B =
(aNpB=a,Pea',rla,rNa={P}
a'Cao,Pea)=>rla

(rda, rna={0},

rla',rna' = {P}
O#P,aCp,a'CpB)=arsa
(a/a'ya'Ca)=a/a

(s/a,t//a,s//t,als,alt)=>ala
Demonstracao

/S

Por um produto O do plano « conduzi-

\t mos s'/set'//t.
(s/s',s//a,0E€Eaq,0ES) s Ca
t/tt/a,0€Eaq, 0Et)>t Ca
(als,s/s')=adls'
(@alt,t'/t)=alt

Conclusdo: (adls',alt,s' Ca,t'Ca,s' Nt ={0}) =>ala.

a
b pois pode ser ortogonal a retas do plano.
c
d

pois as retas distintas devem ser concorrentes.

<m<m<

D
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f) F, pois as retas distintas devem ser concorrentes.
g Vv
h) F, pois a reta pode ser obliqua ao plano.
i)V
v
k) V
) F, pois a reta pode ser paralela ao plano.
m) V
n) VvV
78. Resolvido.
79. Resolvido.
80. a) (alrnBLln=a/p
lecaso:a =B eentdoa /B
2¢ caso: Para a # B, utilizaremos o método indireto de demons-
tracao.
r Se a # B € tém um ponto P comum,
vem:
f A ;\ Por P, dois planos distintos perpen-
& >~ p diculares a uma reta r, 0 que € um
L absurdo, pois contraria o fato de
B -7 que por um ponto P pode-se condu-
B ' zir um Unico plano perpendicular a
uma reta r (exercicio anterior).
b) Resolvido.
c) @/b,ala)=alb
Demonstracao
1° caso
i
Se a // b, sendo a = b, temos:
(@a=b,ala)=alb. d
29 caso Al B
Sea/beanb=(, L
temos: @ : :
ana={A} | |
bNa={B}
Consideremos em « duas retas c¢ e d concorrentes. Temos, entao:
@la,cCa,dCa)=(@Lc,ald)
(alc,adld,a/b)=({mLc,bLld)
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81.

Conclusao:

(blc,bld, cCa,dC a,cedconcorrentes) =

=bl(c,d)=b.la.
(@la,bla)=a/b

Demonstracao

lecaso:a=b=a//b

29 caso: Se a # b, precisamos provarquea Nb = Jeque ae

b sao coplanares.

12 parte

22 parte

Se a e b tém um ponto comum, veri-
fica-se um absurdo, pois contraria o
fato de que por um ponto fora de um
plano passa uma unica reta perpendi-
cular ao plano.

Logo,aNb=. (1)

Sejam:

A =anNao;{Bl=bNa;
B=(a,B)B =(b,A).

Consideremos uma reta r em «, sendo
r perpendicular a reta <A§

O plano B é perpendicular a r em A,
poisaJ_re<A_I§J_r.

O plano B' também é perpendicular a
rem A, pois b é ortogonal are AB L.

Entdo, os planos B e B' coincidem e as retas a e b sao coplanares. (2)

Conclusao: de (1) e (2) vem que a // b.

@LlablpBa/p =alb

Demonstracao

(//B,ala)=a L

(exercicio 80, parte b)

)
(@ L B,b L B)=a/b (exercicio 80, parte d)

Fundamentos de Matematica Elementar | 10



82.

83.

84.

85.

86.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

@la,blB,a/b)=al/p

Demonstragcao

(@//b,ala)=bLla«a(exercicio 80, parte c)
(b La,bLlB)=a/p (exercicio 80, parte a)

(@Da,alpB)=>BEDbbLa

a) Construcao
1) Da hip6tese podemos afirmar
que a € 3 sao secantes. Sejaia
intersecao de a e (3.
2) Em B, construimos uma reta
b perpendicular a reta i.

b) Prova (de que b 1 «)

(@lpB,bCPB)=bla

N r=>bl@i)=>bla
construcao b Li

@Caalb)=(bCB pLa)

a) Construcao
Seja P o ponto de intersecao de
b com a.
Em «, consideremos a reta i, por
P, perpendicular a reta a.
Seja B = (b, i).

b) Prova (de que B L a).
bla,bNa={P,aCao, PEa)=bla
(@lb,ali,bNni={P)=al(bi)y=alp.

Resolvido.
(e LlB,alpB)=>(@/aouaCa)

Demonstracao

De duas, uma: ou a e a tém um ponto comum ou nao tém.
Se a e a nao tém ponto comum, a // a.

Se a e a tém um ponto comum, pelo exercicio anterior, a € «.
Logo,a// aoua C a.
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87. (/B yLla)y=vLpP
Demonstracao
ylao(yDa,ala)
(a/B,ala)y=alp
(yDaalpeylp

88. @/a,plLa)=RLa
Demonstracao
(@/a)y=3b,b/a,bCa)
(@a/b,pLa)y=pBLb
(aDb,blLB)e=alp

89. Resolvido.

90. (alB,aly,i=BNy)=ali

i Demonstracdo (pelo método indireto)

uma reta (i) nao perpendicular a um
plano («), temos dois planos distintos
(B e v), ambos perpendiculares ao pla-
no «, 0 que é um absurdo, pois contra-
ria o que foi demonstrado no exercicio
anterior.

i
‘ ‘ ! Se areta i nao é perpendicular a «, por
/

91. ) F, pois dois planos secantes podem ser obliquos.

)

) F, pois existem retas de um deles paralelas ao outro.

) F, pois pela reta passam infinitos planos perpendiculares ao pla-
o dado.

) F, pois os planos podem ser paralelos entre si.

) F, pois eles podem ser perpendiculares entre si.

)
)
)
)
)
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=R VNeR\VA — Aplicacoes

92.

93.

94.

95.

96.

97.

(AB// a, A" B' = proj, AB) = AB = A" B'

Demonstracao

AA'BB' é um retangulo e AB e A'B'
sao lados opostos desse retangulo.
Logo, AB =A"'B'.

Resolvido.

a) Vv

b) F, pois pode ser um ponto.

c) F, pois pode ser um ponto.

d)y Vv

e)V

f)y Vv

g) F, pois um dos segmentos pode ser perpendicular ao plano.

h) F, pois os segmentos obliquos ao plano podem nao ser paralelos
entre si.

i) F, pois pode ser um segmento.

a) F, pois podem ser reversas.
b) V
c) Vv
d)y Vv
e)V
f) Vv
g Vv

As posicoes relativas das projecoes ortogonais, sobre um plano, de
duas retas concorrentes podem ser:

a) duas retas concorrentes, se o plano delas nao é perpendicular ao
plano de projecao;

b) duas retas coincidentes, se nenhuma delas é perpendicular ao
plano de projecao, mas o plano delas é perpendicular a esse plano;
c) uma reta e um ponto dessa reta, se uma delas é perpendicular
ao plano de projecao.

As posicoes relativas das projecoes ortogonais, sobre um plano, de
duas retas reversas podem ser:

a) duas retas concorrentes, se 0s planos projetantes sao secantes;
b) duas retas paralelas, se os planos projetantes sao paralelos;

c) uma reta e um ponto fora dela, se uma delas € perpendicular ao
plano de projecao.
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98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

Resolvido.

(r' = proj,r, ' = proj s, r' Ls',s//aous C a, rnao € perpendicular
aa)=rls

Demonstracao

(s/aous Ca,s' =proj,s)=s'/s L
(s'/s,rrLs)y=silr

Sendo i a intersecao dos planos projetantes
deredes,temos: (ila,ils',s/s')=
=sli

(sdr,sLliy=sL(i,r)=sir

rls,r= proj,r,s' = proj s, r' Ls',réobliquaaa)=(s/aous Ca)
Demonstracao

E analoga aos dois exercicios anteriores. Basta provar que
s'lL(nhr)es L(nr').

Ses' L (r,r')es L (r,r'),entdo s' // s.
s//s'=(s/aous Ca)

a) F, pois a distancia entre P e A é maior que a distancia entre P e «.
b) F, pois contraria a definicao de distancia entre um ponto e um plano.
c) F, pois a distancia é um segmento de reta cujos extremos sao o
ponto e o pé da perpendicular ao plano conduzida pelo ponto.

d)y Vv

e) F, pois contraria a definicao de distancia entre reta e plano para-
lelos.

f) F, pois contraria a definicao de distancia entre reta e plano para-
lelos.

g Vv

h) F, pois contraria a definicao de distancia entre planos paralelos.
i)V

j) F, pois contraria a definicao de distancia entre duas retas reversas.
k) F, pois a distancia entre duas retas reversas € um segmento de
reta contido na perpendicular comum e cujos extremos pertencem,
cada um deles, a uma das retas.

Resolvido.
Nao, pois 0 segmento e o plano podem ser paralelos.

Resolvido.
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105.

106.

107.

108.

109.
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Basta considerar o ponto médio M do segmento ABearetar pas-
sando por M e paralela a r.

Os planos que passam por r' sao as solugdes do problema.
O problema apresenta infinitas solugdes nos trés casos possiveis,
destacados a seguir:

1° caso: r e AB sdo concorrentes.

Infinitas solucdes: qualquer plano « que contém r' é paralelo ar e
equidistantes de A e B.

29 caso: r e AB sao paralelos.
Infinitas solugdes: qualquer plano « paralelo a r é equidistante de A e B.
32 caso: r e AB s3o reversos.

Infinitas solucdes: qualquer plano « que contém r' é paralelo a r e
equidistante de A e B.

Basta considerar o ponto médio M do segmento AB e o plano que
passa por M é perpendicular a r.

Se r L AB, o problema admite infinitas solucdes. Caso contrério, a
solucdo é Unica, quer r e AB sejam concorrentes, quer sejam para-
lelas ou reversas.

Analisando as posicoes relativas de KES e a, temos:
12 caso: AB // a ou AB C «

Neste caso, qualquer plano paralelo a o é solugdo do problema.
Temos, entao, infinitas solucoes.

22 caso: AB é concorrente com a.

Neste caso, o plano paralelo a a construido pelo ponto médio de AB
€ solucao do problema. Temos, entao, uma unica solucao.

Basta considerar M, ponto médio de AB, e por esse ponto conduzir
uma reta r, perpendicular a «. Qualquer plano que passa por r € so-
lucao do problema. O problema tem infinitas solucoes.

Sejam M, N, P os respectivos pontos médios de BC, AC e AB.
Existem quatro infinidades de planos que sao solucoes do problema.
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110.

111.

112.

1°) Os infinitos planos do feixe de planos paralelos ao plano deter-
minado pelos pontos A, B, C.

2¢) Os infinitos planos do feixe de planos que passam por WIN.

39) Os infinitos planos do feixe de planos que passam por MP.

4¢) Os infinitos planos do feixe de planos que passam por NP.

Sejam, M, N, O os respectivos pontos médios de BC, AC e AB.

Se P & (A, B, C), o problema admite quatro solugdes, a saber:

(P, M, N); (P, M, 0); (P, N, O) e o plano que passa por P e é paralelo
a (A, B, C).

Se P pertence ao plano (A, B, C) e P nao pertence a T\WN, MO e Wé,
0 problema tem solucao unica: o proprio plano (A, B, C).

Se P pertence a TVTN ou a T\/Té ou a Wé 0 problema apresenta infi-
nitas solucoes: sdo os planos que, nessas condicdes, passam por
MN ou por MO ou por NO.

Sejam os pontos M, N, P Q, R, S os respectivos pontos médios de
AB, AD, CD, BC, BD e AC. (Ver na figura um tetraedro ABCD e um
octaedro MNPQRS.)

O problema admite sete solugdes, a saber:
(M, N, S); (M, Q, R); (P, Q, S); (N, R, P)
(paralelos as faces do tetraedro ABCD)
plano (M, N, P, Q), plano (M, S, P, R), plano
(N, S, Q,R)

(planos dos paralelogramos, paralelos a
duas arestas opostas)

: 1) Por P conduzimos uma reta e perpen-
B o dicular a a.

‘ P\/90° — ¢ 2) Por e conduzimos um plano @, B qual-
( o / quer.
0‘// : AY

3) Em B, conduzimos uma reta g tal que
eg = 90° — 0.

A reta g, assim construida, passa por P e forma angulo 6 com o
plano «. O problema admite infinitas solucdes (s6 em B ha duas):
sao as geratrizes de uma superficie conica de revolugao de vértice
P, eixo e e angulo de abertura igual a 90° — 6.
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113. E analogo ao exercicio anterior, item por item.

1) Por P conduzimos uma reta e perpendi-
cular a a.

2) Por e conduzimos um plano B, B qual-
quer.

3) Em B conduzimos uma reta g, concor-
rente com e em P, tal que
eg = 90° — 0.

Conclusao:

A reta g, construida, passa por P e forma angulo 6 com o plano «a.
O problema admite infinitas solugdes (s6 em B ha duas). Sao as
geratrizes de uma superficie conica de vértice P, eixo e e angulo de
abertura 90° — 0.

114.

1) Construimos por P uma reta g
que forma angulo 6 com a (exer-
cicio anterior).

2) Construimos uma reta t em «, t
perpendicular a g.

3) O plano B pedido é o plano de-
terminado por P e t.

Obs.: O plano B € tangente a superficie conica de revolucao de gera-
triz g, vértice P e angulo de abertura 90° — 6.

115. Resolvido.

116. Resolvido.

117. S é a _superficie esférica de dia- x
metro OP.
12 parte: Seja X € S, X # 0 e X # P, TP

O plano (X, O, P) intercepta S numa
circunferéncia \ de diametro OP e
B

— 0
Dai vem que OX é perpendicular (
a PX.
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118.

119.

Consideremos um plano «, passando por OX, sendo perpendicular
ao plano (X, O, P).

O ponto X é pé de uma perpendicular (PX) conduzida por P, a um
plano () que passa por O.

22 parte: Seja Y, Y # 0 e Y # R o pé da perpendicular PY a um plano
B que passa por 0.

A reta PY é perpendicular a reta OY, pois PY é perpendicular a g em
YeO e .

Entdo, o ponto Y pertence a uma circunferéncia de diametro OPeo
ponto Y pertence a superficie esférica S.

Notemos que os pontos O e P também tém a propriedade do lugar
geomeétrico.

Conclusao: S é o lugar geométrico pedido.

P' € a projecao ortogonal de P sobre «.
\ é a circunferéncia, contida em «, de
diametro OP.

12 parte: SejaX €\, X # 0e X # P'.
XEeENX#0,X#P')= OXP' é reta =
= OX L P'X

Sendo OX 1 P X, pelo teorema das trés perpendiculares (exercicio
72), vem m que P PX 1 OX
Sendo PX 1 OX 0 ponto X tem a propriedade do lugar.

22 parte: SejaY,Y E o, Y # 0,y # P'etalqueB\?J_f”_\?

Pelo reC|proco do teorema das trés perpendiculares (exercicio 73),
vem que oV LPY.

(OY LPY,Y€E o) = OYP éreto = Y €N

Por fim notemos que os pontos O e P' também gozam da proprieda-
de do lugar geométrico.

Conclusao: \ é o lugar geométrico procurado.

Considere o plano perpendicular a r

conduzido pelo ponto P e seja O a in- X\a/\/P
tersecao dele com a reta r. :

A\ € uma circunferéncia de diametro rw
OP contida no plano considerado. 0 v B

Agora prove que todo ponto de \ tem a propriedade e que todo
ponto que tem a propriedade do enunciado (é pé de perpendicular)
pertence a \, de modo analogo ao feito no exercicio 117.
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o\ V[Xe RV — Dicdros

120.

121.

122.

123.

124,

125.

126.

127.

Resolvido.
Resolvido.
Resolvido.
Resolvido.

Na seccao reta temos a situacao da figura abaixo.
) 3 v

d: bissetor de ay
d': bissetor de yf3

(ay + yB = 90% ad = dy; yd' = d3'B) = 83" = &y + vd' =
oy, B _ oy FYB _ 90° _ 4o

2 2 2 2

O plano de rOs determina uma secéo reta no diedro a. O angulo
rOs e a secgao reta sao angulos de lados respectivamente perpendi-
culares e portanto sao congruentes ou suplementares.

Como rOs = 50°, vem que a3 mede 50° ou 130°.

o
50° B

0 angulo x mede 40°.
Entdo, o diedro o3 mede 80°.

Basta tracar uma secao reta e obter angulos que sao opostos pelo
vértice.
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128.

129.

130.

131.

132.

133.

Recai em angulos de lados respectivamente paralelos que sao con-
gruentes ou suplementares. Se um deles mede a, 0 outro mede a ou
180° — a.
Resolvido.

No espaco Na secao reta

Como P pertence ao bissetor do diedro o3, PP' = PP" e AOPP' =
= AOPP".
PP’

No AOPP', temos: sen 60° = 0= PP' = 5./3.

Na secao reta, temos:

O Se MM' = MM" = 5 cm, entao M perten-
60° 60° ce ao bissetor do diedro a. No AOMM'
M v temos:

o _ MM 1 _ 5 =7 _
5cm'\5;|cm ; cos6O—W=>§—m:OM—
=10 cm.

Na secao reta, temos:

B A distancia do ponto P até a aresta do die-
| 16em dro o3 € a diagonal do retangulo PP'OP".
P P (OP)2 = (OP")? + (PP')? =
12.cm = 162 + 122 = 400 =
o FP = = 0P =20 cm

Na secao reta
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No AOM'M temos:

sen 60°= MM' V3 15 om = 20— oM = 1043 cm.
oM 2 oM J3

134. Resolvido.

135.
B B,| Na figura ao lado, temos: AB = 75 cm;
% AC = 50 cm; BD = 55 cm.
CU L1 Como o diedro of3 € reto, o AABC é retan-
/ D i =1 .
, gulo em C. Aplicando Pitagoras, temos:
A BC? = 752 — 50% = BC? = 3125.

o

O triangulo BCD é retangulo em D. Aplicando o teorema de Pitagoras, vem:
CD? = BC? — BD? = 3125 — 3025 = 100 = CD = 10 cm.

136. No espaco Na secdo reta

Os triangulos OPP' e 0OQQ' sao semelhantes e, portanto,

Q' _ 0Q 12 _ 20 _ op — 45¢m,
PP* OP 9 op

137. Na figura abaixo, temos:

AC = 6.cm, BC = 8cm e AABC € retan-
gulo em C. Por Pitagoras calculamos
AB = 10 cm.

0 segmento CH é altura do AABC =
= (BC) - (AC) = (AB) - (CH) =

:>8~6=10~(CH):>CH=%

sen60°=£:>CC'=2_4.£:@

cm.
CH 5 2 5
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138. Na secao reta, temos: PP' = PP" = 10 cm.
No quadrilatero PP'OP", temos:
120° + 90° + x + 90° = 360° = x = 60°.
No APP'P", temos:
60° + 2a = 180° = o = 60° =

= APP'P" é equilatero = P'P" = 10 cm.

139.

AB=AC=BC=CD=BD=m=

’ = AH = HD = _mf cm
B
A a) Aplicando a lei dos cossenos no AAHD,
g temos:
mv3 2 2
2 N (AD)2 — (m\/g) + (m\/g) _
H myz P 2 2
2
-2 M3 )(MV3 ) . o5 120°=
2 2
:(AD)2 — 3m? + 3m? + 3m? _
4 4

2
- 9m° _ p= 3m

b) No AHDD' temos:
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140. a) Vv b) V
c) F, pois pode ser paralelo a outra face.
d) F, pois a soma das medidas dos diedros vale 52°.
e)V
141. a) Vv b) V
c) F, pois podem ser adjacentes.
d)y v e) F fyv
g) F, pois a seccao pode nao ser normal.
h) V i)V j) Vv
142. a) Vv b) V c) V d) Vv e)V fyv

143. Resolvido.
144, Resolvido.

145. 1° caso
AB ortogonal a r (aresta do diedro)

Neste caso, a conclusdo é imediata, pois
o AAOB ¢ isbsceles.

29 caso
AB nao ortogonal a r

Sejam:
B' = proj, B
A' = proj A

BB, L,AA L

angulo de AB com «

o) Q)

= angulo de AB com B

Condicao necessaria
4 =b=AA, =BB,

10 | Fundamentos de Matematica Elementar



MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

146.

147.

Demonstracao

Os triangulos ABA' e_BAB’ s_é\o congruentes (hipotenusa comum,
a = b) e, portanto, BB' = AA'. (1)

AANLR = AA L] — ,
AA, A" € secao reta do di (1)

A Lr
Analogamente, Ei%l\B € secgao reta do di (r).
Logo, AA,A' = BBB. (2)

AA" LB = AA" L AIA' = AAA'A, 6 retangulo em A'. (3)
Analogamente, ABB'B, € retangulo em B'. (4)
(1), (2), (3) e (4) = AAA'A, = ABB'B, = AA, = BB,

Condicao suficiente
AR, =BB,=>a="h

Demonstragcao

Sequéncia:
1) Hipétese = AAA'A, = ABB'B, = AA' = BB'
2) AABA' = ABAB'=>a =D

Resolvido.

Resolvido.
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[N VKo RY/M — Triedros

148.

149.

150.

151.

152.

153.

154.

155.

10 | Fundamentos de Matematica Elementar

Resolvido.
Resolvido.

Seja x a medida da terceira face.

a) 0° < x<180° (1)

b) x + 110° + 140° < 360° = x < 110° (2)

c) 1140° — 110° | < x < 140° + 110° = 30° < x < 250° (3)
((1); (2); (3)) = 30° < x < 110°

f, =x f, =2x — 60°% f; = 30°

a) X<2x—60°+ 30°=x —2x < —30°= x > 30° (1)

b) 2x — 60° < x + 30° = x < 90° (2)

c) 30°<x + 2x — 60° = 90° < 3x = x > 30° (1)

d) x + 2x — 60° + 30° < 360° = 3x < 390° = x < 130° (3)
((1); (2); (3)) = 30° < x < 90°

Seja x a medida das faces do triedro.

a) 0 <x<180° (1)

b) IX —XI<x<Xx+x=>0<x<2x (2)
Cc) X+ X+ x<360°=x<120° (3)

((1); (2); (3)) >0 < x < 120°

Resolvido.

a) F, pois uma das faces € maior que a soma das outras duas.
b) V

c) F, pois a soma das faces deve ser menor do que 360°.

d)y Vv

e) F

f) F, pois as semirretas podem ser coplanares.

g Vv

Consideremos cada reta dividida em duas semirretas por V e tere-
mos determinados 8 triedros, a saber:




MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

156.

157.

158.

159.

160.

Resolvido.

a) Sed, = 90° d, = 90° e d; = 90° no polar, temos f, = 90°,
f, = 90° e f; = 90° e, portanto, existe o triedro.

b) Sed, = d, = d; = 60° no polar temos f, = f, =f; = 120°e o
triedro ndo existe porque 120° + 120° + 120° = 360°.

c) d, = 200°% d, = 300°% d; = 100°

Neste caso nao existe o triedro porque d, + d, + d; = 600°

e 600° > 6 retos.

d) d, = 120°% d, = 200°% d; = 15°

Neste caso nao existe o triedro porque

15° + 180° < 120° + 200°.

e) d, = 125°% d, = 165°% d; = 195°

Neste caso nao existe o triedro porque

125° + 180° < 165° + 195°.

f) d, = 175°%d, = 99°% d; = 94°

Neste caso nao existe o triedro porque

94° + 180° = 175° + 99°.

g d, = 100°%d, = 57°% dy = 43°

Neste caso existe o triedro.

h) d, = 110°% d, = 100°% d; = 70°

Neste caso existe o triedro.

Nao, porque no polar terlamos:

f, = 140° f, = 130° e f; = 120° e 140° + 130° + 120° > 360°.
Sejam 90°, x, y as medidas dos diedros do triedro.

a) 180° < 90° + x + y < b540° = 90° < x + y < 450° (1)

b) 90° + 180° > x + y=x +y < 270° (2)

(1) e(2)=90° < x+y<270°

d, =x,d, =60°%d,; = 110°

No polar temos:

f, = 180° — x, f, = 120° f, = 70°
0° < x < 180°. (1)
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(180° — x) + 120° + 70° < 360° = x > 10° (2)
120° — 70° < 180° — x < 120° + 70° =

= —130° < x < 10° = 130° > x > — 10° (3)
(1), (2) e (3)) = 10° < x < 130°

161. Resolvido.

162. Resolvido.

163.  AH: altura do A equildtero ABC = AH = %

Se o0 AABC é equilatero e o triedro € trirretangulo, entao os triangu-
los
VAB, VBC e VAC sao retangulos e congruentes.

No AVAB temos: (AB)? = (AV)? + (VB)? = €2 = 2x2 = x = %
No A retangulo VAO, temos (AV)2 = (VO)2 + (AO)2, em que VO € a

distancia procurada e AO = % (AH).

Substituindo:

2 —_— 2 —_— 2 2 —_
(@) _ Vo + (g@) v R G ey I
2 3 2 2 3

)
o[

164. a) Vv
b) F, pois no polar teriamos: f, = 140°% f, = 110°e f; = 110° e a
soma das faces do triedro nao seria menor do que 360°.
c) Vv
d) F, pois as faces do triedro podem nao ter a mesma medida.
) F, pois cada face do triedro € menor que a soma das outras duas.
) F, pois as retas r, s, t podem ser coplanares.
)
)

(S
f
g VvV
h) V

10 | Fundamentos de Matematica Elementar
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165.

166.

Seja V(a, b, c) o triedro onde o diedro de
aresta Va é reto.

Sejam a, b, ¢ as medidas das faces bc, ac e
ab respectivamente. Devemos provar que:
cos a = cos b - cos c.

Demonstracao

Tomemos um ponto A em Va e tracemos a sec¢ao reta do diedro de
aresta Va (que é reto) determinando B em Vb e C em Vec.
Nomenclatura:

AV=x,AB=yeAC =2
VB=t,VG=seBC=r

AVAB: t2 =x2 + y2ex =tcosc (1)
AVAC:s2=x2+ z2ex=scosb (2)
ABAC: 12 = y2 + 72 (3)

A lei dos cossenos no triangulo VBC nos da:
r? =12+ s2 — 2tscos a

Substituindo r de (3), t de (1) e s de (2), vem:

y2+z22=x+y)+x2+2°)-2- —— - —— -cosa
cosc cosb

Dai vem que cos b - cos ¢ = cos a.

VA=VB=VC =9cm

Os triangulos VAB, VBC, VAC e ABC sao congruentes e equilateros e
seus lados medem 9 cm.

No triangulo retangulo VAP, temos:
(VA)2 = (AP)2 + (VP)2 em que

VA=9cme
VP:2VH:2%:3\/§C|’H
3 3 2

Substit_uindo, temos:
81 =AP2 + 27 =
= AP =54 = AP = 3.6 cm.
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167. Resolvido.

168. Resolvido.

169.

Seja V(a, b, ¢) o triedro e os planos (a, a'), (b, b") e (c, ¢'). Tomemos em
a, b e ¢, respectivamente, os pontos A, B e C, tais que VA = VB = VC.
As bissetrizes a', b' e ¢' determinam os pontos médios M, N e P
nos lados BC, AC e AB do triangulo ABC. As medianas AM, BN e CP
interceptam-se no ponto G, baricentro do AABC. Os planos (a, a"),
(b,b") e (c, c') tém os pontos comuns V e G que sao distintos, logo tém
VG comum.

170.

Como no problema anterior, temos:
AEa,BEb,CEctaisqueﬁEﬁEW.

As bissetrizes a' e ¢' determinam os pontos médios M e P nos lados
BC e AB do AABC.

Se M é o ponto médio de BC e P é o ponto médio de AB = MP // AC.
Como AVAC é isésceles = b' // AC

(b' // AC, MP // Ké) = MP //b' = MP e b' determinam um tnico
plano.

Conclusao: as bissetrizes a', b', ¢' estao no plano determinado por
MP e b'.

10 | Fundamentos de Matematica Elementar
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171.

172.

173.

174.

Consideremos o plano o perpendicular a aresta Va, por um ponj)
A_E Va_,A # V. Este plano determina B em Vb e C em Vc. Sejam AM,
BN e CP as alturas do AABC e H o ortocentro desse triangulo.

{H} = AM N BN N CP

VALa=(BCLVAeBC.LAM)=BCL(V,A M) = (V,A M) Lb,c).

Analogamente, temos:
(V,B,N) L(a,c)e(V,C,P)L(a,b).

Conclusao:

Os planos (V, A, M), (V, B, N) e (V, C, P) s?_g, respectivamente, os
planos «, B € vy do enunciado e tém a reta VH comum.

Hipoteses Tese

Vx C (b,c)eVx L Va
Vy C (a,c)eVy L Vb = Vx, Vy, Vz sao coplanares
Vz C (a,b)eVz L Vc

Demonstracao

Conduza os planos «, B e v, do exercicio anterior. Esses planos tém
uma reta comum VH .

Vx L VA em V
Vy L VAemV | = VX, Vy, Vz sao coplanares
VzL VA emV

Resolvido.

X < 120° + 140° + 90° = x < 350° (1)
X + 120° + 140° + 90° < 360° = x < 10° (2)
(1) e (2)=>0° < x<10°
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178.

179.
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x < 20° + 30° + 120° = x < 170° (1)

X 4+ 20° + 30° + 120° < 360° = x < 190° (2)
120° < x + 20° + 30°

70° < x = x > 70° (3)

(1), (2) e (3)) = 70° < x < 170°

x < 10° + 20° 4+ 30° + 40° + 50° + 160° = x < 310° (1)

x + 10° + 20° 4+ 30° + 40° + 50° + 160° < 360° = x < 50° (2)
160° < x + 10° 4+ 20° + 30° + 40° + 50° = 10° < x = x > 10° (3)
(1), (2) e (3)) = 10° < x < 50°

a) Neste caso nao existe o angulo poliédrico porque
150° > 40° + 60° + 30°.

b) Neste caso nao existe o angulo poliédrico porque
100° + 120° + 130° + 70° > 360°.

c) Existe.

d) Existe.

e) Existe.

a) Com todas as faces iguais a 60° podemos formar angulos polié-
dricos de 3 faces, 4 faces ou 5 faces.

b) Com todas as faces iguais a 90° podemos formar angulos polié-
dricos de 3 faces ou 4 faces.

¢) Com todas as faces iguais a 120° nao é possivel formar angulo
poliédrico.

0 ndmero maximo de arestas de um angulo poliédrico convexo cujas
faces sao todas iguais a 70° € cinco.
Sendo n inteiro, temos:

n-70<360:>n<%:>n=5
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.\ [XeRY/Il — Poliedros convexos

180. Resolvido.

181. Designemos por:
F5: ne de faces triangulares = F, = 3
F,: ne de faces quadrangulares = F, = 1
Fs: ne de faces pentagonais = F; = 1
: n2 de faces hexagonais = Fy = 2

IS

5
F

F=F,+F, +F+F,=>F=7
3:3+1-4+1-5+2-6
2
Darelacao de Euler:V-A+F=2=V-15+7=2=V =10

(e}

30

A= = A = =A=15

183. A=V +6 Da relacao de Euler:

F=2? V-A+F=2=

V- (V+6)+F=2=F=8

185. F5: ne de faces triangulares

F,: ne de faces quadrangulares

Fs=1

F,=F,=F=2F+1

V=11

_ 3F, +4F, +5-1 _ 7F, +5
2 2

7F, +5
V-A+F=2511- — —+2F+1=25F =5
F=2F,+1=F=2-5+1=F=11

186. F5: ne de faces triangulares
F,: ne de faces quadrangulares
A=20eV =10
V-A+F=2=10-20+F=2=F=12

3F, + 4F

F 5 4 =20nosdao:F,=4eF, =8

L tF,=12e

187. Resolvido.

189. V=5+7+9+8=29

A_5:3+7-4+9-5+8-6 _15+28+45+48 _
2 2

(V-A+F=2V=29A=68)=F=41

68
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194.  Dados: F, = 2k, F, = 3k A =2V
F=F,+F,=F= 5k
2A = 3F, + 4F, = 2A = 6k + 12k = A = 9k
V-A+F=2=09k—2-9k+2-5k=4- k=4
F=5k=>F=5-4=F=20

195. F,=F,+2eV=7
F=F, +F +F = F=F, +2F +2

}:A=2F—1
2A = 3F, + 4F, + 5F, = A = 2F, + 4F, +3

V-A+F=2V=7A=2F-1)=>F=6=F, +2F, +2=6=
=F, +2F, =4

Daitemos que F, = 4 — 2F; e, sendo F; um ndmero inteiro positivo, o
unico valor para F5 que resulta F, também inteiro e positivo € F, = 1.
Logo,F;, =1eF, = 2,eentdo: F; = 3.

196. Nomenclatura: V, A e F para o poliedro primitivo, e V', A' e F' para o
novo poliedro.
F=F +F,
A=24 =V +F=26
A =24= 3F, + 4F, = 48 (2)
F=F'=F,+1eV' =V—-1
2A' = 4F, = A" = 2F, = A" = 2F'
Substituindo A' na relagcao de Euler no novo poliedro, vem:
Vi -A+F =2V -2F+F =2=V - F =2
:>(V—1)—(F4+1)=2:>V—F4=4 (3)
Substituindo V de (3) em (1), temos: F; + 2F, = 22. (4)
Resolvendo o sistema (2) e (4), vem: F; =4 e F, = 9.
Portanto, F=F; + F, =4 + 9 = 13.

}:V+F3+F4=26(1)

197. F=a+b+c

a- ¢+ bm+cn
2
Como A é um numero inteiro e positivo, entao af + bm + cn deve

ser ndmero par.

V-A+F=2=V=2+A-F

af + bm + cn
2

A:

V=2+ —(@+b+c
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198.

200.

203.

204.

205.

206.

207.

208.

_4+al +bm+cn—2a—2b—2c

V
2

V= 44+af —2)+bm—2)+cn—2)
2

Resolvido.

A =28

F=F,+F, =2A=3F, + 7F, = 3F; + 7F, = 56 (1)
S=64r=V-—-2)-4r=64r=V =18
V-A+F=2A=28,V=18)=>F=12=F +F, =12 (2)
De (1)e (2)vem: F;, =7 eF, = 5.

O poliedro € o dodecaedro regular: A = 30, F = 12,V = 20.

Ao retirar as trés faces adjacentes a um vértice comum, retiramos
3 arestas e o vértice comum. Ficamos entdo com F' = 11,A' = 27 e
V' = 19 e notamos que V' — A' + F' = 1 vale para a superficie
aberta que restou.

Resolvido.
Resolvido.
Resolvido.

Designemos por:

: 0 nimero de angulos triedros

: 0 nimero de angulos tetraédricos
Vg: 0 nimero de angulos pentaédricos
: 0 nimero de angulos hexaédricos
etc.

Temos de provar que

Vi + Vg +V, + ... € par.

De fato:

3V, +4V, + 5V, + 6V + 7V, + ... =2A =

=V +V5+V7+...=2A—2V3+2V4+2V5+3V6+3V7+...):
= 2(3A —Vy =2V, =2V, — 3V, - 3V, — ) 0 que prova a tese.

Usando a mesma nomenclatura dos problemas anteriores e saben-
do que:

2A =3V, + 4V, + 5V, + 6V + 7V, + ...

V=V, +V, + Vg + Vg +V, + ..
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equeV — A + F = 2 (relacao de Euler), temos:
2V—-2A+2F=4=2F=4+2A -2V =

=2F =4+ (3V; + 4V, + 5V, + 6V, + 7V, + ...) —

— 2V V, H Vo VgV, L)

=2F=4+V; + 2V, + 3V, + 4V, + 5V, + ..., 0 que prova a tese.

209. Resolvido.

210. Usando a mesma nomenclatura dos problemas anteriores, precisa-
mos provar que F; + V, = 8.
Sabemos que:
2A = 3F, + 4F, + 5F; + ...
F=F +F, +F + ..
2A =3V, + 4V, + 5V, + 6V, + ...
V=V, +V,+Vg+ Vs + ...
earelacaode EulerV-—A+F=2
nosda: 4V — 4A + 4F = 8 = 4V + 4F = 8 + 4A
Substituindo 2A com faces e 2A com vértices, vem:
AV +V, + Vg ) F AR F R R L) =
=8+ (3F, + 4F, + BF, + .. + (3V, + 4V, + BV, + .. =
SF AV, =8+ (F + .+ (Vg +..)=
=F+V,=8

211. Utilizando a mesma nomenclatura dos problemas anteriores, vamos
inicialmente provar que 3F =< 2A e 3V < 2A.
F=F +F, +F+..
2A = 3F, + 4F, + 5F; + ... =
=2A=(3F; +3F, + 3F, + ..) + (F, + 2F, + ..) =
=>2A=3F+(F, + 2F, + ...)=>2A=3F = 3F < 2A (1)
Analogamente, 3V < 2A. (2)

Da relacao de EulerV — A + F = 2, vem:
A+2=V+F=3A+6=3V + 3k
Mas3V=2A=3A+6<2A+3F=A+6=<3F (3)
De(1)e (3) = A+ 6 < 3F < 2A.

Utilizando a desigualdade (1) e a relagao de Euler, temos:
A+6=<3V=<2A

212, Sendo V o n¢ de atomos e A o n° de ligagdes entre eles, temos:

2A=12-5+20-6=A=90
V-A+F=2=V=60

10 | Fundamentos de Matematica Elementar



MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

o\ V[N RY/I[@ — Prisma

227.

241.

243.

248.

Na figura, o € o plano da face ABCD e Q
B é o plano da face EFGH e seja w o A ! E
plano que intercepta as quatro arestas . R
paralelas determinando o quadrilatero P . S
PQRS. Temos: R ---Je
a,’ B
D H

o« /B = PQ /RS

__ _} = PQRS é paralelogramo
Analogamente, PR // QS

2(@b +ac +bc)=62 a+b+c=10

Substituindo os dados na expressao (a + b + ¢)2, temos:
(@a+b+c2=a2+b2+c2+ 2@b+ ac + bc)=
=100 =a2+b?2+c2+62=
=a2+b2+c2=38=d2=38= d=./38 cm.

Sejam a,, b, e ¢, as dimensoes de um paralelepipedo e a,, b, e ¢,
as dimensoes do outro. Temos:
i ic i i 2 2 2 — 72 2 2
diagonais iguais = a3 + by + ¢ = a5 + b5 +¢5 (1)
e tambéma, + b, + ¢, =a, + b, + ¢, (2)

2
2 2 2
(a, +b, +¢) =a2+b2+c2+
+ 2(a1b1 +ac, + b1c1)

2
— A2 2 2
(a2+b2+02) —a2+b2+02+

+ 2(azb2 +ax,c, + b202)
(1) e(2) _
Lleld), 2(7:11b1 +a,c, +b,cy) = 2(a2b2 +a,C, + b,cy)

Perimetro de PQRS = 2 X (1,40 + 0,20) = 3,20 m.

Perimetro de TUVYW = 2 X (0,20 + u
+ 0,60) = 1,60 m. Como € possivel P ne
fazer o pacote usando apenas um no, T , q |lo.20
entdo serdo gastos 3,20 + 1,60 + —
+ 0,20 = 5 metros de corda. s: 17770 RS
PR [ A R
Tow|, el 0,60
1,40
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Sejam x, y e z as dimensodes. Temos:

(X: 1 .k,y: 1 'k,Z: 1 .k) :}(X: gtl—k,:y: _':tl_k',"Z: L?al_k,l,
s st St st

K= —) = x =stK,y = rtK, z = rsK) (1) S = 2(xy + xz + yz) (2)

S
 oK2rst2 4 rs2t 4 12 = [
(1) em (2) = S = 2K2(rst? + rs?t + r’st) = K 2rst(t + s + 1)

Substituindo em (1), vem:

2rt+s+r)’ 2s(r+s +1t)’ 2Ar+s+1t)

ab = pk (1); ac = gk (2); bc = rk (3)

2
20ab +ac + bc) = 202 s kip+ g+ 1) = 2 sk= —
p+q-+r

Fazendo [(1) : (2)] X (3), temos:

ab- L bc=pk- = k= b=¢—P

ac ak qp +q+r)
Analogamente,a = ¢ —Pd o= /L
fp+q+71 pp +a+r

a+b+c=45(1);a%+ b2 =625 (2); 2(ab + ac + bc) = 1300 (3)
(@+b+c2=2a2+b2+c2+ 2@b+ ac + bc)=

= 2025 =625+ ¢c2+ 1300 =c¢c =10 cm

Substituindo em (1) e em (2), obtemos o sistema:

a+b=35 N (@ =20cm,b = 15cm)ou
aZ + b2 = 625 (@ =15cm,b = 20 cm)

V=a-b:-c=V=20-15-10 =V = 3000 cm?
Resposta: Dimensdes: 20 cm, 15 cm, 10 cm; volume = 3000 cm3.

Sendo x, y e z as dimensodes, temos:

X +y+z=43a(l);x2 +y? + 72 = 625a2 (2); xy = 180a2 (3)
Calculando as dimensoes:
X+y+2?2=x2+y2+272+2xy + xz +yz) =

= (43a)? = 625a2 + 2[180a? + z(x + y)] =

= 1849a2 = 625a2 + 2[180a2 + z(43 — z2)] =
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285.

290.

=72 — 43az + 432a2 =0 = (z=27aouz = 16a (4))

X +y = 16a - N
z=27aem(1l) = = nao fornece solucao
xy = 180 - a2
X +y = 27a =12 =1
7 =16aem (1) = y _, x=12ay=15a)ou
xy = 180 - a2 (x = 15a, y = 12a)
Volume:
V=xyz=V =12a - 15a - 16a = V = 2880a3
Area total:

A = 2(xy + xz + yz) = A, = 2(180a® + 15a - 16a + 12a - 16a) =
= A, = 122442

Seja a a aresta do cubo. Temos:
12a =72 =a=6cm
Sendo x, y e z as arestas do ortoedro, em ordem crescente, temos:

x=g-a=>x=g~6=>x=4cm

3 3
z=i-x:z:£-4:z=£cm

3 3 3
4x+4y+4z=72=>4-4+4-y+4~%=72:y=%cm

4.26 . 16

Vortoedro — xyz — Vortoedro _ 3 3 N Vortoedro — 208
chbo a3 chbo 63 chbo 243

Sejam a e b as dimensobes do paralelepipedo. Temos:

J2a2 + b2 =9 2a2 + b2 =81 (1)

=

2(a% + 2ab) = 144 a2 + 2ab = 72 (2)
B -2)=@—h2=9=(@—-b=+30ua—b=—23)
Coma — b = 3, temos:
a—-b=3=b=a-—-3.
Substituindoem (2): a2+ 2a(@a —3)=72=a2—-2a—-24=0=

=(a=—4(naoserve)oua=6cmM =b=3cmMm=V=6-6-3=
=V = 108 cm3.

Coma —b = — 3, vem:

a—-b=-3=>b=a+ 3.

Substituindo em (2) e procedendo de modo analogo, obtemos
(@a=4cmeb=7cm=V=4-4-7=V =112 cmd.
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296.

298.
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Seja a a aresta do cubo. Temos: !
G6a2 =216 =a =6cm : 3

2(x-1+x-3+1-3)=216:> ___________
3 3

’ X
= x = 6(V10 — 1) cm = - ~ 3
chbo as N chbo - 6% N
Vortoedro X+ % -3 Vortoedro 67 (\/ 10 — 1)2
v 6
N cubo — .
Vortoedro 11 — 2"10

base do ortoedro
]

a+a+%a:16=>a=60m

2 2 2 2
(2:a_+a_=>(2:6_+6_:>
4 4 4 4

a
= ¢=3J2cm - 1 2
3 a
chbo = €3 = chbo = (3\/5) = 7
= Voo = 5442 cm?3
Vv _ 2 | a 2
ortoedro_a'a'gaz> ' 3a=4
2 -
= Vortoedro = 5 - 6% = 144 cm3 ) s ! A
Volume (V) e area (S) do sélido: ,/ _—1/|?
V= chbo + Vortoedro = ’,f”/\\
= Vi = 18(8 + 3v2) om?

S=5-(3\/§)2+4(6-4)+6-6+%-6-6=24Ocm2

Considere o cubo de aresta a, das figuras.

a) A a g A 8 A a g
a/ N\ av2 a5, 1y
1 \‘ a D BI \‘ 1 \‘ C
D . v qC a  av3 |C D \ av3
1 ay3la oY LY 2
1 1
a E -‘ar--/F a\ng—E——‘\—-—— F ,E""‘" -JF
,/ \r a ,/ \\ ,/ \\
H 3 G H G H G
o = arc sen @ (1) B = arc sen g (2) y = arcsen g (3)

(1), e@B)=a=p=xy
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299.

300.

337.

b) A B A
n\
1y
L\
DfE—+—1c avs
a SRR 3 avz
1 ,I_E__\____ F
1 7z .
1’ -0
n?_a’ \
H a G H a G

Relacdes métricas = GH2 = AG - Gl = a2 = a3 - Gl =

L Ggl= a8 g AG

Seire.= 7,291 = mR2 =7,291r =R = 2,7 cm
a) Seja a a medida da aresta do cubo.
[-]

a=RJ2 = a=2,7J2 cm
d=av3 = d=2,7v23 = d= 2,76 cm \

b) S=6a2=S=6- (2,7\/5)2: S = 87,48 cm?

BN
¥

) V=ad=V = (2742) =V = 5442 cm?

O quadrado da area da secao indicada na

/7

figura é (a2 + b2?) - c2. Notemos que temos .

2 secoes com essas condicoes. b SN - -c-‘
~ /, a

Entao: z

soma dos quadrados das areas das 6 secoes =
=2(@® + b?)-c? + 202 + c?)-a% + 2@ + ¢?) - b? =
= 2[a%? + b2%c? + a?b? + a%c? + a%h? + b%c?] =

= 2[2(a2c? + b2c? + a2b?)] =

= dobro da soma dos quadrados das 6 faces

Calculo da area da base:
Lei dos cossenos:
22 =R2 + R2 — 2RR cos 30° =

=R2=4(2 + J3) m?

A area da base é igual a 12 vezes o valor
da area do triangulo is6sceles destacado
na figura ao lado.
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.R-R-;en30 N

:>B=12~4(2+J§)~%~%:>B=12(2+J§)m2

B=12

Calculo do volume:
V=B-h=V=12(2 + V3) - 10 =V =120(2 + 3} m?

339. Calculo da area da base:
B ¢ C
00330°=1:>£=1:> Af,—.—z”' .\gD
4 2 4 F! I 2 X
Loo= 298 nl 1\ ]
3 l P
3 ’|_H_____|| 1
B=2¢.3 = oy
2 G\ _---1
2 M L
:B:§(¥) N3 = B =2/3m Figura 1
Calculo da altura: B
AG2 = AM2 — GM?2 = ¢ ¢
5 60°60°
:>h2:22_(—2\3/)§) :>h:—2\3{6m A 301m ) 1r3no C
Figura 2
Volume:
V=B-h=V-= (2\/5)(%) =V = 42 m?
340. Sejam p e £ o semiperimetro e a aresta da base, respectivamente.

Temos:

AT=A€+2B:>12=2ph+2-§-€2\/§ = 12 = 2p + 3¢2J/3 =

=12=60+ 3(>J3 = J3(2 +2( -4 =0=
—2 = [a(L 1 4J3) (Vi+ 43 - 1)V3

= (= = =

243 3
2
B=%€2\/§:>B=§- (1+4\/§_1)\/§ 3 =

=>B=(J§+6— 3+12J§)dm2

V=B-1=V=(J3 +6 — V3 + 12J3) dm?
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3417.

348.

349.

Seja a a aresta do cubo.
Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo

destacado, obtemos [ \\
_ av2 g : A
2 ) I
Sendo R o raio do circulo circunscrito ao hexa- TX - ':_‘
gono, vem: =
R-¢oR= 22 2
2
2
3 3 (a2 j
S02./3 2. (_ . \/g
hex. _— 2 \/— - Shex. — 2 2 N Shex. — 3\/§
Scfrc. TrR2 Scfrc. ﬂ_( a\/§)2 Scfrc. 2m
2

Seja £ o lado do hexagono em questao e a a aresta do cubo. Temos:
6a2 =31,74 =a =2,3¢cm

¢ = %@:g: #:ﬂp:&{i:ﬂp:&wﬁcm

_2p _ 6,92 _
=5 = (= 275 = (;=2320m
0,3
h= =38 :hzwi A
2 2 h
J6 o/ x\e}
= h = 2.3V6 h -
2 X X
AADE ~ AABC = —H_ = BC _, /. |
h—x DE B X C
2,36
L2 _23a _ _236@2-3)
23/6 _, X 10
2
a) Sendo o plano da face ABFE paralelo ao pla- y_P G
no da face CGHD, um plano que intercepte \
os dois o faz segundo retas paralelas. Logo, E —f "
PQ // BE. (1) o SNe-d-/)c
APHE = AQCB=PE=QB(2) (1) e (2)) = @ L’
= PEBC ¢ trapézio is6sceles. A0
b) BE2 = a2 + a2 = BE = aJ2
2
BQ2:(§) +a2=BQ = a5 _ pp_ a5
2 2 2
2 2
P02 = 3) +(9) ~ po = a2
Q (2 2 Q 2
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a) BD = DE = BE (diagonais das faces) = ABDE c_a 3
é equilatero, de lado a+/2, em que a é aresta 31 2K
do cubo. D :% a
b) Os pontos B, D e E estao a igual distancia de 9, =7 F
A e G e pertencem, portanto, ao plano media- H ’ 4 a
dor de AG.

Entdo a diagonal AG é perpendicular ao plano (B, D, E) num ponto
I que é o ponto médio de AG e o baricentro do triangulo BDE.

(av2)’'V3 a2\/3

C) Sgpe = 4 = Sgpe = 5

Sejama — r, a, a + r as dimensodes. Temos:
2@ —na+@—-na+r +a@-+rn =S
@—1? +a2+@+r? =d

=

2r2 = 6a2 — S (1)
=
2r2 = d2 — 3a? (2)
/42

—6a2—S=d?—3a2=ma= Y *tS 3+S
Substituindo em (1):
. d?>+S 2d2 — S

6

2r2 =6 —-S = r=

As dimensoes devem ser:

Jo +S _\/2d2—S JP +S Jo +S +\/2d2—8
3 6 3 7 3 6

com2d2—-S=0=d2= % (as dimensodes devem ser reais)

e
2 2 _ 2 2 _

Jd +S_\/2d S.pgo $F+S 28-S 50,05
3 6 9 6

>6d2 -3S=d2 < % (as dimensodes devem ser positivas).

Note que, se d2 = % entdo o paralelepipedo retangulo sera um

2
cubo de aresta a = f%
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369.

370.

371.

Sejam:

S, = soma dos diedros formados pelas faces laterais do prisma
triangular com uma base;

S, = soma dos diedros formados pelas faces laterais do prisma
triangular com a outra base;

Spr = soma dos diedros de um triedro. Temos:

2r < Sy < 6r

Considerando a soma dos triedros de uma base, temos:
or < SDTl + SDT2 + SDT3 <18r=06r<2S, +2r<18r=

=4r+ 2S5, <16r=2r<S, <8r (1)

Note que S, + S, = 6r= S, = 6r — S,

Substituindo em (1):
2r<or—5,<8r=—-4r<-8,<2r=35,<4r (2)
De (1) e (2) e chamando S, e S, de S, vem:

2r < Sy < 4r

Usando a mesma notacao e o mesmo raciocinio do exercicio prece-
dente, temos:

n-2r<SDT1+ SDT2+...+SDTn<n~6r=>

=>n-2r<25,+(n—=2)-2r<n-6r=nr<S;, +nr—2r<n-3r=
=2r<S, <(n+1)-2r (1)

S,+S,=n:2r=§, =n-2r—-5,

Substituindo em (1):
2r<n-2r=5,<(n+1)-2r=2r—n-2r<-§5,<(n+1)-2r=
=2(1-n- r<-§,=5,<(h—-1)-2r (2

De (1) e (2) e chamando S, e S, de S;:

2r<Sp<(n—1)-2r

Sejam V o volume e S a area da secao normal do prisma. Sendo
¢: lado do poligono equilatero determinado pela se¢ao normal; d,,
d,, ..., d,: distancias do ponto no interior do prisma as faces; D,, D,:
distancias do ponto no interior do prisma as bases. Assim, temos:

25

2 2 2 = v
D,S+D,-S=V D, +D, = ¢ (2
1)+ @ =d, +d,+..+d +D,+D, = % + %
Fundamentos de Matematica Elementar | 10
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372. Seja o paralelepipedo ABCDEFGH; | o pon-
to de intersecao de suas diagonais;  um
plano que nao intercepta o paralelogra-
mo; d,, d e d, as distancias dos pontos
A, l e G ao plano .

Como A, | e G sao colineares, também o
serao A', I' e G', suas projecdes ortogo-
nais sobre . Entao:

| € ponto médio de AG} (R —
_ — = A

I/ AA'

= d € base média do trapézio AGG'A'. Entao: d, + d; = 2d.
Analogamente:

dg +d, =2d;d, +d. =2d;d, +d. = 2d

E dessas 4 igualdades vem:

d, +dg +d; +d, +d.+d.+d,=8d

373. d: a distancia de P ao ponto |
Sejam: d,, dg, ..., d, as distancias de P
aos vértices A, B, ...,H; D,,D,,D;e D, as

C
diagonais AG, BH, CE e DF; | o ponto de D
intersecao das diagonais.
Aplicando a relagao de Stewart ao triangu- G
lo PAG, temos:
df\-IG+dé-AI—d2-AG=AI-IG-AG=>
D D D D
1 1 — 1 1
:>d§7 +d(2;? _d2'D1 = ??Dl =
D2
= d2 + d2 = 2d? + ?1 (1)
D2
Analogamente, obtemos: d3 + d? = 2d? + =2 (2)
2
D3
dZ + d2 = 2d? + - (3)
D3
d2 + d2 = 2d? + - @

1) +@2)+ @)+ (@)=d2+d2 +...+d3 = 8d2 + %(Dg + D3 + D3 + D?)

Em lugar da relacao de Stewart, da Geometria Plana, poderiamos
usar, também de 14, a expressao da mediana de um triangulo em
funcao dos lados.
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374.

375.

376.

Seja AB a diagonal do cubo de centro O e A
seja X um ponto de uma aresta. A se¢do ,.\‘\\
do cubo por um plano que passa por AB SN AR

sera minima no caso em que a distancia
de X ao ponto O seja minima. Isso ocorre |/ -
para X coincidindo com o ponto médio M M L0
da aresta. A distancia OM (cateto) é me- R4 \
nor que qualquer outra distancia OX (hipo- B
tenusa).

A area da secdo minima é duas vezes a area do AABM.

Area=2'%~(AB)~(0M)=a\/§~# = %

Seja ABuma diagonal de face do cubo e (A, B, C)
o plano que forma 30° com a face. Esse plano

D(ABC) em que D € o triedro trirretangulo. Axs

determina no cubo um tetraedro trirretangular
0 volume V desse tetraedro € dado por: L \: >
1 // M\Z aﬁ
V= ~(DA) - (DB) - (BC) (1) g °
6 300

conforme aparece no exercicio 400. Como DA = DB = a, basta cal-
cular DC = x para resolvermos o problema.
E 0 que segue:

(ACDM,CD=X,I\7I = 30°, DM = %) = x = %

Substituindo em (1):

3
V:l.a.a.ﬁ:V:a\/g
6 6 36

O volume V' do outro sélido resultante é obtido por diferenca:

Vi=ad -V y = 36 -46 \/§a3
36

a) Considerando os dados do problema e fazendo OR = x, OT =y,
SR =ze 0S = u, temos:
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V=B-h:>V=%~y:>
1
=V==xz. (1
5N (1)
No APTO temos:y = cos a € U = Ssen a.
=£

No APQT vem: x = u cos 30° = sen a

|\J|<‘

Z = usen 30° = 1u = lsenoc
2 2
Substituindo x, y € zem (1), vem:

vif

V3 sena-cosa- L sena =
2 2

v—f

sen? a - cos o

b) V é maximo se a derivada de V em relagao a « for nula.

N _o ﬁ-(ZsenaCOSa—sen3a)=O:>
do 8
2
SO & 25t =2
cos? a

e, como 0° < a < 90°, temos: tg a = /2.
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o\ S YN @ — Piramide

398. Dados: m = 7,R = 2.

= RJ/3 = ¢ =2J3cm
"" s
= 5
12 12
A, =3- LM a =3 2\/_7:A€=21\/§cm2

2 .

A=A, +B=A =21J3 +3J3 = A =243 cm?

403. d2 =102+ 242 =d = 26 cm
B=10- 24 =B =240cm?
262 =m? + 52 = m, = /651 cm

262 =m2 + 122 = m, = 2J133 cm

24-m2 1O-m1
A =2 5 +2 5 +B=

= A =24-2J133 + 10 V651 + 240 =

= A = 2(5/651 + 24133 = 120) cm? .
[ L]
409. (=2R={(=2-32m=>¢=6"2m />
base ¢ Sv2m|,

B=>=B= (642 =B=72m? \/
Seja m a medida do ap6tema da piramide. Dai: [] [

A=A, +B:>A—4(€2m)+€2 =

=192=2-6/2m+72=m=5/2m //
2 [
m? = h? + (g) = (5v2)° = m + (302 =
4
=42 m
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7
W

{=2R=>(=2-6=¢=12cm
AAMD: 122 = m2 + 62 = m = 6+/3 cm

430.

AAOM: m2 =h2 + R2= (6v3) = h2 + 62 = h = 642 cm
B=(2=B=122= B = 144 cm?

V=%-B-hz>v=%-144-6x/§:V=288x/§cm3

436. Célculo da area da base:
a=13m;b=14m;c=15m

IO:a+b+c N p:13+14+15 -
2 2
=>p=21m

B = Jplp—a)p —bp-rc =
= B=421-8-7-6 =B =84m?

Se as arestas laterais sao congruentes, entao a projecao ortogonal
do vértice sobre o plano da base é o circuncentro O (centro da cir-
cunferéncia circunscrita) do triangulo ABC. Entao:

g_abc _ g, 13-14-15 _ o _ 65
4R 4R ]
2
AVOA: h2 = 202 — (@) _ p- 18J95
8 8
vel . ghosval.gq 1595 105+/95 m3
441. Sejam:

a: aresta da base;
r: raio da circunferéncia inscrita na base;
h: altura da piramide;

m: ap6tema da piramide;
p: semiperimetro da base. a »og
a
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451.

462.

Temos:
2
B=p~r:>a\/§=@~2:>a=4\/§cm
4 2
2
2 .
g- Y8 g 4B B,
4 4 :
=B = 123 cm? 2
A, =3-2. . .
¢ > :>3am:At_B:>34\/§m:
A, =A - B 2
' t =363 — 123 = m = 4cm

m?=h?+r2=42=h2+22=h = 2J3 cm

A base é um triangulo retangulo.

Entdo, o circuncentro da base é o ponto

médio da hipotenusa desse triangulo.

AAOB: h? = (12,5)2 — (7,52 = h = 10 cm
9-12

827382540m2

V==-B-h=V= -54-10=

W~
Wl

=V =180 cm?3

A A
; 9
a

a av3
s 6° c
60° 2a

2a

B
B

a) Calculo das arestas:
SA 1 a

cos 60° = = = = — =SB =2a
SB 2 SB

sen60°=ﬁ = £=@ = AB=a\/3
SB 2 2a

Lei dos cossenos no ASBC:
BC2 = (2a)? + (2a)2 — 2 - (2a)(2a) cos60° = BC = 2a
Note que SC = SB e AC = AB. Portanto, SC = 2a e AC = a/3.
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b) Calculo da area total:
a-2a-sen60° _ a3
2 2

2
Face SBC = % = a23

Face SAB =

Face ABC = 232' m _ 2a '2""*/5 = 22

2
Face SAC = SAB = #
A, = SAB + SAC + SBC + ABC =
2 2
:>At=# +# +a2J3 + a2\2 =
= A, = (23 + V2)a2

A

2
m2 = (av3) — a2 = m = a2
c) Calculo do volume:
h2 = m2 — x2

>m2-x2=a2—-y2 =
h2 = a2 — y2

:>(a\/§)2 —x2=a2—y2:>(x+y)(x—y)=a2:>¥(x—y)=a:>

. _ a3

XY T T 23
= \/_ ﬁX:Ta

x+y=2a23

2
h2=m2 - x2=h? = (ay2) — (—2\3/’58) = h = a\/%

a2 a2
=2 I NI AN _, y=
3 4 J3 3

<
Il
wlr
w
=y
U
<
|
H
~
QL
N
@
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464.

467.

Sejam:

£: nimero de lados da base da piramide;

a: apétema desse poligono;

2x: medida da aresta da base;

m: ap6tema da piramide;

0: metade do angulo central que subtende
a aresta da base.

Temos:
€—=2)-7m=nm=>4{=n+2
€.2x-m
A 2
L=k —2 —k=>m=k-a
B 6.2X'a
2
AAOM:m2=h2+a2=>(ka)2:h2+a2:a:ﬁ
20=2T 9= _T
€ n+ 2
AOMB: tg § = X ™ ): X
g a:tg(n+2 h =
K2 — 1
h o
= X
k2 -1 tg(n+2)
B=¢- 28 ,B=(n+2) h tg( ™ ) h
k> — 1 n+ 2 K2 — 1

Seja a a medida da aresta do tetraedro regular
da figura ao lado. Temos:

AH:% iMHz%

D
BH é baricentro do ABCD = ho
LeH= 2. (28] gy a3 &
3 2 3
\/g 2 3 2
AMHB: (MB)2 = (MH)? + (BH)2 = (MB)? = (aT) + (aT) =
— MB = ﬁ
2
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Analogamente: MC = % e MC = %.
No ABMC temos:

2 2
(MB)2 + (MC)2 = (%J + (%) =a2=(BC2 =

= (MB)2 + (MC)? = (BC)2 = ABMC é retangulo em M. Analogamen-
te para ABMD e ACMD.

Logo, o triedro de vértice M e arestas Wg MC e MD é um triedro
trirretangulo.

472. a) Na figura ao lado temos uma parte da base: M
(M;M,)2 =22 + 22 = MM, = 22 m
b) M,M,M;M, é quadrado de lado M;M, = 2v2 m. 2

Area de M;M, MM, = (2\/5)2 =8m?2
c) AC= 42 = HC=2/2m M, 2 B
(VH)2 = (VC)2 — (HC)?

(VHP2 = 42 — (242)° =

=SVH=22m =V,H=+2m

Seja V o volume da piramide V(M;M,MM,).

V=%-B-hemqueB=8eh=\/§

82 m3
3

e entao: V =

473. a) Sendo DE perpendicular ao plano
ABCD, pela definicao, vem que DE &
perpendicular a DA e a DC.

Logo, os triangulos ADE e CDE sao
triéngulos retangulos em D.
Sendo ED perpendicular ao plano

ABCD e BC perpendicular a reta DC
pelo teorema <£|as trés perpendlciLa-

res, vem que BC é perpendicular a EC.

Logo, o triangulo BCE é retangulo em C.
Analogamente, o triangulo BAE é retangulo em A.
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474.

475.

b) Calculo da area total:

Sejam:

S, = area AADE, S, = area ACDE, S, = area ABCE, S, = area
ABAE e B = area do retangulo ABCD.

Aplicando o teorema de Pitagoras, obtemos:

CE=10meAE = 45 m

Eentdo: S, = 16,S, = 24,5, = 20,S, = 125 e B = 24.
Logo: A, =S, +S,+S,+ S, =60+ 126 = 12(5 + 5)

A=A, +B=60+ 125 + 24 = 12(7 + /5) m?
Sejam:
h: altura da piramide quadrangular regular;

m: ap6tema dessa piramide;
a: aresta da base dessa piramide.

Temos:S+a2=A=S—-A=a2(1);A=2a-m= — =m(2)

h2 =m2 — (2)2 = h= Jam? —a? (3)

2 - 2

veazh 8y _8=-A-h T, (S—A)\/F .
1 36V2 = (S — AP2M? — ?) o
= 36V2 = (S —A)2:2~ % —(S—A)]:>
— 36V2 = (S —A)Q>% —(S—A)] N
[ 2
= 36V2 = (S — A)2_2(SA_ i A)} -
= 36V2 = (S — A)? :A2 — 2(2’(28__2/38 - AQ)} N
= 36V2 = (S — A) —[_252; 4AS] _, 36v2 = S(S — A)(2A — )
Sejam:
Sgep = B

h: altura de ABCD relativa a base B;

d: menor distancia entre AB e CD.

Com a mesma base BCD da piramide
construimos o prisma AEFBCD.

O volume desse prisma é a soma dos vo-
lumes de duas piramides, a saber: A(BCD)
e A(CEFD).
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Sendo S a area do paralelogramo CEFD, temos:
Volume AEFBCD = Volume A(BCD) + Volume A(CEFD) =

. gh—BL,Sd _ B_dsS _, _ds
3 3 3 6 ABCD 6

Nota: . _
Sendo a o angulo entre AB e CD (que € o angulo entre EF e CD),
temos que S = (EC)(CD) sen « e entao:

d-EC-CD - 1
Vagep = 5 sehae gd - (AB) - (CD) - sen a

Portanto, o volume de um tetraedro € igual a sexta parte do produto

de duas arestas opostas pela distancia entre elas e pelo seno do
angulo por elas formado.

476. S é a area da projecao B'C'D' do tetraedro ABCD sobre um plano que
passa por D e é perpendicular a AD.
B' e C' sao as respectivas projecoes de B e C.
Consideremos o prisma DB'C'ABE e seja d a
medida de AD. Notemos que V,gop = Vggpe:
pois ABB'D é paralelogramo e os tridngulos
ABD e B'BD sao equivalentes.
SejaCE =xe CC' =vy.
Temos: D
Volume de C(B'C'D) + Volume de C(BEA) + Volume de C(ABD) +
+ Volume de C(B'BD) = Volume do prisma DB'C'ABE =

=>%'S~y+ %'S'X+VABED+VABCD:S'd=>
= % S(X +y) + 2V450p = Sd = % Sd + 2V,50p = Sd = Vygep =

A

sd
3

478. Seja V(ABC) o tetraedro em que V é triedro
trirretdngulo e VH sua altura. Consideremos
ainda a altura VD do triangulo retangulo BVC e
observemos o triangulo AVD retangulo em V.
VD=h,eVH=h
No triangulo retangulo BVC temos:
1 _ 1 n 1

2 b2 o2

1
(procure provar esta relacao com base nas relacdbes métricas no
triangulo retangulo).

No triangulo retangulo AVD temos: 1 _ 1 + i.
h2 a2 hf
Substituindo h% nesta Ultima relacao, vem: h% = % + b% + c%

1
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479.

480.

a) Sendo P um ponto do interior do te-
traedro ABCD e pertencente ao plano
(M, N, Q):

VP(AMN) + VP(AMQ) + VP(ANQ)

= VAMNQ (1)
ou seja:
1 AMAN) 1 AMAQ)
3 2 3 2
_ 1 (AMAQ) .
3 5 (AM) (2)
Dai vem:

(AM)(AN) - a + (AM)(AQ) - b + (AN)(AQ) - ¢ = (AM) - (AN) - (AQ)
que, dividindo por (AM) - (AN) - (AQ), nos da:
a ;b . c _y (3)
AQ AN AM
Reciprocamente, se AM, AN e AQ satisfazem a relacao (3), entao
P pertence ao plano (M, N, P).
Notemos que de (3) obtemos (2) e depois (1).
Sendo P interior ao triedro, temos:
VP(AMN) + VP(AMQ) + VP(ANQ) + VP(MNQ) = VAMNQ (4)
De (4) e (1) vem que VP(MNQ) = 0, ou seja, P esta no plano de M, N e Q.
b) Temos:
abc = (AM)  (AN)  (AQ)
6 c b a

Vawng = % . (AM)(AN)(AQ) =

C b a

Esse volume é minimo quando o produto —— - — - —— & maximo.
AM AN AQ

Mas esse produto € maximo quando os fatores sao iguais, isto é:

i21:L:1=>(AQ:3a,AN:3b,AM=3c)

AQ AN AM 3

Seja P a intersecao do plano bisse-
tor do diedro formado pelas faces
ABC e BCD com a aresta AD. Con-
sidere o triangulo AHD. Aplicando o
teorema da bissetriz interna nesse
triangulo, temos:

AH _

a
DH b
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Entao:
S BC - AH s S
ABC _ BC2D|-| —, >2msc _ AH _ Pac _ a
Seeo =2 Seco DH Seco b
2
481. Primeiramente devemos provar que 0s segmentos que unem 0S

pontos médios de arestas opostas de um tetraedro concorrem num
mesmo ponto. Sejam MR NQ e RS esses segmentos.

Temos:
MQ // BD
NP // BD =
BD
MQ = NP = =
Q 2

= MNPQ é paralelogramo = MP N NQ = {O}. Analogamente,
RS N MP = {O}. Entdo, MP N NQ N RS = {O}.

A reta AO situada no plano (A, B, M) encontra a mediana BM do
ABCD e, consequentemente, o baricentro A’ desse triangulo.

Deve-se provar que oA _ é.
OA 3

Unindo os pontos B e O e procedendo de
modo analogo ao que fizemos para a face
BCD, temos que BO intercepta o AACD em
B', baricentro do AACD.
Dai; MA© _ 1 _ MB'_ ap AR o

MA 3 MB

= AOA'B' ~ AOAB =
OA' _ 1

OA 3

482. Sejam o tetraedro ABCD e um ponto O de
seu interior tal que os tetraedros OABC,
OABD, OACD e OBCD sejam equivalentes.
O volume de cada um dos 4 tetraedros é

entao % do volume de ABCD.
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483.

484.

485.

Entado a distancia do ponto O a uma face é 1 da altura de ABCD em
relacao a essa face. 4

Usando o resultado do problema anterior, podemos concluir que O é o
ponto pertencente aos 4 segmentos com uma extremidade num vérti-
ce e a outra no baricentro da face oposta e, ainda, que o ponto O divide
cada um desses segmentos na razao de 3 para 1 a partir do vértice.
Na figura: 22 = 3 oa = 3(ac), 06 = L(aq).

0G 1 4 4

Considerando a figura ao lado, temos:

Veeco _ Sgcp * PH; _ PH,
Vagco Sgep * AH, AH,
PH
APMH, ~ AAMH, = —L = PM )
AH,  AM
V. V, V.
Analogamente, paco _ PN (2), “pasp _ PR (3), _PABC _ & (4)
ngco BN Vieeo  CR Vieen  PQ

PM , PN , PR PQ _,

W+@+B+@=u*e "R bo

Resolvido.

Sejam:

V: o volume da piramide triangular regular ABCD;
AP = h,, AH = h,;

AB = AC = AD = a.

Note que
Voo + Voo =V = Y
ABCH ACDH ABDH 3
Temos:
Vaewin _ AP - AM - AN - Vienn _ h, - AM - AN. )
Vansc AH - AB - AC Vv h, - a2
3
Vieng Ny -AN-AQ Vaemo ;- AM - AQ
Analogamente, = 2 e = .
M h2 a2 M h2 - a2
3 3

= L AM - AN + AN - AQ + AM - Al
iaerl Q Q)

Fundamentos de Matematica Elementar | 10



486.

487.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

Usando o resultado do exercicio anterior (484), temos:
5. AM-AN-AQ _ h,

3 )
a h2a

(AM - AN + AN - AQ + AM - AQ) =

3h
:T2(AM-AN-AQ)=AM-AN+AN-AQ+AM-AQ(+AM-AN-AQ)=>
a
1

3, o411

ah, AQ AM AN

Seja a piramide ABCDE cuja base BCDE

€ um paralelogramo. Fagamos uma secao E'

por um plano que contém AB. Obtemos o X
trapézio BCXE' e tracamos as diagonais

BD e BX. D
Temos:

Vasex  _ AX Viexe _ AX-AE' _ (AX)?

= 2 (e - = - (2)

Vs  AD Vioe  AD-AE  (ADP

Vascx " Vaexe: - A& (AX)?

Fazendo(1)+(2),0btemos: V,gop V soe AD  (AD)? =

Vieeo = Vagpe (Mesma base e altura)

Viexe _ AX " (AX)? - AX (AX)?

Vieey  AD  (ADP AD  (ADY

Fazendo A _ t, obtemos:
AD

=

t+t2=1:>t2‘+t—1=o:>t=—\/52_1

Logo, X € AD e é tal que X = M
AD 2

a) Seja o tetraedro ABCD de arestas opostas ortogonais AB e CD, AC e
BD, AD e BC. Sejam x, y e z as distancias entre as arestas opostas.
Pelo exercicio 475, o volume de um tetraedro € igual a sexta parte
do produto de duas arestas opostas pela distancia entre elas e pelo
seno do angulo formado. Assim:

v=%-(AB)-(CD)-x:i-(AC)-(BD)-y

o

-(AD) - (BC) - z =

6

(AB) - (CD) _ (AC)-(BD) _ (AD)- (BC)
i 1
X z

=

y
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b) 1) Sejamaed,bee,cefos paresde
arestas opostas.

A altura da face ABC em relacao a ABea
altura da face ABD em relagé_oa AB pas- x
sam pelo mesmo ponto H € AB.

Entao:
ABCH: (HCP = b2 — X2

(FHC) X Sb2—c2=x2—(a—x2 (1)
AACH: (HC)2 = ¢2 — (a — x)?

AADH: (HD)? = €2 — (a — X)?

ABDH: (HD)? = f2 — x2 } Sroe e @

De@=b>-c?=f-e>=b>+e2=c?+f
Analogamente, a2 + d2 = b2 + e2,

A
2) S_eja ABE a secao pelo pl_ano que passa
por AB e é perpendicular a CD.
A altura AH do AABE € altura do tetraedro 5
eHéo ortocentro do ABCD. B A_mﬁ’
H pertence ao interior do ABCD = ‘u'

— (AB)2 = (BE)? + (AE)2 — 2(BE)(HE) = ¢

— (AB)2 - (CD)2 = (BE)2 - (CD)2 — 2(BE)(CD) - (HE)(CD) =
= (AB)2 : (CD)2 = [(8500)2 + (SACD)2 - Q(SBCD)(SHCD)] (1)

Analogamente:

(AC)? - (BD)? = 4(Sgepf + (Spgpl® — 2(SpeplSpenl] (2)

(AD)? - (BC)? = 4[(SgepP + (Specf — 2(Spepl(Syacl] (3)

Notando que S5 + Sygp T Syyep = Spep € SOMando (1), (2) e (3), vem:
(AB)2 - (CD)2 + (AC)? - (BD)2 + (AD)? - (BC)? =

= 4[(SABC)2 + (SABD)2 + (SACD)2 + (SBCD)Q]

¢) O angulo AEB é sec3o reta do diedro de origem CD; AE e BE s3o
projecoes de AB sobre ACD e BCD; ABE e BAE s&o os angulos do
diedro de origem AB e das faces BCD e ACD. Sendo estes trés an-
gulos do AABE, eles tém a soma igual a dois retos. Considerando
as demais arestas diferentes de AB, temos que a soma dos seis
diedros e dos doze angulos, formados por cada aresta com as duas
faces por ela cortadas, € igual a doze angulos retos.
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489. Sejam:
V: volume do prisma;
P: soma dos volumes das piramides que tém por vértice O e por
bases, as faces laterais do prisma;
V,: volume da piramide que tem, por vértice, O e, por base, a base
do prisma que nao contém O.
Temos:

V=P+V,5V=P+ YL 5p=2.y
3 3

490. absene . bcsena , acsenp _ 302 — ‘
2 2 2 ([T

= ab sen ¢ + bc sen o + ac sen B = 6d2 A N
Seja V o volume do tetraedro cujo vértice coin- C
cide com P e cujas arestas unitarias estdo con- 5 "
tidas em PA, PB e PC, respectivamente. Entao:

B
v
%BC =abc = Vpge=V-a-b-c
Vpage € Mé@ximo = a - b - ¢ € maximo = a%b?c? sen a sen B sen ¢ €

maximo = (ab sen ¢)(bc sen a)(ac sen B) é maximo.

abseng > O,bcsena > 0,acsenf3 > O
absen¢e + bcsena + acsenf3 = constante ; =
(ab sen ¢)(bc sen «)(ac sen B) é maximo

= abseng=hbhcsena =acsenp =2d2=
~ la=g 2 sen b=d 2senf ¢ =d 2 sen
sen B sen ¢ sen o sen ¢ sen a sen 3

491.  a) Seja o tetraedro PABC que tem PA e BC, PB e AC, PC e AB como
arestas opostas e sejam AM, MP e MN os segmentos que unem 0s
pontos médios de tais arestas.

Aplicando a relacao de Stewart aos triangulos ABC, PBC e PAM, temos:

(AB)2 + (AC)2 = 2amp2 + B (g p
N
(PB)2 + (PC)2 = 2(PM)? + —(Bg)z 2)
A C
(AM)? + (PM)2 = 2(MN)? + —(A;)Q - f
B

= 2(AM)? + 2(PM)? = 4(MN)? + (AP)? (3)
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492.

493.

Fazendo (1) + (2) e entrando com (3), temos:
(AB)2 + (PC)2 + (AC)2 + (PB)2 = (BC)2 + (AP)2 + 4(MN)?2
b) De acordo com o item a, podemos escrever:
(AB)2 + (PC)2 + (AC)2 + (PB)2 = (BC)2 + (AP)2 + 4(MN)2 (1)
AC)2 + (PB)2 + (BC)2 + (AP)2 = (AB)2 + (PC)2 + 4(RS)? (2)
C)? + (AP)? + (AB)? + (PC)? = (AC)? + (PB)? + 4(TU)? (3)
1) + (2) + ( )) = (AB)2 + (BC)? + (AC)2 + (AP)2 + (BP)2 + (CP)2 =
= 4[(MN)? + (RS)? + (TU)?]

(AC)? + +
(BC)? + +
(

Seja um tetraedro ABCD, no qual as faces ABC, A
ACD e ADB s&o equivalentes. o

O plano_bissetor do diedro de origem AB inter-

cepta CD em N. Dai, aplicando a propriedade vis-

ta no exercicio 480, temos:

CN _ DN L oN=DN=
S S

ABC ABD C

= BN é mediana do ABCD.

Procedendo de modo analogo, concluimos que, se G é baricentro
do ABCD, entdo os planos bissetores de origem AB, AC e AD se
interceptam segundo AG. Como toda reta do plano bissetor de um
diedro se inclina igualmente sobre as faces, temos que AG se inclina
igualmente sobre ABC, ACD e ADB.

Reciprocamente, sendo G o baricentro do ABCD, suponhamos AG
igualmente inclinada sobre ABC, ACD e ADB. Assim, AG é intersecao
dos planos bissetores dos diedros de origem AB, AC e AD; os pla-
nos que passam por essas arestas e pelo ponto G dividem a aresta
oposta em segmentos congruentes. Portanto, pelo visto no exercicio
480, as faces ABC, ACD e ADB sao equivalentes.

<
z

a) Seja MH, L AN.

a - MN,
AMN , emque MH, < a

S,un € Mmaxima se MH, = AN,
ou seja, MH, L AN.
Logo, o triedro deve ser trirretangular.

b) Seja MHZ2 perpendicular & face ANP.

S - MH 1
Vaune = % :>VAMNP = 5 ~a - MH; - MH,

Temos: MH, < a, MH,,
Ve € méximo se MH =ae MH, = a =222, ¢ triedro deve ser

trirretangular.
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[\ N[Xe '@ — Cilindro

516.

552.

556.

576.

578.

Sejam:
r, h, Vp: raio, altura e volume g
do pluvibmetro; R, H, V: raio, h! !

altura e volume do recipiente.

S
Temos: 15tm  15cm
2R = 20mcm = R = 10 cm. pluviémetro recipiente

V=mR2H=V=mx-10%2-18 = V = 1800w cm3
Vp=V:>frr-r2-h=1800w:152-h=1800:h=80m

A= 2mr(r + g)

Seja R o raio do novo cilindro. Devemos ter:
2

2mRg = 2mr(r + g) > R =r + VE.

2
Logo, o aumento deve ser de Ly

h=8cm
B = 20m = a2 = 20m = r = 245 cm >
B .B .1
At_§+§+§A€+ASG(;50:> . 8cm
2 2 -
:At=£+£+l-2wrh+2r-h:
2 2 2
:>At:“'20+“'220+w-2£-8+2-2£-8:>

2
[32V5 + (5 + 45) 4m] cm?

A =B= 2r(2\/r2 - d2) =qr2 = 4Jr2 — d? = r=

secao

= A

2,2 _ 2
:>r2_d2:’rrr - d = W16 v
16 4
"b 2 —d? 2V —d?
[T L]
2r "
2r
1 [
- base secao
cilindro

A, = 2ma? = 2wr? + 2mrh = 2ma? = r? + rh = a2 (1)

V é maximo < r2h é maximo < o quadrado de r?h é maximo <
& (r2h)? = (r2) - (rh)2 é maximo.

Em vista de (1), r2 + rh é constante.
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Usando o fato de que: sendo x + y constante, entao xP - y4 € maximo
se, e somente se, X _ X, temos:
p q

2 2
() - (th)2 |mo:>r_=m:a_:>(r:aﬁ,h:2a\/§)
1 2 3 3 3

579. B+ A, =2wa? = mr? + 2nrth = 2wa? = r2 + 2rh = 2a2 (1)
V é maximo < r2h é maximo < 2r2h é maximo < (2r2h)2 é maximo <
& (r?) - (2rh)2 & maximo
(1) = r2 + 2rh é constante, daf, usando a propriedade citada no

exercicio anterior, vem:
2 2 2

(r2)(2rh)2 é maximo & — = 2 _ 28 [, - = a6 .
1 2 3 3

580. S = 2mr2 + 2mrh
V =mr? - h =k kconstante (1) rh
A soma r2 + rh é minima quando L - Zsh= 2r (2)

(2yem (1) =V = mr2 - 2r=>(r—§>/7h—2§>/7)

581. A, = 27S . {2m2 + 2uth = 2nS {r2 +rh=S5
Ae = 27A 2mrh = 2mA rh = A

=>(r2=S—A,h= A )
S-A

V=m?h =V =mS —A): ——2_ = V=mnAJS—A

=

VS — A
582. B=[A, ‘A, =mr?= 2w 2mrh —x) = .
1 2 -—-=
h2 — 2
:>4x2—4hx+r2=O:>x=%,h>r |-«

584.

ORH
— 4> RH=2R+H 1
R + H ( )@ :>21TR(R2—H)=5417:>

A, = 54w = 2mRR + H) = 54n (2)

= wR?H = 547w = V = b4nw

mR?H = 547 = R?H = 54 = H = FalS)

(3)em (1) > R® —27R+ 54 =0= (R — 3)AR + 6) =0 =
= (R=3,H=6)
B=mR2=B=9mA,=2rRH=A, =27 -3 6= A, = 36m
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a) A lata de maior superficie gasta mais material para ser montada.
Assim, sejam S, e S as superficies das latas A e B, respectivamente.
S, = 2m(2R)h + 2w(2R)2 = 4mwRh + 8wR?
Sg = 2wR(2h) + 2mR2 = 4wRh + 2mR2
gasta mais material a embalagem A.

b) Sejam V, e V; os volumes das embalagens A e B, respectivamen-
te. Assim,

V, =@ -(2R2 -h= 4fnR2h}
A

}:SA>SB,

A
Vg = wR2 - (2h) = 2mwR2h
0 preco do produto na embalagem A é R$ 780,00 menor do que o

dobro do preco na embalagem B; portanto, a embalagem A é mais
econdmica para o consumidor.

=2y,

OP é % da altura do triangulo equilatero de lado 2r. Ent3o:
op— 2.3 _2r/3
3 2 3 m
Sendo R = OP + r, vem: V%
cng o f2iez) (KD
3 3
Os volumes dos cilindros sao, a partir do maior: 1 - %
2 2 -f===s
w12 - 1 w(g) 1 ’n'(g : 3) 1 A3
3 3 3 B R
A soma dos volumes é: -
1 ————— -~
S:1T+£1T+E1T+...=> -7 ~
9 81
—5= ﬂ(1+i+@+...)
9 81
A série entre parénteses converge para 7 que € o limite da soma
1- =
9

dos termos da P.G. (1, ﬂ, E, )

9 81
Logo:
s = a1 | =s-= 9w,

1- 4 5
9

Resposta: o volume do sélido é %T
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588.

589.

590.

0 volume de um cilindro de raio R e altura H é V = wR2H.
Do grafico:

a) Parax = 2,temos V = 18r.

mR2-2 =187 =R =3

b) Para x = 6,temos V = 44,
m-32-44+7mr?-(6-4)=44n=>r1=2

Resposta: R=3cmer = 2cm.

Calculo do raio da base do cilindro: N

Triangulo retangulo OMB: dh
A [] B

R2=R-12+ (V3] =R =2.
Caélculo da area S do segmento circular de arco ANB:

triangulo OMB: sen BOM = g =

= BOM = 60° = AOB = 120°.
A area S do segmento circular €:

_ _ m22 1 o_ 4w
S = Sqetor(a0B) ~ Striangulo (A0B) = 3 3 2-2-sen120°= 3 J3.

O volume do sélido da figura é:
V=S-h=V= (%“ —J§) 10V = %(417 ~ 3J3) cmd

a) Ndo. b) mm?3

a) De acordo com o enunciado, podemos afirmar que o sélido S
assim descrito apresenta como sec¢oes paralelas aos planos a e 3
circulos congruentes de raios 1 m. De acordo com o principio de Ca-
valieri, tal sélido é equivalente a um cilindro, cuja base é um circulo
de raio 1 m e a altura € de 1 m. O sélido da figura abaixo satisfaz o
enunciado e nao € um cilindro.

b) De acordo com o exposto no item a, o volume V, em metros cubi-
cos, desse solido € dado por V, = 7 - 12-1=V=m

=8
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COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

629. A= -2 aR2oA, = 220 . opea = TR
360° 360° 3
¢-R __ @R _ (R 2

A, = = = = ¢ = =4R
¢ 2 3 2 3"
Seja r o raio da base do cone. Temos:
271-r=€=>21-rr:gq-rR=>r:B
3 3
R
(-]
R
3
2
B='n'r2=>B=1'r‘R—
9
2 2
A=A +B=A=TR 4 TR p = 4R
3 9 9
he—re— B2 o 2425
vel.ghoy=1.0R 2020 242 s
3 3 9 3 81
A
636. L =L.h=46cm
B 5
A
De _ 7 “_@:Ziézligzlr 1)
B 5 w2 5 r 5 5
=g (4/6) =g? - P=g — 12 =96 (2)

_7

5
640. A, =A;g-=

7

—r=>g=€ -10=¢g =14 cm

5A 5A

g = A= m8r=Aopr=24 - 5A
5 8

v 81

B=m2=B= 2A
8 8 [BA
8 5 g 5\V8m
10 | Fundamentos de Matematica Elementar
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643.

645.

646.

h2+r2=g2:>h2+%—%-% - |39A
81 25 8m 401
y_Bh _y_1 BA [39A _ ,_5A +39A-6 _
3 3 8 407 48 10w -5
_ y_ BA . A/195A v_ A [195A

48 527 48\ 2«

Sejam h — a, h e h + a o raio da base, a altura e a geratriz do cone.
Temos:

(h+a2=h2+(h—-a2=h=4a (1)

wth — a)? - h

V = 1447 = — 1447 = (h — a)2 = 432 (2)

2
(1)em(2)=>(h—%) ‘h=432=h= 4312

Substituindo em (1): 4312 = 4a = a = Y12
r=h—a=r=4312 - 12 = r = 3312
g=h+a=g= 4312 + ¥12 = g = 5312

2=r+r=g=r2

v=576ﬂ=>1-(im2 -r) — 5767 =
2 \3

=r=12%2 cm

2 2
2 . 3o . 3o .
A, = (12%)f + T 1232 212J§ V2
= A, = 7234 (2 + w/2) cm?
7\/§ Base
sen60°=L:>£=@:> % R
R 2 2R RS VT
=R=7cm 2
h2=g2-1r2P=h?2=252-72= £
=h=24cm VI
27\

B=mRZ2=B=m"'72= B = 491w cm?
A, =TRE= A, =m-7-25=A, = 1757 cm?
A=A, +B=A = 1757 + 49w = A_= 2247 cm?

=%Bh — V=21 .49% 24 =V = 3927 cm?

Wl
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650. Considerando as medidas indicadas na figura, temos:

27r(3r — hy) + wrh? + 12 =5ar2 =

= /2 +r? =2h —r=

=3h? —4h,r=0=

_ = < _ 4
= (hl = 0 (ndo convém) ou h, = gr)

wr2h
V=mar3r—h,) + 1 :>v:Trr2(3r_ﬂr)+l.m2.£.ﬂ:
3 3 3 3

—v=212 .43
9

652. At=w:>wrg+wr2=w:>rg+r2=1(1)
h2+r=g2=r=,g2—-h? (2
2)em(1)= g2 —h?2 -g+g2—-h2=1=

1+ h?
=282+ h%g2 - (2h°+h*+1)=0=g= ——
(1 + n2)f 1
r=4yg2 -h? =>r= |[———= -h? =5r= ——
(/2+h2)2 V2 + h?
654. A =Soml+mg=S=r+g=S (1)
™
g= -1 (2
S s2
emL)=r2P+r/h2 + 12 =2 =2 =2
) () ™ w(mwh2 + 2S)
.Q2 . 2
v=21 2ny=21_mS-h _ .\, _ _ hS
3 3 m(wh? + 2S) 3(wh? + 2S)
655. A, =
A =S
A=A +B=>A-A=B=S—A=B=S—-A=m?>
2 =SZA
e
Mg =A=>g=— = g= A
S—A
"
m
2 S—A) A2 —(S— AP
h=ygZ — 2 oh= | A2 | —h=
& \/ﬂ(S—A) T (S — A)
T
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656.

659.

660.

Substituindo r2 + h na expressao do volume:

2 _ _ A\2
vl nosv=Lisoa A ZCZA7
3 3 (S — A)
AtZS:>1Tr2=1Trg:S:>r2+rg:§(1)
m

g=+Jh>+r2 (2)
2 _
@em) o+ W12 =8 o ho Y82 —2mSr
v

mr
/32 _
VZ%wrz -h:>V=%wr2-M:>V - \S? — 2mwSr?

=r
Tr 3
Sejam h — a, h e h + a o raio da base, a altura e a geratriz do cone.
Temos:
(h+a2=(th—-a2+hn%2-a=

Y g

2 . _ 2
V = 37,68 > %h ~37.68 = %

= 37,68 =

2
:%-3,14-01—%) ‘h=3768=h=4cm=a=1cm
Entdo:r=h—-a=r=4—-1=r=3cm
g=h+a=>g=4+1=¢g=>5cm

_ mr?h _a(r — x)2(h + x)
v, =Ty, =

1 3 3
V, =V, = (r — x2h + x) = ?h =
= A + 2 — 2rhx — 2r2 + hx2 + X3 = #2h =
=x3+(h—2N2+ (22— 2rhjx=0=
= x[x2 + (h — 2r)x + (r2 — 2rh)] = 0 = x = 0 (solug&o trivial)
oux2+(h—-2nx+(2—2rh)=0=

:(X: 2r—h+h?+am o 2r—h— W +4th
2

,r>0,h>0

2

2r—h+ vh? + 4rh
2

vh? + 4th>h=+h?> + 4th —h > 0 = 2r + vh? + 4r —h>0

2r — h — Vh? + 4rh
2

Note que a solucao

€ sempre possivel, pois:

A solucao sO sera possivel se tivermos:
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2r—h—+vh?2 +4h >0 2r—h> +h? +4rh >0 &

< 4r2 — 4rh + h2 > h2 + 4rh < r > 2h

Resposta:
— 2 — _ 2
2r — h + +h% + 4rh ou 2r — h — +h? + 4rh comr>2hl.
2 2
666. a) A base do tetraedro regular € inscrita na base base

do cone de raio R.
Sendo L a aresta do tetraedro e H sua altura,
temos:

L=R\/§:R=%

C

2
ﬂ.(L_Js) L6y _ /6. s
3 3 cone

= T; A = area lateral do cone

A=27RH = A = zw%.% A= 2w3\/§|_2

667. r=g003a} > D-tga s h=rga

h=gsena r

2
V= —“;h = rrh=3Y (9

m

Lem@)=r-r-tga= L = rzi/T
™ mig o
2

h=rtga=h-= 3—3V ‘tga = h=§/7m
mig o T
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CAPITULO XII ESTEYE)

698.

706.

717.

719.

724.

Assiido = Pegr. = 2TIE8 = 4mr =
=227-6-g=4n1-62=>¢g=12cm
h2=g2—-1r2=h?2=122-62=
=h =643 cm

v gﬂ-r2h v g Cqr .
slido _ 3 _, _solido _ 3 ﬁ
Vesf. i'ITI’3 Vesf. i . 2
3
2wR
. 107
1m= -4 = R= 2-10° m
107 g
107\ . 1014 . 108
A:4¢rR2:>A=4¢r(2 10 ) —p=16-10" _ , _16-10° 0
ay v ™
Sejam a e r a aresta do cubo e o raio da esfera.
Temos:
Voo = Voo > a3 = %frrr3 = a= r3/%w
7 2
6 - (r?:/—q'r)
Acubo _ 6822 N Acubo _ 32 N chbo _ 33/1
esf. Arr Aesf_ Ay Aesf_ O
Relacbes métricas: 2k - 5k = 102 = k = /10
2R=T7k=R = 7—V210
3
V=2 o5 v= 45(0) .
3 3 2
1715410 3
=>V=——o6m
3
or=3h=n=129 g
5 3 r
A= 4mR?2 = 27rh + 4712 = 4wR?2 = N
=rh + 2r2 = 2R? (2)
(1)em(2):r-%r+2r2=R2=> T =
Fundamentos de Matematica Elementar | 10
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COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

N 7 _3 r _ 36 (3)
R 8 R3 32
r’h + rs
Vcald. _ " 31T - Vcald. _ 14r3
Vest. % mR3 Vest. 4R®

Vcald. — E . 3- \/6 = Vcald. — 21\/6
4 32 \ 64

esf.

a) O triangulo ALO é retangulo em L. Assim, aplicando o teorema de
Pitagoras, temos:

RR+d2=R+h2=R +d2=RZ + 2Rh + h2=d2 = h(2R + h)
Usando a aproximacao indicada no problema, obtemos

d2 = h(2R) ou ainda d = ~/2Rh.

b) Substituindo na formula R = 6300 km e
h =35 m = 35 - 1073 km, encontramos:

d=,2-6300-35-1073
d=+63-7-10%-103
d = V441 =21 km
Resposta: 21 km.

— T~
a) P é um ponto do didmetro de uma / @ T'Tz/
esfera, distinto do centro. @ w
(o}
1

o € um plano que passa por P e é per-

pendicular ao diametro.

Sendo T um ponto da superficie es-

férica e de a, entdo TP é constante, pois TP = +/(0T)2 — (OP)2 e OP
e OT sao constantes.

Logo, se T € o e PT € constante, entao T pertence a uma circunfe-
réncia contida em « e de centro P. (1)

Se T, € aePT, > PT,temos que OT, > OT e T, nao pertence a esfera.
Se T, € a e PT, < PT, temos que OT, < OT e T, pertence a esfera. (2)
De (1) e (2) vem que a intersecao da esfera pelo plano € um circulo.
b) Area do circulo maximo = mr2

Area do circulo secdo = %Trr2
2 2
Entdo: m(PT2 = w0 = (PT2 = =,
2 2
A distancia OP pedida é:

(OP)2 = (OP)2 — (PT)2 = (OP)2 = 2 — % = OP = %
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.S RIB — Solidos semelhantes — Troncos

771. A, = 2793 =6-A_ +B+b=279/3 =

face

2 2
:6_(9+3),m-+§.M+§.M:279\/§:
2 2 4 2 4

=m' = 43 cm

w
N
[-] W

h2 + (3V3)° = (4V3) = h = V21 cm

(
V=%[B+@+b] -

-V = %[@ n /243\/5 . 272\/5 N 272\/5} -

= V= —35:;/7 cm?3

777. B = 5443 = gL2f=54\/§ =

=SL=6m

b=6\/§:>§€2x/§=6\/§:>

={=2m

h?+42=52=h=3m

v="1g+ B +b] = 2
3 L]

:>v=§[54J§+ 543 - 643 +643]= > h

=V =78/3ms T
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780.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

Note que OA = 30 cm e seja
AB = AC = BC = L.

% = 45 = L = 3043 cm.

AVOM: VO? + OM?2 = VM2 =

= H? + 152 =392 = H = 36 cm

Seja DE = DF = EF = ¢. Por semelhanca:

4 24 4 24
- == =5 — = =— = {=20J/3 cm.
L H 3043 36 V3
a 2 a 2
K:§:>E=§:>a=100m 12 12 m
(MY2=52+122=m"'=13cm ot
2 10 5
2
B:Lf=>B=—(3O\/?\/__3=>B=675\/§cm2
2
2
b:%:b=w:b=300\/§cm2
_ BH _ bh _ 67543 -36 _ 3003 -24
Vtronco - ? o ? = Vtronco - 3 o 3 =
=V =5700+/3 cm3

tronco

A=B+b+3- (";L)-m' =

= A, = 67543 + 30043 + 3 - (M) 13 =
= A, = 195043 cm?

Sejam H, a altura da piramide que se obtém com o corte, H, a altura
da piramide original e V o volume do tronco assim obtido. Temos:

BH B'H h
—2 - —1 = 2B+ BB +B
3 3~ 3l =

= BH, - B'(H, —h)=h[B + VBB' +B']=
= (B —B)H,+Bh=h[B+ BB +B']=

V=%[B + VBB + B] =

_ h[B + VBB] _ n[B + vBB'][B — VBE']

=TTy Ty 7T (8 - B')(B — BB
__ h[B(B—5)] _ hB

kT EeE-ves) ° BWB -
_ __h/B

N F_F
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781.

782.

784.

785.

De acordo com as medidas indicadas: a ;3
(m')2 =h2 + (b — 8)2
4
m'
A€:a2+b2:>4(a+b)~m'=a2+b2:>
2 — a)2
:2(a+b)w:a2+b2=> / b
4 b 2
= (@+b}4h2 + (b—a? =a?+b2= =
2
2 2
:>4h2:|:u:| —(b-a2=
at+b h \ me
2 2 2 2
:>4h2=(m+b—a)(u—b+a):>
at+b a+b :
a —a
2 . 2 =
=>4h2=M=>h: ab 2 2
(a + b)(a + b) a+b

Seja E o erro cometido. Temos:
E=‘%(B+\/%+b) —(B;b)h‘ =

iE:m_m+m_m+ﬁ-h‘:

3 2 3 2 3

— E=|-B0 _ bh —\/%h‘:Ezh‘—@—E—g‘:
6 6 3 6 6

:>E=%|B—2J%+b|=>£=%(f—\/6)2

%[B+@+b]=40=>%[20+\/20b+b]=40:>

= b+2/5vb —20=0 = Vo =5-5 = b=30—-10/5

Sendo ¢ e L os lados da base menor e da base maior do tronco,
respectivamente, temos:

2 2
(g) :g:(g) :30—230\6:}%: 3-5

L B L
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23 , 4 A
_(2x+4)-1 _ __3 _J3+6
Aface - 2 - Aface 2 = Aface - 3 dm?
A, = -—\/§3+6=>Ae=(\/§+6)dm2
5V3 — x
[1
5v3| \M
1 [1160°,
P—
5V3

786. sen60°=£:£=ﬁ:m'=locm
m

2 m'
geo = 3Y3 , j3- 538
X X

= x=5cm

—6\/§=5\/§—5:>€=—30_10\/§cm
X

3
Aface:(L+€).ﬂ$Aface: 10+M Q:
2 3 2
300 — 5043
jAface:Tcm2
A=6-A_ =A=6" w = A, = (600 — 100y3)cm?
B=%-L2\/§:>B=%-102\/§:>B=150\/§
2
b:§.€2\/§:>b:%.(W) V3 =

= b = (200J3 — 300) cm?
A,=A,+B+b=A =600— 10043 + 15043 + 2003 — 300 =
= A, = (300 + 250V3) cm? = A, = 50(6 + 5V3) cm?

2 2
787. B= 28 :B=¥:B=%dm2

4
2 2
b=—€f R N R N .

4 4
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%(B+J%+b)=vz>h(8+\/%+b):3vz>

=>h(49f n /49f : 252/5 n 252/§J=3109=>h=4\/§dm

792.

sen60°=D:£:ﬂ:h:2\/§m;
4 2 4
cos60° =A—X L _4-X ,_op
4 2 4
2
2
LIR\/§:>L=4\/§m;B:£:>B:(4\/§4)-\/§:>
= B=12/3 m?
2
2

= b=23/3m?2
v=%[B+\/%+b]=>

SV = %(12\/5 + 123303 +3J3) = V = 42m?

793. Calculo da area do octégono regular em funcao do lado:
Lei dos cossenos:
{2=R2+R2—2-R-R-cos 45’ =

LR = 2FV2
A =—g.R-R-send5®
octo. 2
_ _of2+42
= Ay, = 2R%2 jAoctél—z(T)ﬁ N2 =

AL =22 + 1)¢2
B=2(2 +1)2=>B=2(V2 + 1) -42=B= 32(+2 + 1) cm?
b=2(V2 + 1)2 =2b =22 +1)-22 = b = 8(/2 + 1)cm?
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VT=%[B+\/%+b]:>

=V, = 2[32(2+1) + [32(2 +1) - ({2 +1) + 82 +1)] =

=V, =4[40(2 + 1) +16(J2 + 1)] = V; =224(J2 + 1)cm?
Seja H a altura da piramide total e h a altura da piramide obtida
quando o tronco é eliminado. Temos:

H_ 4 _H
h H—-12

=2=H=24cm

2
Vv=>_pH=ov=L1.322+1) 245V =256(v2 + 1) cm?
—g = p—g = P 56 + 1) cm

b) Seja OH a altura relativa a hipotenusa do tridangulo OAB.

Temos (OA) - (OB) = (AB) - (OH) = 3 - 4 = 5 - (OH) = (OH) = % m.

Teorema das trés perpendiculares = CH L AB

(AB) - (CH) 5-CH 24

=12 = =12 = =12:CH=?m

SABC

2 2
AOCH: (OH)2 + (OC)2 = (CH)2 = (%) + (002 = (%4) =
—oc= 1203

oc 63
V=%(B+\/%+b):>V=%(6+ 6-%4—%):
:>V=Mm3

5
x2 + 202 = 302 = x = 104/5 cm 10

Vy =m-r2-h=V, =m-102-20 = s
=V, = 2000w cm3 !0
VTcz%h(R2+Rr+r2):> 125
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Sy =T ‘320[(10 +10v5)° + (10 + 105) - 10 + 102] =

=V, = 2%“[800 + 3004/5]

Vo _ 20007 - 3 L Va 3
V. (800 + 30045) -20m V., 8+ 3V

820. v, = "TT'h(142 +14-8 + 82) = WTh . 372

_ m-h =
Vv, = 3 (82 + 8r + r2)
v, = 3V,

=3P +8+64=372=r2+8-60=0=
=r=2J19 — 4= = 4(23 — 4419)

Ao, 4(23 - 4J19)n . A, 23 - 419
A 1967 A 49

bl 1

h ]\R+r

rR-r

821.

a) h2+(R—r)2=(R+r)2:>h2=2R~2r:>%=\/ﬁ

b) V = %h(R2+Rr+r2):>V= %(R2+Rr+r2):>

=V = %h(2R2+2Rr+2r2):V= %h(2R2+Rr+Rr+2r2)=>
SV = %h[R(2R+r)+r(2r+R)]:>

V= %h[R(R+R+r)+r(r+r+R)]:>

SV = %h[R(R+g)+r(r+g):>V: %[R(R+g)+r(r+g)]=>

h
=>V==":
s N
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3

R+ R-r2=g2=R-r2=g2—h2 (2

R-r=g2-h (3)

(1) - (2)=>3Rr=a2-g2+ h?=

a2 —g? +h?
3

= Rr= (4)

2 2
g22. v=2hm %h[R2+Rr+r2]= —a:;‘"

=RZ+Rr+r2=2a2 (1)

Somando Rr a ambos os membros de (1), vem:

R2+Rr+rP+Rr=a2+Rr= (R+n?=2a%+

2 2 _ g2
:,Rﬂz\/w 5)

N

3
3)ed) =

3

Condicao para existéncia da solugao:
4a2 +h2 — g2 >o} h? > g2 — 4a2
=

g2 —h2>0 g2 > h?2
833. Sejam: V o volume da piramide;
V; o volume do tronco da piramide;
Vp 0 volume da piramide menor;
V o volume procurado.
1

Vot Vp=Vm 2V + Vo= Vs V=

V, V, vV,
o1 = = 1_ % _1
Vo 8 Sy 8 \Y 9
9

834. Sejam B e b as areas das bases do
tronco de cone. Temos:
b=ml =2

™
B - 2
B_(_g Y_B__¢8
b 2+ B b2 4
K
10 | Fundamentos de Matematica Elementar

a2 — g2 + h2
3

=

2 _ g2
Rzl(ﬁﬁiﬂ_4i4_§7ij

2 2 _ g2
rzi(ﬁiiﬂ_JL_ @rmﬂ

}=>g2—4a2<h2<g2

=V

©

3 3
9 3
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836.
X_Y_r_y
h g R
. h= g2_R2
A€1=At2:>’n'Rg=’n'ry+'rrr2:>Rg=kg-k-R-i—k2R2:>
—SRg=KRE+R k= —E_ o k= |E_
g+R g+R
Mas x = k - h.
& | |2 —gme
Assim: x = g + R g R® =
oy |BEFRE-R _ . _ 5E —R)
g+R
838.
i:g_lzri:k
h h g
h= g2_r2
A2 A A, = A= (mrPK2PR = mrk - gk(mrg — mrkgk) =
= w2kt = m2r?g2k1 — K?) = 1’k = g1 — k) =
2
K2e2 + 12) = 92 — Kk = g
=SKg+r)=g= P
Mas x = k - h.
N g? 7 2 g2
Assim: x = g% —r? = x= .
g2 +r2 & & g2 +r2
839. y_Xx :},yzﬁ
g r r
X2 =qrg —mxy =2 X2 =18 — Xy =
2 2
:x2=rg—£=x2=—rg
r r+g
242 2 2 3
y2=Xg = y2 = r<g ,g_:yzz g
r2 r+g r? r+g

Substituindo x2 e y2 em d? = y2 — x2, vem:

2 -geg—n=d= g2 —rg.
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840.
x_ 8 _h_
h h g r
h: g2_r2
Ay, +/A{1 = A, ~ Ay +/’<1 + A, = 2Ael =A, tA, =
— OK2mirg = mrg + TR = 2K2E = g + r = k = —gQJ;r
Mas x = k - h.
2y —
Assim: x = g+r JeZ -1 = x= 8+r)2g(g N
_ g—r
=Xx=(g+71 [&2—
g+ 22
3 V. =7r2 -d
841. (Q) :_2:>d3:13—
1 Vl 511"52 1

\/ Vtronco =

:>\/ w52 -1 % ~r2-d:—ﬂ(13_ Dz + 5+ 12) =
=52 Jd® = (1 —d)52+5-5d+ 52d2) = d® + Jd® =1
Fazendo a = d3, temos:
a+\/§=1:a=73i2*/§:,,d=373i2*/g

Note que d = 3/% nao convém como resposta, pois, neste

caso,d > 1.
43 — 5
2

Resposta: d = cm.

842. A, =320mm? = wRg + wR2 = 3207 =
320 — R2

—g= 20 (1)

R2 4+ 122 (2)

2
— R2
20K R) =R2+1225R=80

g2
(1) em (2) = (
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846.

851.

Por semelhanca: r-3 =r= 1.80 = r= 20 m
R 12 4 7 7
2 2
Vv, = 1T—h(R2+Rr+r2)=>VT= “—9(@) 80 .20, (&) =
3 3 7 7 7 7
SV, = 3600w m3
7
2
@2=R2+122=g2 = (87—0) + 144 =g = 17ﬁ m
Calculo da area lateral do tronco:
A=m(R+ng=A, = Tr(& + &) N EAC RN A, = 116007r m?
7 7 7 49

O é baricentro do ABCD: BO = 6 dm.
Pitagoras no AAOB: AO = 8 dm.

%=BE:>%=9=>L=6J§dm

¢ AO' ¢ 4
A7 — =2 5 3/3dm
L Ao:>6J§ 8:>\/—
2
2
5. 23 g (64343 _
4 4
= B =273 dm?
2
2
b=€f=>b=(3\/§4)\/§=>b:27;/§dm2

V=%[B+\/%+b]:

—V = %(276 + [2743 - % + %) =V =633 dm?

Suponhamos, sem perda de generalida-
de, uma piramide quadrangular regular,
como mostra a figura. Por semelhanca,
temos:

x3 V x3
Sl 2 (2| 21
h Vv h n
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856.

857.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

3 3
A = i = Ll = X = hiﬁ
h Vv n n i n
Sejam d, e d, as distancias procuradas. Temos:

27 + 98

= L1 98 o H,=10cm

Y27 + 98 + 91

3 H
= _N2r ., h_3

, 7+98 10 5
d, =12 -H,=>d, =12 -10=d, = 2cm
d,=12 —H,=d,=12-6=d,=6cm

S T

I |HI

Por trigonometria obtemos as medidas in-
dicadas na figura.
Por semelhanca, temos:

d r' ' d
/3 r J3
d
=2-(r=r=y=2(r— —
y ( )=y ( \/5) )
Tcone=frr~r-2r+1-rr2:>ATcone=31-rr2 B 300
7
Ttronco gATcone $
L1 - 00°
w(r+r‘)'y+ﬂr2+wr'2=%-37rr2:> ror—r
d d 2 _ 21 32
s |r+ =[-2/r— =+ + = ==r =>d===r
(&) A5 E-3 4
3, Y 5
m2=h2+(—h) = m= =h
4 4
h
A, =240m2=4- 2 =240 =

:>3h'%h —240=h=28m
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2
b 2 1
b4 | L p=2L . B
B 16

2
:b:i(§h) —b== .2 82 5p=9gm?
1612 16 4

858. Seja d a distancia procurada e h a altura do cone.
Temos:
h2+R2:g2=>h2:g2—R2

Asegéo=A€:>wr2=Tng:>r2=Rg
2 2 2 Rg(g? — R?
d :ﬂﬁ' = d :E:d:b
g2 — R2 z4R2 g2 — R2 R2 R
V 3 3 e~
1 _ r _ I
V, 3 3
2 _ X _ X
V—R—3:>V2—R—3V (2) \Y
2 h_a g
V-V, b
(1) e (2) em (3)
x3 r3v
p3 ' p3 3 _ 3 3 3
R3 R®  _ a _, X r°_a _ , - gaR® +br
o x8 b R3 — x3 b a+b
\" =V
R3
LY b Hvb
862. 1]l =2 =sH =" (@1
(] -2-n-tw
H3
2
H
2 =§:>H2=£(2)
H p B )
SHJVS  bHVb
SHy —bH, _p we B B _p
BH — SH q _ SHYJS q
2 BH — X2
VB
2
JS2 —b3 _p _ (pBﬁJrquB)
=5 ==L 5 S=3|————
VB® —s® g p+aq
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863. r=4L.33 _ ,_ a3
3 2 6
2 2
k=P s k= o &3 o = m2
6 12
ma?
X)) - _12 )
= = = x=H
(H) a2y/3 33
4
865.
h + 2x Dados: éreas das bases: a e b.
Pedido:
_ V, Y
Vs =V,

Vo, (h+x?3 - Vo, =Vi _ (h+x3 —hd
v, h3 v, (h + x)3
=
Vi (h+2x3 Vs = Vo (h+2x3 —(h+x)3
V, (h+x?3 v, (h + x)3
_ (h+x8® —nd
= y=

(h+2x)% — (h+ x)3
Fatorando as diferencas de cubos, vem:

_ x[(h + X2 + (h + x)h + h?] _ 3h2 + 3hx + X2
i x[(h + 2%)2 + (h + 2x)(h + x) + (h + x)?] ~ 3h2 + 9hx + 7x2

(1)

Usando a semelhanca, temos:

2
b _(h+2x h+2x _+b . 2x _Jb—+a
a (h ) = Ty J5:>h Ja =
x _+b-+a
= h oJa

Preparando a expressao (1) e substituindo % temos:

2
y = h h2 _ 2Ja 4a _
2 2
3+9X 47X S gHb-va ;b - Va)
h h? 2Ja 4a

10 | Fundamentos de Matematica Elementar



MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

866.

867.

_ 12a + 6va(yb — Va) + (b — V&)’
12a + 18Va(vb — va) + 7(vb — Va)’

_ __12a+6yJab —6a+ b —2Jab + a
12a + 18yab — 18a + 7b — 14/ab + 7a

7a + 4Jab + b

a+ 4Jab + 7b

=>y=

De acordo com as medidas indica-

das nas figuras, temos:
hy 122
h, 2442 = (h,=12cm,
h, +h =36 hy=24cm)
1 2

2

s _ (hl + 36) .
SABCD 36
2
- S - (—12 + 36) — S = 256 cm?
12 36 A12V2 C

Sejam Viugep = Vii Vunpg = Vai ;J’/

VKEFGH = V. Temos:

+122-36=V, = 1728 cm3

1
3

V,= 1 .256-48 =V, = 4096 cm?
3
%-242-72:V=13824cm3

Y

Vp =V, -V, =V, =4096 — 1728 = V, = 2368 cm?
1 1

Vi, =V =V, =V, =13824 — 4096 = V; = 9728 cm®

v,
V=V, +V,mV=V, + 2y = 2 =3
8

3° Vv }VT
o _ 3 y/
\% 8 x3 _
Ve

=
_ ( X )3 123

v 12

+

y=12=y=12 —x=>y=12- 633 = y = 6(2 — ¥3) cm
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Y 3 3
868. —1=(£) =V = .y

v, X 3
Analogamente:

y3

Vs = 3 Vo Vg = y_3
V, -V, =V, -V, =
=2V, =V, +V;=

—ov, =1y +£‘V =23 -y3=r3 (1)
27 13 2T 3 2 y

x3 R®
3= Vo=V, m V=22V =V, + V=22V, = = Vo — V=

v
=23 -x3=R3 (2
Ve + 2r%

876. Seja o tronco de prisma indicado

\%

na figura.
Temos:

_ . AA'" + BB' + CC'
V - SA]_B]_C]_ 3

Devemos demonstrar que
AA' + BB' + CC'
3

em que G e G' sao os baricentros das duas bases. Tracamos as
medianas AD, A'D'; depois DD'; GG' e a diagonal A'D do trapézio
AA'D'D; sendo E a intersecao de A'D e GG', temos, observando que
GG' é paralela as bases desse trapézio:

= GG’

EG _ DG _ 1 _ ggo M
AN DA 3 3
EG _ AG _ 2 _ o . 20D
DD AD' 3 3
Trapézio BCC'B': DD' = w — 2DD' = BB' + CC'
Assim: EG' = BB+ CC
3
GG' — EG + EG| — AA' + BB’ + CC'

3
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=R\ — Inscricdo e circunscricdo de solidos

902.

911.

Figura 1 Figura 2 2
=
N P 3" Q .
3/ b3
ol o
5 £ 2, LR
6 3 6
Figura3
T 35S
Seja ¢ a medida da aresta do octaedro. %é’ %f
Devido ao paralelismo e a semelhanca
entre os triangulos formados nas faces
do octaedro, temos as medidas indica- U ¢ ¢ ¢ R
das nas figuras 1, 2 e 3. 3 3 3
Nos triangulos hachurados das figuras 2 e 3:
2,443
{+ =f|—==
2 _ 2 /3 ( 3 ) 6
2 — T — = e— = D ——— e —————
h1 + 36 S = h1 6 = SF,QRS > =
_ 5¢243
= SPQRS - 36
4 /3
24|22
2 _ 442 €3 _ (3 ) 3
h§+3—9 :hz—T:SRSTU 5 =
_ 2243
= Spsy = 9

Se R é o raio da esfera circunscrita, temos:
RZ%:>3\/§:%:>€=6

_ 56243 ,2:62-43

RSTU = Sse(;éo 36 9
= Seeca0 = 1343 m?

=S S

=

Sse(;éo PQRS =

Sejam A a aresta do tetraedro circunscrito e a a aresta do tetraedro
inscrito na esfera de raio r. Temos:

A6
r= —— = A = 2.6r
12 Ve
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4 6 3
V. 3 V. 3 V.
_1_A_3:>_1: (2\/€r)3:>_1:27
Vv, a Vv, (2*/gr) vV,

3
914. a: aresta do octaedro
x: aresta do cubo
2

a2—(¥) =16 = a =42 cm y 4
X:_a\/ﬁ =>x:—4*/§'\/§=>x=§cm 2

3 3 3 ay2

919.

De acordo com as figuras acima, temos:

a8 _ a3 _ op - af3

oP =
2 3 6
AP = 2 PB
Ap = 2843 Lav3
3 AO _ 2 A0 _
= — = = — =3
a3 OP  aJ/3 oP
AQ = &2 D2
2 6
2
(§e) NE
A 2
Stetra — 4 = Stetva — §
2
Scubo 6 € 4\./5 Scubo 8
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922. rzih:>r=1-ﬂ:>r=@
3 3 2 6
A, = 3ah
prisma
= 2mh=A, P VNN
Leilindro Ceilindro 6
A _ w3 h
€prisma 3
Afprisma — 3ah = A€pnsma — 3\/§
A mwav/3 h A o
cilindro 3 cilindro

925. Note o triangulo retangulo A'BC
(A'B é diametro).
sen30°= 2 — 1 -5

2R 2 2R
V=mR?h=>V=m-(52 12 =
=V = 3007w cm3

R=5cm

933. 4mR? = 1447w = R = 6cm

5 5
==R=g==-6=g=10cm
g 3 g 3 g —~\
R2+h2=g2=62+h2=102= ‘V
= h =8cm
2 .62 .
chﬂ — V _m-6°-8 — V =961 cm3
3 ¢ 3 ¢ -
V. =4mre v =45.6% o v =288wcm?
esf 317 esf. 3’n’ esf. &
= Ve -1
Vesf. 3
Bzg R2J3 = B=§-62J§ = B =543 cm?
v—% = V= 54*/§ 8 & V=144J3 cm?
935. Note que PQRS é um losango. ! ﬂT\""" 1
1 c !
v =2-zs, .. -< o <
octaedro PQRS ! L~ e~
13 a.b2 "4’/ ISR ‘-2
= Voctaedro — 5(7)0 = /L_\_&W___
_ abc R U b
:Voctaedro - ? 3
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937. A
I’ A
” C 6 6—a
npfF
Ly T| C
SR Plaz
A o, B L2 Bl
/7| (o] 3 OI—I DA :B
3 32
2
a2
AAPC~AAOB= 8 =8 - _2_ _a-0op
6 32
2
V=adi=sVv=282=Vv=8ms
938. g
A
& h h—a
C 1P C Clp
P I W a\/Ta
AN D 2
//"/ O 4 BI F FO
B 1 1
a2
AAPC ~ AAOB = D=8 — _2_ _, ,_ _ha
h 2 h—a
2
939,
A
27
4 =P
o2 || n
2 |7
: se——o
\ ‘ 2\/? >
2
Aocta—32\/§m2=%=32\/§:>a=4m
BO % = BO=% = BO =242 m
A .= 1202 m2 = 4th = 122 = ¢th = 3V2 (1
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AAPQ~AAOB:>% 22 - N L h=a2 -2 (2

h
2
) em @)= €(4v2 —€\2) =32 =2 -4(+3=0=
{ =3m h=+2m
= ou = ou
¢ =1m h=3/2m
Sendo V = ¢2 - h, temos:
V=322 = V=92 m3
ou
V=12-3J2 = v=3/2m?

a.b %M
1.2 2. ¢ '
940. Vyo=—= -2-2.% 4NN
AMNP 2 2 'CA‘:,J/W>(1
bc 2P0
=V = ac 7
AMNP = g p ,/,
Vooii. = Voaral. — 8Vawne =
_ abc _ b
= Vi, = abc — 8 - 28 = Voo, = gabc

942. a=RJ2 = R=-2

V2 C 2
Ve = wR2 - 2R = Ve = 27R3 =

Cil.

3
=V, = 211(1) = V,6 = —=

\/5 cil. \/5
Vocta. _ 3 N Vocta. _ 2
Vai ma® Vai 3m
V2
943. V, =mr?-2r=V, =2mr
a=r/3
3
3
Vtetra = - \/5 ivtetra = (r\/g) \/E =
: 12 : 12
_ 36
= Vtetra. - 4
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r3.J6 8w — /6
Vei, = Vieta, = 271° — /6 = Ve, ~ Vietra. = ( ) r?
4 4
mr’h = 81— 6 = h=—8ﬂ‘7_‘/6 r
4 41
1
945. Voo = ST - RE- RV3 =
3
= Vcone = % R3
Vy, =mr-r=V, =ar (1)
R R—r
AABO ~ ADBC = —= = =
RV3 r
=71 = ﬂ R (2)
2
3
(2em(1)=V, = w 3-V3 SV, = (27 - 15V3) _
1. 2 1. 4

Vcone — Tl'\/§ -R3 . 4 N Vcone — 2(3\/§ + 5)

Vol 3 (27 — 15J3)w Ve, 9
946. Aecp: area lateral do cone parcial

Afcu: area lateral do cilindro

Afcn. - Aecp =

= 2nrth = @ry(H—h2 +r2 =

=2h=JH-hZ+r2 =

= 4h2 = (H—h)2 + 2 (1)

AABO ~ AACO' = R = _H _RH=-N
r H—h H
2
_ —
(2)em (1) = 4h2 = (H — h) + [R(H h)] Lpo W R g
H 2H + \H? +R2
R( _ HJH2 +R? )
B)em(2)=r= 2H + JH2 + R? o _ 2RH
H 2H++VH2 + R?
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947. Aecone - Agcil.

menor A

= my(h —x)2 +y2 =2myx = _"h_x

= Jh—%2 +y2 =2x (1) ’ .

AAOB ~ AAO'C = y7
h__ h—x CIEs mbY:

g Jh—x? 7

= Jh—xZ +y2 = B1=X (5

(2)em(1):>w =

948.  AAOC ~ AAO'B =
R G

r G-h2 + (R
G- 2 +(R—r2

A, =A
cone
menor

= a6 -2 +R-n2] =xR2-1r)>

ZCOYOB

srfaG-J +R-12) =R -2 =

ér(@) —R2-25r=R|—FR_ (2

R G+R
2 _ R2
AAOC ~ ABDC = Y&~ —R* _ R _,
h R—r
2 2
@ G h R2 _ R R
R—R\/ R
G+ R

=h=+vG-R((HG+R - R)

949. AAO'B ~ AAOC =

L r_1_,_R
R 2 2
_ mh
Vtronco_ ? [R2+R‘r+r2]

2
- R R R
Vtronco:T|:R2+R‘§+(§):|:
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_ 7wR3
:>Vtronco_ 12
V= Vain. ~ 2Vionco
3
V=17R2-2R—2-%:>V=§"TR3
A
951. wo =T,

A, 4
20RR+H) _ 7  R+H _ 7
mRR+G 4 "R+G 8
Gsena +Gcecosa _ 7 = sena +8cosa=7=
Gsena + G 8

= sena +8(V1 —sen o) = 7 =

:>653en2a—14sena—15=0:>(sena = —% ousena = %)

.= arc sen §

965. V, = mr?h
: _.,4
_ 4
Vesf. = E’TTRS
Antes: mwrh
Depois: mr2h + —’ITR3

4R3

mr2(h + h') = wrzh + A0Re Sp =
3 32

967. 2w%~y=wa2:>x~y=a2

— a2 oxy = 2a?
{Xy a :{Xy T xty= P 122 (1)

X2 +y2 =2 X2 +y2 =2

—2xy = —2a?
{ Y = x—y=+d2 —2a2 (2)

X2 +y2 =2

_ N + 282 + Jd? — 282
2 ’

1Le2= (x

2
Condicdo: d2 — 2a2 =0 = d = a2

y = & + 222 —Jd2—2a2)
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970. Na figura:
x2=52-42=x=3

B=%x2J§ = B=§-32J§ =
= B:—272\/§ m?

S

F-—-———=

\
T
7

X
Aface:3'8:>Aface:24 m2 X
A, =6 A,,+2B=>A =6-24+2-27=

= A, = 9(16 + 3J3) m?

971. Consideremos a projecao da esfera com
suas esferas inscritas no plano que contém r
uma das faces do cubo, conforme a figura B
indica. Temos:

AB = 2r/2 A
MN = 2r + AB= MN = 2r + 2r/2 =
=2R=2r(1 +v2) = r=R(H2 - 1)

972. Sejam C, e C, o centro de duas es-
feras, conforme indicado na figura. !

C1C2=8cm=>%2=8=> PG ¢

=a=8/2cm ol N
C é o centro do cubo; P pertence a
esfera de raio C, . C,P = 4. 1
CP é a distancia procurada. Dar:

o Mo

CP=%+4:>CP=%+4:>

N

= CP 4(\/5 + 1) cm.

973. C C

2r

)
A
QES
»
mn.p
~ N
oS
Vr
N
=
N
of
N
|
-

—2r

1 - Ca-2rg (@a—2rv2
a 2
Sejam: C, C,, C, ... C4 os centros das esferas.
ACHCy:

2
& _ar+r2 4
4

2(a® — 4ar + 4r?)
4

=4r2 =
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=3a2—12ra— 4P =0=a = %r

Note que a = # r <reentao:a = %(2\@ + 3)r.

Vl = chbo Vesf. =
4 3
:Vl—ae’——-w-(é) =
3 2
SV, = 82T 53 1)
6 a
V2 = chbo 8Vesf. =
4 3 r a
_ a (BN r
:>V2—63—8 § W(Z) = V/\rz%
~r
SV, =81 a3 (9 D
6
De@ =V, =V,
2R=a\/§:>a=¥
2R3
R=28_Rr=_3 _p=PR3
2 3 3
2R'=a'x/§:>2R3\/§=a'\/§:>a‘—§R
s amm= S
2 2 4R? - 2s
A..=6(a")2=A :6~(— R) =A== - = A = =2
¢ (@) c 3 ¢ 3 T c 37

=== ==
AD 16-R R
— 20R = 192 — 12R =
—32R=192=R= 26 _,
16

=>R=6cm=2R =12cm
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984.
A, =50mcm*=aR-2R =50 =R =>5cm
AABC = AB2 = 100 — 25 = AB = 543 cm
AABC ~ AADO — 2¥3 =1 =é o r= B8 o
986.

a) AABC=G2=H?+R?>=H =G> — R?

AAOD~AACB= L = H—r r _ J& - R —r
R G R G
L _R/@ R
G+R
b) AABC = G2=R2+ H2=R = /G2 — H2
— 2 _ H2
AAOD ~ AACB = —F_ —H-r _,_ WG —H

= —_—
VG2 — H2 G G+ VG2 — H?

c) AABC=G?>=H>+R>=G=+H® +R?

H—r RH

AMOD~AACB= L =_2-F - __ R0
R JH +R? VH? + R? +R

G H—r HH -1

d) AABC~AADO = 2 = —~—TF __ - Gg= ——

: H  JHH-2n JHH = 2n)

R _ r — R= Hr

H H(H — 2r) H(H — 2r)
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Pelo exercicio anterior, temos:
r-h G = hth —r)

Jhn—2n""  Jnhth—2n°
2Kh2

v=loreh o v=2d 0T

3 3"h-(h—2n
- V= r2h?

3(h — 2n)
_ _ h h(h — 1) _arh(h — 1)

A, =mRG=A, =" 4 . = A =
=T T — 20 Jnth — 20 ¢ h— or

AABC: (VBB): = (V30)

AAOD ~ AACB
r 5 \/30
—_ = — = r= -—=Cchm
3 V30 2
At’ 4 41rr2 4
esf. — T = — == :>9r2:R2+RG (1)
A 9 7R(R + G) 9

t

cone

AAOD = sen 6 = —— = = _Hsenb o
H—r 1+ send

AABC = tg § = E S R=Htgo (3)

H H

AMBC =cos =2 =G= 4)
G cos 0

(2),(3)e(4)em (1)

9(H sen 0)2 H

————— =H2tg?0 + Htg 6 -
(1 + sen 0)2 g 8 cos 0

=9senf-cos?h=(1+send)P®=
= 9senf(1—sen26)=(1+senb)3=
=9senh (1 —senB) =(1+ senh?Z=

sen 6 =

|

N =
U
[«=}
Il

ol
wla

=10sen?9—7senf+1=0=< ou

é:>26=2-arosenl
5 5

sen 0

Resposta: T ou 2 - arc sen 1.
3 5
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991.

992.

993.

994.

AABO: y2 + x2 = 2512 (1)
Relagdes métricas no AABC
(produto dos catetos = hipotenusa X altura) =

=D5r- J4R2 —25r2 = 2R - x =
. JAR2 — 952
5r - V4R 25r 2)

=X =
2R
(2) em (1):
2 2 2 2
y2 = 052 — 250 (4R? — 25r2) _ y = 250
4R2 2R
R_H Rd = rH
r d = 5 5
H-n2 = +r2  (H —2Hr=d

=SH2-2Hr—d?2=0=H=r+ Jd? +r2

. 2 2
Ra=mH=R=H - r=! e+ dd + )

. [r2<r+ 7 rﬂ 1+ T

wR?H _ &
3 3
3
ar(r + J&& + 2)
3d?

V = =

=V =

Relagdes métricas no AABM:
36:-36J3 =72 -r=r= 18J3 cm
A=2mr +7r2 = A =312 =

2
= A= 3w(18V3)" = A =29167

W @e@E H tg2 « + Htga -Hcosa _ 18

=
2H? - sen? a 5
=36sen?a—36sena+5=0=
Fundamentos de Matematica Elementar | 10
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= (sena = 2 ousena = 1)
6 6

. (2a = 2 arc sen % ou 2o = 2 arc sen i)

995.

2
AABC = g2 = (3a)2 + (323) = g= % a (1)
AMBC~AADO = 38— _ r W 3a_r _ 1 _,
g 3a 36 , 3a
2 2 2
o= Sa(\/g — 1)
4
3
_4 _ 4 [3a(y5 - 1) 9ma3®(\5 - 2)
Vesf. - §1Tr3 =>Vesf. - EW{T =>Vesf 2
998. AABP = PA2 = 102 — 62 = PA = 8 cm B
ABCP = PC2 = 102 — 62 = PC = 8 cm
. 10
Spep = Sgep = 8.8, Sagp = Sgcp = 24 cm? 10 %
8-8 PR >
Siop = —5— = Sacp = 32 cm? ¢ R
8V2
Caélculo da area do AABC: .
= —1O+12+8\/§ =p= (10 + 442) cm

Spec = = Jplp—a)lp—b)p—c) =
:SABC — (10 + 4¥2)(10 + 4¥2 - 10(10 + 42 - 8J3) =

Spgc = 8v34 cm?
VOPAB + Vorac T Vorae + Vossc = Vease =
1 1 1 1 _1
:>§SABP'R+§SACF"R+§SBCP'FH'ESABC'R_ESACP'PB:>
% (24 +32+24+ 834 ):%.32.6:>R:4(10T \'34)0m
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999.

base face lateral

(TS

rV/3

O apétema da base mede —

O apétema da piramide é igual a altura da face e mede %

Calculo da altura h da piramide:

NC =y

=15 - h - x

2 2 .

h2=%:>h=@. - ’
4 2

Calculo do raio x da esfera:
Da semelhanca vem:

X h — x X h h(vV3 - 1)
_ = e — X:—
W3 a1 JB+1 2

2 2

Ouseja:x=w.

Calculo dos volumes:

a) Da esfera:
4 5 _ 4 |6 (3 - 1) J6
Vesf_ = §1TX3 = gﬂ[f = T(3x/§ - 5)17!’3

b) Da piramide:

pir 3 2 2 4

Entao:

Vo, _ 342 3 4 _ 9 +53
Vesf. 4 \/6(3‘/§ - 5)11-r3 2m
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1000.

AABM = m2 =36 —-1=m= 35
AMHM = h2 =m2 — (V3 = h2=35-3=h= 442

R J3 J210 + 342
AAHM ~ AAOP = = = R= Y&V T ONZ
42 —R /35 8

1001. r = raio da esfera
R = raio da circunferéncia inscrita na base

r a o
— =tg = =>r=Rtg =
R tg2 tg2
h _ —

E—tga:h—Rtga
6\/§=R:>€=—2R\/§

2 3
Calculando os volumes:

_ _ 4 a
esf. S = Vesf. - §1TR3tg3§
VA:le.l_QR\/g.R Rtga=—23
pir. 3 2 3 3
Entao
23ntg3 &

Vesf. — in3tg32 . 3 = e

Vv 3 2 2J3R3tga 3tga

1008. 2:%-h:h:£+1

AAOD = A0 =h — 1 = A0 = /5
AAOD = AD? = AO2 — OD2 =
= AD2 = (V5 — 12 = AD =2

AAOD~AACB:%=@ ~ R=
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1009. O lugar geométrico de todos os pontos que D
equidistam de A, B e C é a reta perpendicular
ao plano por A, B e C, passando pelo circun-
centro do AABC. oS
O lugar geométrico dos pontos equidistantes — )
de A e D é o plano mediador do segmento AD. NSSGRTS
Logo, o centro da esfera circunscrita ao tetrae- 4
dro ABCD ¢€ a intersecao desses dois lugares. B
po = 2. 83 - 63

3 2 3

2
AAOO' = AO2 = AO'2 + 00'2 = R2 = (%) + 2R = %e

1014.

AAOD = R2 = (212 -2 =R, = /3
A, =aR(R, +2R)=>A, = wr/3(r/3 + 2r/3) =

Teone cone
circunsc. circ.

= A, =97 (1)

2
AOBM:Rg:r’Z—(L) =R, =03
2

2
At-cone - ’ITR2 (R2 + 2R2) = Atcone - ’lTr23 (3 ’ rf) =
) o :
j At{)one = T4r.r (2)
_ 1
me@=a, -1a_

insc. circ.

1018. Rel. métricas AAOB = R;R, = R, (1)

Vtronco =3 Vesf. =
2R _ 4
= T(R’f +RR, + R2) = 3- 3™ =
= R2+R, R, +R2=6R2 (2)
R, +R, = RJ7
De (1) e (2) = =
R, —R, =Ry3
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(r =T +VB g - T=V3 ¢
(1 2 2 2 )

Aioneo = TRZ + mR3 + @R, + R =

tronco

A - “[(Mf (5] (uﬂ % -

2 2 2
= Atronco = 12ﬂR2
1025. Vcone = Vcil. = hcone = 3hci|. (1)
AOAM: -

P=x2+y2=ox2=r2—y2
AABC: h2, = (2r)2 — (2y)? =

= h, = 42 —4y? (3)

(2)e(3)em (1) =

=r+x= 342 —4y? = x=

o=

1027. Por semelhanca:

3 :>R=§dm.
3

1_3
R 8
b=gr2\/§=>b=g-12\/§=>

ibz%dm2

3 3
=>B=—-R23=>B=—-(
2 3 2 3

= B

v=%(8+@+b):>v=§ (323‘/5 + /323\/5 : 3\2/5 + 3*2/5):>

=V = Mdnﬁ
18

_ 323:/§ dm?

1028. AAO'D ~ AAMC =

A-X g2

a _
23 6 3 (@)
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AOOP=x2+b2=16= A
=02 =16 — x2 (2) o P]4_X
A°°r°a:A5§§§=> ) —S= _[_x
_ 1 R
= m(b? — a?) = 1T(2\/§)2 = 2]
= b2 a2 =12 (3) R
1) e (2)em (3) = - |
=16 - - 22— 12 Yy
=5x2-2x+1=0=x=1m
1029. cubo e esfera base do cubo e do cone
rC
a 12r : a
2 fe A:\
~—F
aVv2 r.
a2 + (ax/§)2 =2n2=a= % ro(1)
a=rcx/§é>—2‘/§r=r\/§:>r=—2\/§r(2)
3 ¢ ¢ 32
2
h%=r2—r§:h%=r2—(—§\gr) =>hc=—r33
2. h w2 2. N3 .
2 -
v Tl oy o3 3y - 2m3
¢ 3 ¢ 3 ¢ 27

1030. AADO' ~ AAEO =
~2_h-2 _ -3
1 h-5
AADO' = AD2 = (A0')2 — (DO")2 =
= AD2 =62 — 22 = AD = 42

AABC ~ AADO' =

R 8

= =-—"- 5 R=2J2
2 42

V= Vcone - Vesf.l - Vesf.2:
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V=73 3 3
2
Sy T@2) -8 4 4. 4 23 =V =28" ¢p3
3 3 3 3
3V
érea da coroa = area da base do cone = m(b? — a?) = ,,T(VT) =

2

:>b2—a2:_3£ 1)
2 2 _ 2

APOA:>b2=r2—(x—%) — p2 = 3 42 + 4xr 2)

&,
_ a _ 2 o _ 27r2 + 12x% — 36rx
AEPD AEFC:>E al-rld = (3)
2 2
(2) e (3)em (1):
32 — 4x* + dxr  27r% + 12¢* — 36rx _ 3.5 _,
4 36 4
3

=S 16x2 —24rx + 2 =0=x = Zr
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NP — Superficies e sélidos de revolucdo

1038.

1039.

S 2 =132 = h? .
3 2 =152 — (14 — h)2
h®r® — 29+ 28h — h2 =169 —h2=h = 5 cm
14 — h Entdo,r = 12 cm.
15 V=V, +V,
Assim,
. 2 .
v= 112" 0F9 _y_ g700cmd.
A=A, +A,

Assim,A = - 12 - (13 + 15) = A = 3367 cm?.

Sejam ABC o triangulo e e o eixo que passa pelo baricentro de ABC

e paralelo a AC.
1
xX+y==a
Y73

2x+2y=%a

3
hY 1
V1+V2='n'(—) ~[(2x+2y)——(2x+2y)]
3 3
hY (2 1 2
V1+V2='rr(—) -(—a—— a)
3 3° 3 3
4
Vy +V, = comhia
2
vszlw(@) 28 5y, = Banea
303 3 81

_ _ A
V—V1+V2+V3:>V—§h2a7r

Fundamentos de Matematica Elementar | 10



COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

2
1041, 2 =42 - (ﬁ) =32 ¢n
2 2
V= Vcilindro - Vcone
Cilindro: altura = 3 cm;
raio da base = r = % cm
Cone: altura = % cm;
raio da base = r = % cm
2 2
Ento:V=m| ¥22| .3 - 2. T[¥D3| .3 = 557 g3
2 3L 2 2 2
cos60° = BB  AE=EF= 2 ¢cm
5 4
1052. No AADE: 2 3
sen 60° = DE = DE = ucm
5 4
L 2
V = Vtronco + Vcone
tronco do cone: h = EF = % cm;
r=DE = @ cm;
4
R—BF= 23 ¢
2
cone: altura = % cm;
raio =R = @ cm
2
Entao
T - § 2 2 2
v — 4|(53) [ 5Y3 543  (5J3)| .= . (543).5_
3 2 2 4 4 3 2 2
_ 57w 525+3‘375 :875w+125w=>
12 16 3 8 64 8
V= 1875w 3
64
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1061. Os volumes dos soélidos gerados pelos triangulos ABE e DCF sao

iguais.
B 27 C
12 E
r 1
o L [e
A a E D a F U
c0s 60° = & = a=6cm
No AABE: 12
sen60° = — = r=63 cm
12 V3
V= Viiindro
cilindro: r = 64/3 cm; h=AD —a+a=27cm
Entao:
V= m(643) - 27 =V = 2916w cm?.
A - Aecilindro (cone

cone:r = 63 cm; g =12 cm
A=2m-6J3 27 +2-m- 63 12 = A = 4683 wcm?

1062- A€ci|indro - 27Trh e1
em torno de e, : Ae1 = 2mba o
=A
emtomo de e,: A, = 2mab £ i
2 a
(e
b U
1064.
q_1 _
—===p=2
0 > p q

No triangulo retangulo ABO, temos:

52 =42 + 2= q=J5cm ep = 25 cm
e

5-d=p-gq=>d=2cm.

S=¥:>S=2Ocm2

Pela férmula de Pappus-Guldin: V = 2wSd, vem:
V=27-20 2=V =80mcmd.

De outro modo:

V=V = mr’h = w(2d)2 - 5 = V = 80w cm?3.

cilindro
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1065.
30° No triangulo retangulo ABO, temos:
A Ce R
36 | R Py
- o_ 2 _
e S:Iz sen 60° = = = R =363 cm
60 5 - 36
h|O0 e
cos 60° = n = h =18 cm.
36
V = 2(Vtronco de cone - VCOHE)
tronco de cone: R = 36+/3 cm; r = g =183 cm; h = 18 cm;
g =36 cm.
cone: r = 183 cm; h = 18 cm; g = 36 cm.
Entao:
V= 2{“ '318 [(36v3)” + 3673 - 1843 + (18V3)°| - z (183) - 18} -
=2 -6m3888 + 1944) = V = 69984w cm?
A = 2(A|attl'0ﬂ00 AIatCOne)
=A=2-[n(36V3 + 183) - 36 + w-18J3 - 36] =
=2-m-36-72J3 = A = 51843 7 cm?
De outro modo:
V=2mSd =V = 2m - @ -18V3 = V = 69 9847 cm3
A=2mbd=A=2m (4 -36)- 18J3 = A = 51843 7 cm?
- C 13 D
1066. V= Vcilindro + Vcone = )
SV=m-162-13+ T 162 - 11 = \
3 16 .
y= 12 800 om3 ' 11 Ne
3 B 24 A U
1068. V= Vcilindro + 2Vcone =
=V = wh2(m — 2h) + 2 - % “h2-h=
_ 2
= wh2(m —oh+ 2 h) = v = 8m— 4hjmh
3 3
_h P
CE5 I AN AL
e AV
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1070. D) (@
AN
:r\\\ !
A 1 o) 1 B
.“—*L !
Vi
L 10 3 5.3
No A equilatero ADO:r = —= + = = r= =——= m.
a Jroo2 Jm
A= 2Alatcone + Alatcilindro
5.3 10
cone:r= —"—=m;g=-—=—m
Jn T Un
o 5.3 10
cilindro:r= =—=— m;h= =—m
Jm J
Entdo:
5J3 10 5J3 10
A=2-q- D2 . == 4 2. D2 . == - A = 20043 m?
NN Jro w
1071. A area do triangulo é:
a-h
s=-—2en =2
! Pe 2 a a
a U
Giro em torno de a:
h. -a
a 3 @ 3 2 a 3 a
2 2
—~V = 47S aV = 41S
a 3a a 3
2 2
Analogamente, bV, = % ecV, = 4mS®
Assim: aVa = be = CVC.
1072.
A, =R-Esn=2
2 R
A, =B=mRg+R =>g=-2 —R[
R
g2 — h2 + R2
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2 2 2 2
:(g_R) :(2_A) LR o B2 2B _ 4A?
R R 2R2 T R2
2 _ 272
— R= B 4m4A
27wB
Por outro lado,
2
2 _ %) +R2 = 472 L B2 — 4m2A2
& ( R B2 — 4m2A2 2mB
2wB
8mAZB n B2 — 4m2A2 _ B2 + 4mw2A2
= = g =
B2 — 4m2A2 2B J2mB(B2 — 4m2A2?)
1073. Notando a semelhancga entre os triangulos AHM e GDM: d = %
V=£¢rh2a=2-l-w-a—h-h= A AM = m
3 3 2
:217%3 —V=5-2nd
Ne
v
1074. VS = Vcilindro B 2Vcone
Vg=mr?-2r—2- %wrz -r=2'n'r3—%’rrr3 :%Tﬂ's = Vo
Ne
v

-

1075. A, = -ac

Multiplicando membro a membro
por b: b - Aj = wabc.
A, = m-ab 5 N
Multiplicando membro a membro - N e
por c: c - A, = mabc. C v
A e
Assim: bA, = cA e 2 = Z¢ <D
C A,
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1076. V= ZmoeV, = 2

=mb2%c
3
Dividindo membro a membro:
V
b _ C _
V_ = E = be = CVC

C

b

1077. V. = Lae2:v = Lap2e: v = Lan2a
3 ¢ 3 a

Partindo do 2° membro e fazendo as substituicdes, chegamos ao

12 membro.
% + % -1 . T : -
Vb Vc =2c4p2 =m2pAc2

9 9

92 +92 92 (3 VY _( 3 Y\ _
T Tafch mbict - -

mh2c? ma2h?
2
:( 3 )2 - |1 =1 (1° membro)
mah? % v2

1078.

(e
U
2 1
Para que Vpgag = 3 Vpger basta que Vg + Vg = 3 Vaec
2 2
a— x)\3
Mas Vgpp + Vips = %7{%) R %’“{%} “(a—x) =
= %(a3 — 3a2x + 3ax?).
2
Temos ainda Vg, = %w(%) .a = g3,
Assim: T(a® — 3a2x + 3ax?) = i x .83 =
4 3 4

3
—3ax2 —3a%x + a3 = 2

124
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Resolvendo a equacao do 2¢ grau em x, temos:

X = 2—aOUX: E
3 3
Entdo:x = PB = & oux = PB = 22
3 3
1082.
A=r-h B A
= B=7Ar =
hi A B = mrh
B
r =r=—
el > A

1083. Giro em torno de y: V = mxy? (1)

Giroemtornode x: V' = mxly = y = — (2)
X
Substituindo em (1): e)
2 2 2 Q

V=fnxV =>V=V—=>x=3fv—

w2x4 wx3 %
Substituindo em (2): y

_ Vv e Ne
S R =7 AV
™ w2\2

1084. V=mx +m)2-y— wm2y = e
= my(x2 + 2mx) =
_ 5 Xy _ XX
= 2w(1 + m)xy = 2mdS ‘
2 X
1086. Volume: V = 2abd (ver exercicio 1084)
Area:A=A_. +A_. +2A = e

latns. latey;. coroa

A= 2Trb(a + 9) + 2wb(d - i) +
2 2

s (O ek | R il

= A = 2mw(bd + bd + ad + ad) =
= A = 4nd(a + b)
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=S

1088.

1089.

1091.

6
0
10y12 x2 =102 — 82 = x = 6¢cm .
10 y2 =102 — 62 = y = 8cm
X
N 1" 16 =Sr=x+y=r=14cm
TR
Vsélido = Vcilindro + 2Vcone
_ 1 7840
Vesido = T 142 -12 4+ 2 - 517 - 142 .2 = Vegido = 3 cm3
_ 16+ 12 . B
Atrap. - T ‘14 = Atrap. =196 cm? = Aquad. =196 cm? =
= €quad_ =14 cm
Viiindro = T ° 142 - 14 = Viingro = 2 144w cm?3

No triangulo retangulo BMO:
senMBC = 2 =1 _ mBC = 30°
2a 2

BM2 = (2a)2 — a2 = BM = a/3
2a-r=a-a\/§:r=—a\/§

. . 92
A=A . +A  —A= ﬂa*z/—(a@+a):>A:(3+*/§2) ™ a

laty lat,

3

V=V, +V, jv——W(a\/—) 2a = V=T
3 2

No triangulo retangulo PAO: |
PA2 = 502 — 202 = PA = 1021 cm. AT A
Os triangulos PCA, PAO, POA' e AA"A' A" L
sao semelhantes. Assim:
PC _ PA PC_ _ 1021 OfF—cT¢ P
= = = = =
PA PO 10v21 50

=PC=42cmeOC =50 — 42 =
= 0C = AA" = 8cm
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PA _ OA 1021 7 _ 100
La . Y = = OA
PO OA' 50 OA' 21
AC _ PA _, AC _ 10v21 _, 2G = OA" = 4421 cm
AO PO 20 50
AA" A'A" 8 A'A" —_ 16
=02 5 & =20 o AA" = —X cm
PO OA' 50 100 V21
21

V= 2(VconePA.o - VcilindroOCAA,, = VconeAA.A.,) =
:2E.502.@_ .82 .42 _E.82.£):

(3 N 3 V21

27 - 232 848

_ ZM 232888y~ 7392021 mem?
3v21 T

De outro modo, usando a férmula de Pappus-Guldin: V = 2wSd, em que:
s = @ = 421 - 42 = 16821 cm?

ed=0G = oc+% 8 + 14 = 22 cm

Vem: V = 27 - 168421 - 22 = V = 7392y21w cm3

2
R RJ3
1092. h2=R? — (_) oh= .
2 2 > 5
Vsélido + 2Vtronco = h //
+ R
il Rﬁ R R R
=22 |R2 +R-—+(_) -
3 2 2
2
ZM'EEV,. =7’IT\/§R3
3 4 sélido 12
4
esfera §1TR3
4
= R3
Entao: VESfera = 37" = Vesfera _ 16\/5
solido 17_2"T\/§ R3 Vssiico 21
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=[NPl — Superficies e solidos esféricos

1103. d=3cm
27R(R — 3)
3( = /-
L= 5 2mR(R + 3)

=

orlw

=3R+9=5R-15=R=12cm=

=V ~ 4

esfera §

1105. = = ;&
c r

2

2 +h? = 42 }

7123V = 2304w cm3

esfera

>
S

=
o1|N

r2+(R—h)2=R2 2R —h

=r+R2-2Rh+h2=R2=
= Rh =28

2 #Rh
Z#R(2R — h)
A = 4mwR2 = A

=25 8 -2 -4
5 2R -8 5

= 561 cm?

sup. esf. sup. esf.

1106. R =10cm <ED

No AOAB:
cos 60° = 29=N —  —5¢m KNB
10

4

Acal. =27-10-5 = Acal. = 1007 Cm2 10 —h 60°

1107. a: aresta do cubo inscrito na esfera

R:%:}a:%

h, =R -

—R_@ﬁhlzs_ﬁR

Nl N
w
w

1 T3 _3-J3.3+43 AL
= : = — =2-43
3+43 3 3 A,
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1108. A, — A, = A, = 27R(2R — h) — 2nRh = mr2 =

— 4R2 — 2Rh — 2Rh = r2 = 12 = 4R(R — h) = 4R2 — 4Rh

Mas r2 = R2— (R — h)2 = 2Rh — h2.

lgualando: 4R2 — 4Rh = 2Rh — h2 = h, — 6Rh + 4R2 = 0 =
h = R(3 + V5) (ndo convém)

= ou
h=R(3 - 5)

Vem:R—h=R-R(3-5) =R(1L - 3 + 5).

Assim,R —h = ({5 — 2)R.

1109. A3 =A - A o = [ZAF(2r — P = (24th) - (AAF7) =
= (2r—h2=2rh=h?—-6rh + 4r2=0=
h =r (3 + 5) (ndo convém)
= < ou
h=r(3-5)
Vem:r—h=r— r(3— \/E) = r(1—3+\/§).
Assim,r —h = (/& — 2)r.

1110. R=12cm

No AOAB: A

sen30° = 22N _ 30°
12

= h=6cm 12 30°

A=2w-12-6=>

0
A
B
= A = 144w cm? =

30°
60°
h =2m
1111, 2" -
Acalota = 3A€me
4 B
:21’r-R-2=31TrR=>I’=§ 2
No triangulo retangulo ABC: r
2R—-2
Pr=2-2R-2)=r2P=4R-1)>
16 4 13

4R —-1)=— =D R—-1== = R==—m C

9 9
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1113. h=8cm 3
r,=3cm :
r,=5cm 8-X

R2 = (8 — x)2 + 32 .
e - —X.
R2 = x2 + 52

=8—-x2+9=x2+25=
=64—16x+ xZ +9=xZ +25=

= 16x =48 =x=3cm=

=R2=25+9=R= 34 cm
=27-R-h=2m-+34 -8=A, = 1634 7w cm?

Azona

360°

1114. h=5cm; a =45° =
8 =

A =A

zona fuso
= 27R -5 = %lhTRQ — R =20cm =

32000m
— Ccm

V=20.203 =v=
3 3

A = 4m-20%2 = A = 1600w cm?

360°

1115. h=5cm; a =60° =
6 =

A —A =A

sup. esf. zona fuso

:>4z4R2—2z4R-5=%-4z4R? :>4R—10=%R:>R=3cm

1116. o =60° = 3%00
h=8cm =
_ 3
Afuso + Azona - 5 Asup. esf.

2
m+2z4R~8=§-4ﬁR2:%+16=6R:R=3cm

V=%1T - 33 =V =236wcmd
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1117. Azona = Afuso =
= 2nRB = @ 4ir2 o
n 217
= a==rad
n

1118. h=2d

zona ) circulo
Mas R2 = 12 — g2,
lgualando,vem: 2 — d2=2rd=d?2+2rd -2 =0 =

d = r(—l - \/5) (n3o convém)

} = Z#r-2d=2Z4R2 = R2 = 2rd

= ou :>2d=(x/§—1)~2r
d=r(-1++2)
1119. R=10cm
A —A =27 -10- (10 —-d)=m-r-10 =
zona

=r=20—-2d = r?2 = 400 — 80d + d?
=
Mas r2 = 100 — d2
= 400 — 80d + d2 = 100 — d? = 2d2 — 80d + 300 = 0 =

d= 5(4 + \/10) (n@o convém)
= d?2 — 40d + 150 = 0 = ou

d = 5(4 - V10)
Assim,d = 5(4 — +10) cm.
1 _ 1 _
1120. A, = = A= fR-g = = 2#th = 5Rg = 2rh (1)

(h=-rnN?+R?=r’=h?-2rh+rP+R2=r2=
=h2—2th+R2=0 (2)
g2 =h%+R? (3)
g = 0 (nao convém)
(1),(2)e(3) = g2 =2rh = g2 =5Rg = { ou =
g = 5R
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132

1121.

1122,

= (BR2=h2+ R2=h = 2R/6

5 = 0 (nao convém)
Como h = 5§g,vem2R\/§ _ 5R-5R _ | ou
r

2r R 46t
25
; 48r
Assim, h = 26 - 4 6 = ==
V6 \/_25 25
Logo,h —r = ﬂr—r: h—r=&.
25 25
Azona - Asup. esf. R
= 27r(r = d) = 4m(3d)2 =
=1rr=*d =18d>=
=18d2 +rd —rP=0=>
[ —1+473
36
ou
g==1_~73, (ndo convém)
36
= < ou
g 1+473
36
ou
q=31-473, (ndo convém)
36
Assim, d = LENT3 5,4 = —1+473 .
6 36
Asona = Acire. max. T Asegéo = 2mrd = mr? + mR? = 2rd = r? + R?

Mas R? = r2 — d2.
Assim,2rd=rP +r2 - d?=d?+2r-d—-2rr=0=

d = r(—l — \/§) (ndo convém)
= { ou

d=r(-1+3)
Logo,d = (v/3 — 1)r.

Fundamentos de Matematica Elementar | 10



COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

1123. A, =A_.=

cone calota

—m-h-y=2mRR + m) =
= hy = 2R(R + m)

4 2
Assim, JR2 — B2 . 2 —R2 :2R(R+R—) =
X

2
= Rhe—rR 2 —R =2 x4+R) >
X X

=2x2—R2=2RX+R)=x2—2Rx—3R?=0=
x = —R (ndo convém)

= ou
x = 3R

Logo, x = OP = 3R.

1124. S = 47R? + 2n(r + 13 +... + 1))
Dividindo ambos os membros da igualdade por 2wR?, temos:

242 4.+
S R *..7r S
=2+ = - 2=
2mR2 R? 27R2
2 2 2
2+ 2+ Lt

RZ

2 +r2 4+ .. +71r2
e = 2 =< N.
R2
Temos, portanto: S_ 2=<N.
27R2

>

_3 )
R\
+ 3
o R I\}N
TN
A
T

SR 8

/=TS
Z
G

Obs.: Caso a reta comum do feixe seja secante a esfera, teremos
N = 1, e a desiguldade se verifica.
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1127. A, = 100w cm?
20 = 27 -10h =100m = h=5cm
R= = =10cm
2
Mas r2 = 102 — (10 — 5)2 = r2 = 75.
Logo, V = “7'5(3-75+25) =V = &%cw

1128. R =10cm
d=R—-h=2o0ud=2R—-h)=
= h=8cmouh=12cm
Ainda, r2 = 100 — 4 = 96.

Assim, V = "TT'S (3- 96 + 64)

ou
v=T '612 (396 + 144).
14
Logo, V = 08 cm3 ou V = 864w cm?

1129. h=4cm

V:,]TT[S(42+42)+42]:2?"T(96+16):>V: 224 om3
1131. R =20cm

h=6—-3=3cm

r2=202-32=r2 =391

r3 =202 -62=r3=2364

Vem: V = %3-[3-(391+364)+32]= 72274

=V=11377rcm?3

1132. R =15cm
h=2d=2-6=12cm
r2 =152 - 62=r2=189

Vem: V= ™12 .13(189 + 189) + 122] = 27 - 1278 =
=V = 2556m cm3
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1134. Vsélido = Vcone o Vsegmento

APOA ~ APAB =

)
=
=
Q
=

|
3
I

> |‘<M

Il

segmento _ h2 — R2 _ Rh — R2
esférico h h

v :E.M.g.(ﬂ.hz_R2)2+Rh—R22:
segmento 6 h h h

_m Rh—R? |3R? (o o), RO -RPZ|_

6 h h2 h2
- < R(hh3 R){(h ~ RI[3R2(h + R) + R2(h - R)]} =

— 2 3 _ 2
:%.R(hh—SR)(QR:% + 4R2h) = %‘T.R(hh—sm.(R+2h):
3

=£-|§—3-(h—R)2-(R+2h)

~ R2
Ento, V g4, = % el R2[(h + R2 — RR + 2h)]| =
=£'E-(h—R)2-h2 =V ZE'E'(h—RF.

3 h3 sélido 3 h
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1135. R=7=150m
d =12m =
=> h=12-8 = h=4m
d, =8m
=>A=27-15-4=A =120 m?

ra =152 — 122 = 225 — 144 = 81
r3 =152 — 82 =225 - 64 = 161

V= %“[3-(161+81)+16] = V= @W
1136. Vcone = Vsegmento =
= % (P—d?¥)-d= % r—d 8P —d)+(r—d’]r=d=
=(r+d-d= % —dBr+d+r—dl=d?+rd—-r2=0=
r—d X
d=—1— V5 r (ndo convém) ,
2 d
= < ou r
g=—1% /5 r
2
X2 =12 — g2
Assim, d = 51 r.
2
1137 Vegmento = Veilindro =

:>%-(r—d)[3R2+(r—d)2]=wR2d:>

42

= %-[3(r+d)+(r—d)]=(r2—d2)d:>
= % (4r+2d) = rd + d2 =

d= —_‘/§2_ Lt (n@o convem)
=2d2+2rd—r2=0 = { ou

d= J3 -1 r

2

Assim, d = \/52_ 1,

136 Fundamentos de Matematica Elementar | 10



COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

1138. Ha duas hip6teses a considerar:

d2=R2—p2
Poone = hsegmento =R+d=R= JR - 2. r O
Temos: '
T 2(r e R ) (
=k=
%-(Ri\/ﬁ)-[sﬂ +(R= JRE—12)]
= 2 =k =

r2 + R2 = RVR2 — r2
= *kRvRZ —r2 =12 — kr2 — kR2.
Elevando ao quadrado:
r* - (1 — k)2 + kR2(3k — 2)r2 = 0,
Dividindo por r2:
(1 — K2 + KR(3k — 2) = 0 = 12 = K2 3K
(1 — k)?
A area da base sera: A = mr2.
k(2 — 3k)

Assim, A =
(1 — k)?

- mR2, com k < %

1143. R =10cm

h
NoAAOC:cos6O°=%:>h1=50m.

h2
NoABOD:cos45°=E=>h2=5\/§cm.
V=%w-102-(5\/§i5):

2
:>v—§w-100-5(J§¢1):>
iV:&;O'(\Eii)wcm3

1146, v =Lv o
- setor n esfera
- 2 arh=21.21p3 5
n 3
:>h:2—R
n
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No triangulo retéangulo ABC:

r2=h‘(2R—h):>r2:%(2R—£):>

n
=12 =4R?- _n—21 =r= _mn—l - 2R, n> 1.
n
1147. V=V
corda: ¢
h: projecao da corda sobre o eixo
Ver- D op= 8
6 w2
1148. ¢ = 5cm EIN
= 1
h?2 =52 —32 = h =4cm hr\\m
. 6 3/B
Sv="% .5
6
— v=20T ;3
3
1149. (2r)2 + (2n2 = (2r + 2x)2 =
=x=r(V2 - 1) h—Rr
R=2r+x=
R
=r=
1+42
Vsélido = VH - 4Vcone =
2 R Y
— T
:Vsélido = 5 1TR3 — 4. E(m) ‘R =
_ 2 2
= Vssido = 3 “Ra(i - m) =
_ 2 1+ 2J2
= Vgiae = 3 ™R o0
= Voo = (42 — 5) R
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